Feuille de TD n°2
TD — Suites numériques

On définit les suites (1) et (v;) de la facon

3
suivante : pour tout n €N, u, = etyg=1et
2n+1
3u,—4
Upel1 = ————.
n+l 2u, +1

Calculer les quatre premiers termes des suites (u,)
et (vy,).
Soit (1) la suite définie par u, = n’-n+1
1. Calculer ug et u;y.

2. Exprimer, en fonction de n, u, +1 et u,41.

Soit (u,) la suite arithmétique de premier
terme uy =4 et de raison r = 5

1. Exprimer u, en fonction de n.

2. Calculer uyy.

E Soit (u,) la suite géométrique de premier
terme uy =7 et de raison g = 3.

1. Exprimer u, en fonction de n.

2. Calculer us.

@ On suppose que chaque année, la produ-
cion d’'une usine subit une baisse de 4 %.
Au cours de I'année 2000, la production a été de
25000 unités.

1. Onnote Py = 25000 et P, la production pré-
vue au cours de 'année (2000 + n).
Montrer que (P;) est une suite géométrique
dont on précisera la raison.

2. Calculer la production de I'usine en 2023.

@ Soit (uy) la suite arithmétique de premier
terme uy =5et u;; =19.
Calculer la raison r et le premier terme uy.

Quelle forme choisir?
Une variété de bambou grandit de 6cm par jour.
On acheéte dans un magasin un spécimen de
20cm.
On note uy, la taille du bambou au bout de 7 jour-
nées, ol n est un nombre entier.

1. Justifier que (u;) est arithmétique et préci-
ser le premier terme et la raison.

2. Donner I'écriture de son terme général.

3. Donner les quatre premiers termes de la
suite ().

4. Calculer ug,4.

algorithme

Ecrire un programme en Python qui permet I'af-
fichage des 10 premiers termes de la suite définie
par
Ug = 20
{ Unp+1 = Un+6

Ecrire une fonction en Python qui permet de
donner la valeur d'un terme choisi d'une suite
arithmétique que I'on peut définir également. Par
exemple la commande arith(20,6,84) renvoie
la valeur ug4 de la suite définie ci-dessus.
@ On considere la suite (u,) définie par ugy =
3u, -1
up+1°
1. Calculer u;, u, et us. Donner les valeurs
exactes.

2etpourtoutneN, Uy =

2. OnposepourtoutneN, v, =
u,—1

(a) Démontrer que (v,) est une suite arith-
métique

(b) En déduire une expression de v, en
fonction de n pour tout n entier.

(¢) En déduire une expression de u, en
fonction de n.

3. Calculer uyqg

4. Conjecturer la limite de la suite (u,).

Soit (up) la suite définie par
1

u1=§
n+1

Un+1 = _3n Un

1. Calculer uy, us, uy et us.
2. Démontrer que la suite de terme général
Un . . s
v, = — est une suite géométrique.
n

3. Endéduire I'expression de v, en fonction de
n puis celle de u,.

(*)On considere la suite définie par ug = a
et la relation de récurrence

1 2
(R) un+1:Eun+n +n

1. Déterminer un polyndéme P du second de-
gré, de facon a ce que la suite de terme gé-
néral a,, = P(n) vérifie la relation (R).

2. Montrer que la suite (v,) définie par v, =
Up — a, est une suite géométrique dont on
précisera le premier terme et la raison.

3. Donner I'expression de v, en fonction de n
et de a, puis celle de u,,.



(**) Les singes et les noix de coco
« Le premier singe prit la moitié des noix de coco,
plus une.
Le deuxieme prit la moitié du reste plus deux
Le troisieme prit la moitié du reste plus trois. ..
Le N¢ et dernier prit la moitié du reste précédent,
plus N.»

Déterminer en fonction de N le nombre total
x de noix de coco.

Voir indications dans le corrigé.

1. La suite (v,) est définie pour tout n € N par
_ 3
vp=(n-1)

(a) Calculer les 3 premiers termes de la
suite (v,). Que pourrait-on supposer?

(b) Démontrer que la suite v n'est pas
arithmétique.

2. La suite (u;) est définie pour tout n € N par
up,=m+37>-n*>-7.
Démontrer qu’elle est arithmétique. Préci-
ser le premier terme et la raison.

Une suite arithmétique a pour premier
terme 13 et pour centieme terme 2011.
Calculer la moyenne des 100 premiers termes de
cette suite.

On consideére une suite (1) ey arithmé-
tique. Montrer que la suite (v;) définie par Vn €
N, v, =2"" est géométrique, préciser le premier
terme et la raison.

On considére la suite (u,) définie par uy =
3uy,

3etVneN, u =—.
el 3+2u,

1. Alaide de la calculatrice, conjecturer les va-
riations et la limite éventuelle de la suite

2. Démontrer par récurrence que pour tout n €
N, u; > 0.
3
3. Onpose, pourtoutneN, v, = —
Un
(a) Démontrer que la suite (v;) est arith-
métique. Préciser son premier terme et
sa raison.

(b) En déduire une expression de v, en
fonction de n pour tout n € N.

4. En déduire une expression de u, en fonc-
tion de n puis vérifier les conjectures émises
dans la premiere question.

3uy,

——— etug=
1+2u,

Pour s’entrainer : u;,,1 =

1
7 Montrer que la suite (v,) définie pour tout n e N

par v, = est géométrique.

n
Exprimer u, en fonction de v,, puis en déduire
n

uepourtoutneN, u, = ——.
quep "T3ng

Soit (u,) la suite définie par ug = 1 et pour
toutneN, u,. =3u, —4n+2.

1. Démontrer par récurrence que pour tout z €
N, u#, > 2n. En déduire la limite de la suite
(un)

2. Onposepourtout neN, v, =u,—2n

(a) Démontrer que (v,) est géométrique.
Préciser le premier terme et la raison.

(b) En déduire I'expression de v, en fonc-
tion de n puis celle de u,,.

n
3. Soit Sp =) u.

k=0
Démontrer que pour tout n € N, S, =
3n+1_1

+n(n+1).



Feuille de TD n°2
Réponses ou Solutions

0 1 2 3 4
u, | 41| -0333 | 0,4 | 0,714 | 0,889
vy | 1 | -0,333 | =15 | 1,689 | 0,244

u0=1etu10:91,un+1=n2—n+2etun+1:n2+n+1

(6] r=2,up=-3.

1. PourtoutneN, u,41 = Uy +6, ug = 20, donc (u,) est arithmétique de raison 6 et de premier terme 20.

2. PourtoutneN, u, =20+6n
3. ugy =20+6 x84 =524, soit 5,24 m au bout de 84 jours.

def arith(uO,r,n):
u=u0 for i in range(n): u=ut+r return u

] 5 3 7
Uy=—,Up=—,Uz3=—
173 ™85
9 1
. U=
" u,—1
(a) Pour montrer que (v,) est arithmétique, on exprime v, en fonction de v;,.
1
Un+1= —
un+i_ 1
= 3u,—1
u,+1 -1
_ 1
T 2u,-2
u,+1
_ Up+l
S 2u, -2
1 Up+1
Or, v, = = u,-l=— = |u,=—+1=
u,—1 Uy Up Up
v,+1
Ainsi Tl 120,41 1
insi, v;41 = — == =y, =
n+l 2 vptl _ 1 2 1 n 2
Un
1 1
Et donc (v;) est arithmétique de raison 3 et de premier terme vy = 1= 1.
Ug —

1
(b) AinsipourtoutneN, v,=1+ En

1
v+l 2+3n 4+n

(¢) Onadonc, pourtout neN, u, =

Un _1+%n_2+n'
3 104
. u = —
100 102
4. lim u,=1.
n—-+00

Indications :
Soit r, le nombre de noix de coco restantes apres le n¢ singe (0 < n < N, en convenant que ry = X)



ro=Xx
. Démontrer que I'n-1 pourl<n<N
. Etudier la suite (u,,): u, = r, +2n—2. (Chercher une relation de récurrence entre u,, et #,_1.)

[a—

w N

. En déduire I'expression de r, en fonction de n et de x.

. En déduire que x =2V (N -1) + 2.

1. (@) up=-1, u; =0, up = 1. La suite pourrait étre arithmétique de raison 1 et de premier terme —1.

N

() Ups1—uy=n>—n®—-3n*+3n—-1=3n>-3n+1non constant, donc (u,) nest pas arithmétique.

2. PourtoutneN, u, =6n+2 donc (u,) est arithmétique de premier terme 2 et de raison 6.

Ug+u
On a uy = 13 et ugg = 2011. La somme des 100 premiers termes, c’est Sgg = 100 x %, la
, e . Uptugg 2024
moyenne c’est la somme divisée par 100, soit m = — = > =1012

Pour tout n €N, uy, = g+ nr donc v, = 2"0*"" = 2% x (2")" donc (v,) est géométrique de premier
terme 2% et de raison 2.

3 3 3+2uy, 3 2uy,
16] o= > = - _3 Ay
Un+1 3+2'th,, Un Un Un

Pourtout neN, u, = Toon’ décroissante, tend vers 0.
n

Un+1 =3Vp, Up = ynvzl

1. hérédité : Soit n € N tel que &, est vraie, donc u;, > 2n.
Ainsi, 3u,;, >6ndonc uy+1 =3u,—4n+2>2n+2>2(n+1). Donc &, est vraie.

2. (vp) est géométrique de raison 3.

3. On utilise la linéarité de la somme.



