Chapitre 9 : Intégrales et primitives
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1 Intégrale d’'une fonction continue positive sur un segment

1.1 Définition

,—[Définition 1 (Intégrale d'une fonction positive).]

Etant donnée une fonction f continue et positive sur un intervalle [a; b]. On appelle intégrale
de f sur [a;b] la mesure de |'aire du domaine délimité par |'axe des abscisses, la courbe de
f et les droites d'équation x=a et x=b.

b
On note cette aire : I:f f(x)dx. Elle est mesurée en unité d'aires du repére.
a
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1 INTEGRALE D’UNE FONCTION CONTINUE POSITIVE SUR UN SEGMENT Chap 9

f
2 NOTATION :
Le symbole f est un S déformé, qui se lit « inté-
e grale » ou « somme » (c'est une somme des tout

petits rectangles de hauteur f(x) et de largeur dx).

=y

La variable x peut-étre remplacée dans I'intégrale par n'importe quelle lettre : ¢, u, on dit
que c'est une variable muette :

b b b
f f(x)dx:f f(t)dt:/ fwdu
a a a

1.2 Quelques exemples

f est constante sur [a; b] : f(x)=A f est affine sur [a; b] :
A 34 @y
Cr
A 2 2
1 gy
a 1 2 b3 a 1 3 ba

L'aire du trapéze est :
b b
fode= ..o f f(t)dt— f( H@*JB) 4, g

1.3 Calcul approché al’aide de la calculatrice :

Si on prend une fonction continue et positive sur un intervalle, on peut faire calculer I'intégrale
de la fonction par la calculatrice. Par exemple la fonction f : x— —x*+10 entre 1 et 3 :

Sur CASIO 85+, dans le menu , Sur TI 83 dans le menu , @ (Fnint)
(Calc) T
FE=HA2+18, 1,30 FE%TJ'I_:;EEE 162 s 1

11. 33333333 5 247

» Exercice 1 Aire sous courbe
On considére la fonction f définie sur [-2;0] par f(x) = (x+2)e”" et € sa représentation graphique
dans un repére orthonormé d'unités 1cm.

1. Justifier que f est continue et positive sur [-2;0].
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2 FONCTION PRIMITIVE Chap 9

2. A l'aide de la calculatrice, déterminer une valeur arrondie a 0,01 cm? prés de |'aire sous la courbe

de f.

» Exercice 2 Algorithme
En utilisant I'activité préparatoire, écrire un algorithme qui, pour un nombre de rectangles défini par

1
dx.

['utilisateur donne un encadrement de I=4 xf 5
0o 1+x

Faire une conjecture quant a la valeur de l'intégrale.

1.4 Estimation graphique d’'une intégrale

On veut évaluer I'aire sous la courbe de f entre 0 et 5 par encadrement.

y
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2,5+2,5+2+1,5+0,5 <[ fdt =3+3+5+1,5
_,_/

polyg inf polyg. sup

5
sf fdt = 12,5
0

2 Fonction primitive

2.1 Fonction définie par une intégrale

,—{Théoréme 1 (Définition d'une primitive).}

Soit f une fonction continue positive sur un intervalle [a; b], On peut alors définir la

X
fonction F sur [a; b] telle que | F(x) =f f(ndt).
a

Cette fonction F est alors dérivable sur [a; b] de dérivée égale a f.
F est appelée primitive de f sur [a; b].

Démonstration
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2 FONCTION PRIMITIVE Chap 9

Nous allons prouver ce théoréme dans le cas particulier ou f est
positive et croissante
Soit x € [a; b], on écrit le taux d'accroissement de F entre x et x+h :

F(x+h) -F 1
Ax(h) = w = (F(x+ )~ F(2)

Sih>0

F(x+h)—F(x) représente |'aire grise, sous A 6
la courbe de f entre x et x+ h.

Comme f est croissante, cette aire
est comprise entre les rectangles d'aire
hx f(x) et hx f(x+h).

On a donc fla+h) \\\
N

hf(x) < F(x+h) —F(x) <hf(x+h) F®

_ |
czﬂmgﬁgi%—ﬂﬂgfu+m (h>0)

= fx) <A< flx+h)

Sih<0

F(x) — F(x+ h) représente |'aire sous la A Cf

courbe de f entre x+h et x. 1 /
Comme f est croissante, cette aire ]

est comprise entre les rectangles d'aire /
|h| x f(x+ h) et |h|x f(x). (Od sont-ils 7) 1
On a donc

fx+h) <Ax(h) < f(2)

\]

ek X
Comme f est continue en x, }lin})f(x+ h) = f(x) et d'aprés le théoréme des
gendarmes, }liﬂéAx(h) = f(x)

Ainsi pour tout x€ I, F est dérivable et sa dérivée est :

F'(x)=f(x)

¢ La fonction F est croissante sur [a; b]. .. Pourquoi ?

e F(a)=0. Pourquoi?

2.2 Définition d’'une primitive

Définition 2 (Primitive d'une fonction continue).}

Pour toute fonction f continue sur un intervalle I c R, on appelle fonction primitive de f
une fonction F telle que, pour tout x€ I, F'(x) = f(x).
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2 FONCTION PRIMITIVE Chap 9

Théoréme 2 (Existence de primitives).}

Toute fonction continue sur un intervalle I admet une primitive.

Démonstration

| ROC |Démonstration dans le cas ot I'intervalle I = [a; b] est fermé borné.

On admet le résultat suivant :
‘ toute fonction continue sur un segment admet un minimum. ‘

Soit donc une fonction f continue sur un intervalle I = [a; D] et soit m le
minimum de f sur le segment [a; b]. (On a donc f(x) > m sur I)
Alors, la fonction g = f—m est continue et positive sur I. On sait donc que

X
g admet une primitive (de la forme G(x) :f g(ndr).

On peut donc considérer la fonction F définuie sur I par F(x) = G(x) + mx.
OnaF(x)=Gx)+m=gx)+m=f(x).

Donc f admet pour primitive sur I la fonction F.

O
On a vu, lors de la propriété précédente, que pour toute fonction f continue et positive sur un

X
intervalle [a; b] fermé borné, x»—»[ f(n)dt est une primitive de f définie sur [a; b].
a

B Exemple 1:

Si f est la fonction définie sur R par f(x) =2x+1 et g la fonction définie sur R par g(x) = %+ x,
alors on peut dire que g est une primitive de f sur R.

X
De plus, comme g(0) =0, on peut dire que g(x) :f f(t)dt est la primitive de f qui s’annule en 0.
0

Si F est une primitive de f, alors, pour tout nombre réel k, F+ k est aussi une primitive de
f.

Autrement dit, deux primitives d'une fonction f différent seulement d'une constante.

Quelle est la conséquence graphique sur les courbes des primitives d'une fonction continue f 7

Par contre, si toute fonction continue admet une 2primitive, on ne sait pas toujours exprimer celle-ci
a l'aide des fonctions usuelles. Par exemple : x — e~ , qui est facile a dériver, que I'on rencontrera lors
des chapitres sur les lois de probabilités continues, mais qui n'admet pas de primitive exprimable avec
des fonctions usuelles. Pour calculer des intégrales avec cette fonction, on devra utiliser des méthodes
numériques du méme type de I'approximation des intégrales par des rectangles (ou autres).

,—[Théoréme 3 (Condition d’unicité).} \

Soit f une fonction continue sur un intervalle I = [a; b].
Pour tout xp € I et tout y € R, il existe une unique fonction primitive G de f telle que
G(x0) = yo.
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2 FONCTION PRIMITIVE Chap 9

» Exercice 3 Vérifier et utiliser une primitive
Une entreprise fabrique un produit dont le codt marginal est donné en euro par kilo par la fonction
flq) =3q2 —30qg +95 pour tout g €[0;11], g étant en tonnes.

1. Démontrer que la fonction F, définie sur [0;11] par F(q) = qs— 15q2+95q est une primitive de
f.

2. Pour toute quantité x de [0;11], le codt total variable est donné par l'intégrale C,(x) =

X
f fl@dq.

0
Sachant que les coiits fixes sont de 7500€, déterminer la fonction coiit total Cy et préciser son
unité.

2.3 Lien entre primitives et intégrales

X
On appelle F(x) =f f(x)dx une primitive de f, c'est d'ailleurs la seule qui s’annule en a.
a

|

,—{Théoréme 4 (Théoréme fondamental de I'intégration).

Si f est une fonction continue sur l'intervalle [a, b] et F une primitive de f sur cet intervalle,

b
alors f f(®dt=F(b)-F(a)

Méthode 1 (Application au calcul d’aire :)

» Exercice 4 Cas d'une fonction positive
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = x*—7x+ 10.

1. Déterminer le signe de f sur R.

2. Calculer I'aire sous la courbe de f sur [0;2].

» Exercice 5 Cas d’une fonction de signe non constant
Soit g la fonction définie sur R par g(x) =x3—7x-6.
1. Montrer que —1 est une racine de g et en déduire une factorisation, puis I'ensemble des racines
de g.
2. En déduire le signe de g(x) sur R.

3. Calculer I'aire entre la courbe de g et I'axe des abscisses sur l'intervalle [-2; 3].

2.4 Propriétés des intégrales

 Propriété 1 (Linearite). |

¢ Primitive de la somme Si F et G sont des primitives des fonctions f et g, alors
F + G est une primitive de la fonction somme f+g.

e Multiplication par une constante Si F est une primitive de f sur I et k un nombre
réel quelconque, alors kF est une primitive de kf sur I.
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3 CALCULER DES PRIMITIVES Chap 9

[Conséquence 1 (Linéarité de I’intégrale).}

Si f et g sont deux fonctions continues sur un intervalle [a; b], et A un nombre réel, alors

b b b
. f f(x)+g(x)dx=f f(x)dx+f f(x)dx
a a a

b b
-[Af(x)dx:)lf fx)dx

ey,
[Propriété 2 (Relation de Chasles).] A
Soit f continue sur I =[a; b]. Si ce 1, alors
b c b /
f f(x)dx:f f(x)dx+/ fodx ]
a a c a c b

On utilisera dans de nombreux exercices la propriété suivante :

[Propriété 3 (Positivité de I'intégrale).J

Sur un intervalle [a; b]

b
e si f>0, alors[ =0

a

b b
°sif<g,alorsff<f g
a a

B Exemple 2:

Comparer, sans les calculer, les intégrales suivantes :

| L |
[ dx et f dx
o 1+x2 o 1+x3

Méthode 2 (Application aux suites d’irf@grales)

On considére la suite (I,,) définie par I, = x"eX dx

1. Conjecturer graphiquement, ou a I'aide de la calculatrice, visualiser la situation.

2. Démontrer que la suite (I,;) est décroissante.

1 e . ..
3. Montrer que pour tout neN, —— < I,, < ——, en déduire la limite.
n+l n+l

3 Calculer des primitives

3.1 Tableau des primitives usuelles

A\ Toutes les primitives sont définies & une constante réelle ¢ pres.
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3 CALCULER DES PRIMITIVES Chap 9
Fonction f Primitive F définie sur
k (constante) kx+c R
22
X —+c R
2
1
— In|x|+c 10; +oo[ et ]—oo; 0]
X
1 1
- ——+4c ]—o00; 0[ ou]0; +o0[
X X
s Rsin<l1
x" (neN\{-1;0}) +c 4
n+1 .
]—o00; 0[ ou ]O; +oo[ sinon
L 2Vx+c 10 ; +ool
—_ ; o0
Vx
e* ef+c R
kx 1 kx
e —e"+c R
CcoS X sinx R
sin x —COoS X R

» Exercice 6

Exemples fondamentaux

1. Déterminer une primitive des fonctions définies par f(x) = x°, g(x) = x*.

2. Donner une primitive de la fonction définie par h(x) =3x%—Tx+2.

3.2 Utiliser les formules de dérivées pour calculer des primitives.

[Propriété 4 (A partir des formules de composition).}

La primitive d'une fonction de la forme x— u/(x)(f o u)(x) est de la forme x— fou+c

B Exemple 3:

Une primitive de la fonction définie par f(x) = —4e%* est de la forme F(x) = —2¢

» Exercice 7

Calculer une primitive pour chacune des fonctions suivantes :

f(x) =cos (3x— %)

3.3 Intégration par parties

glx) =e>*"

2x

Comme pour la dérivation, il faut bien retenir que la primitive d'un produit n'est pas le produit

des primitives.
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4 APPLICATIONS Chap 9

[Propriété 5 (Intégration par parties).}

Soient u et v deux fonctions qui admettent des dérivées u’ et v’ continues sur l'intervalle

b b
[a; b]. Alors[ u(x) v (x)dx = [u(x)v(x)]Z—f u' (x)v(x)dx

a

Démonstration

uv est une primitive de u'v+uv’

b
Donc [u(x)v(x)]Z:f

a

b
u'(x)v(x)dx+f u(x)v'(x)dx. D'ou la propriété.

a

» Exercice 8

1
Calculerf xe*dx en utilisant une intégration par parties.
0

4 Applications

4.1 Aire entre deux courbes

Soient f et g deux fonctions continues et positives sur I telles que f < g. Alors I'aire du
domaine délimité par la courbe de f en bas, la courbe de g en haut et les droites d'équations
x=a et x=Db est donnée par l'intégrale :

b
A:f (g(x) - f(x))dx
a

A %,
4 ] /
3 ]
b

2 ] fl (g(x)- f(x)dx
1 ]

i ¥

] >

1 2 3 b

4.2 Valeur Moyenne
— Définition 3. \

Valeur moyenne d'une fonction sur un intervalle Si f est une fonction continue sur l'intervalle
I, alors on appelle valeur moyenne de f sur I le nombre réel

1 b
m= mfa fdx
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4 APPLICATIONS Chap 9

Colorer les aires identiques
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