Feuille de TD n°8
TD — Suites numériques

Recherche de seuils

Soit (wy,) une suite définie pour tout entier non nul n par

1
Wp=2+—
n

1. Déterminer le plus petit entier ng tel que pour tout
n=np, ona wyell,99;2,01].

2. Déterminer le plus petit entier n; tel que pour tout
n>ny, onalw,-2/<107%

3. Soit € un nombre réel strictement positif. Détermi-
ner le plus petit entier n, tel que pour tout n > ny,
onal|w,—-2|<e.

Déterminer deux suites (uy) et (v,) vérifiant les
conditions suivantes :

1. lim wu, =400, lim v,=-oc0et lim u,+v,=3

n—+oo n—+oo n—+oo
2. lim wu,=+oc0, lim v,=0et lim wu,xv,=3
n—+oo n—+oo n—+oo
. . . Un
3. lim wu,=+o0c0, lim v,=4+c0et lim — =3
n—-+oo n—+oo n—+oo v,

4. lim u, =400, lim v,=-cocet lim u,+ v, =+oo
n—+oo n—+oo n—+oo

5. lim wu,=+0c0, lim v,=0et lirP Up X Uy = +00
n—+oo

n—+oo n—+oo
. . . Up
6. lim u,=+oc0, lim v,=+4ocoet lim — =+oc0
n—+oo n—+oo n—+oo Yy,

@ Donner, dans chaque cas, la limite de la suite si
elle existe.

1. up=vVn+n? 15. u,=-2x 18 "
4\2 1 17
2. Uy = —) +—
3 n? 1
16. up=—(Mn-2
3. up=((n+n" n= 2
1 1
4, un=3+ﬁ 17. unzz(n—Z)
1 3
_ - 1
n
6. up=-4+ 110)"+n5 19 .= 1
7 un—nz—n S (%)n
8. up,=—n+vn 372 +4
9. up=~(~vn+n') 20 un =575
10. u, =-(n®-n _2n-1
11. u, =n®-n*+n’-n 21. u”_5_3n
12. uy=(n°-43-n) 2 in+l
185\" 22. Uy = 3
13. un=5x(—) n
192 B
1 1 5
14. up=3-—|[5-4] 23 un=
=)l &

E Théorémes de comparaison :

1. Soit (uy) une suite telle que pour tout entier naturel
n, up = n? +1. Déterminer lim Uy.
n—+oo

2. Soit (vy) une suite telle que pour tout entier naturel
n, vy < —-3n-—4. Déterminer lim v,.
n—+oo

3. Soit (wy) une suite telle que pour tout entier naturel

n, 2n—-1< wy, <2n+1. Déterminer liIP wy.
n—>

4. Soit (t,) une suite telle que pour tout entier naturel

1
—— . Déterminer lim ¢
2n+1 2n—1 n—-+oo

n, ——= S <

E algorithme de seuil On considére la suite (u;) dé-
finie N par u;+1=1,2x uy,, ug=1.

1. Quelle est la limite de (uy)?

2. Ecrire une fonction en Python permettant de déter-
miner la plus petite valeur de n & partir de laquelle
u;, aura dépassé deux fois la valeur initiale.

3. Adapter I'algorithme pour qu'il renvoie la plus petite
valeur de n telle que u,; > 1000.

4. Geénéraliser a un seuil quelconque.

@ Théoréme de convergence monotone

. L 1
Soit (u,) définie sur N par ug =6 et u,q = §u" +2

1. A I'aide de la calculatrice, conjecturer le comporte-
ment (variations, limites) de la suite (uy).

2. Démontrer que pour tout neN, 0 < uUyt1 < Uy.

3. Justifier que la suite (u,) converge.

1
4. Soit ¢ la limite de la suite. On admet que ¢ = §€+2.
Déterminer la valeur de 2.

. . L 1

Soit (uy) la suite définie par uy = > et pour tout
neN, uy+r = f(uy,) avec f la fonction définie sur R par
f(x) =-x*+2x.

1. Etudier les variations de f sur R.

2. Démontrer par récurrence que pour tout n € N,

O0<up<ups <1
3. En déduire que (uy) est convergente vers un réel £.

4. En utilisant le théoréme du point fixe, déterminer la
valeur de 2.

Méme énoncé pour la suite définie par ug =3 et
2+3u,

4+u,
tout neN, 0<< up+1 <upy <3.

pour tout n €N, Uy = . On montrera que pour

@ Démontrer le théoréme des suites adjacentes.

Suites adjacentes

On considére deux suites (uy) et (v,) définies de la facon
suivante :
1 1

1 1 1
VneN, u,=1+—+—+—+...+— et Vp=Up+
10203 P

1. Démontrer que les suites (u,) et (v,) sont adja-
centes.
On appelle ¢ leur limite commune.

2. Soit n € N*. On définit pour tout réel x€ [0;1] la
fonction f par:
2 xn

X X
flx) = 1+1—!+2—!+...+m

e—x

(a) Que vaut f(0)7
(b) Montrer que f(1) = %



(c) Montrer que pour tout réel x € [0; 1],

n

)= —x—e *
(d) En déduire le tableau de variations de f sur
|'intervalle [0; 1].

(e) En déduire que u, <e

3. On considére la fonction g définie sur [0;1] par
x
gx)=fx)+ 7 pour tout entier naturel n>1
(a) Dresser le tableau de variations de g

(b) En déduire que u, >e— £

n!
4. Déduire des questions précédentes la valeur de ¢ =
lim wu,.
n—+oo

Méthode d'Archiméde : approximation de 7 Soit
% un cercle de rayon 1, on construit, pour n > 1, deux
polygones réguliers P, et Q; ayant 3 x 2" cétés. P, étant
inscrit dans le cercle et Q, exinscrit (cotés tangents au
cercle).

ﬁq

C’D E'F

Zoom sur une partj
de la figure

On admet que le périmétre du cercle est 27 et qu'il est
encadré par les périmétres des deux polygones. On note
Pn et qn les demi-périmétres des polygones P, et Q.
De cette facon, on a :

Pn <A< (n
1. Cas n=1
Montrer que p;1 =3 et g1 = 2V3
2. Expression de p,, et gq,

(a) Justifier que I'angle au centre qui intercepte

27
I'un des cotés de P, et de Q, est de .
3 x2n

(b) En déduire que pour tout n>1,

b4
pn=3x2nsin(3 2”) et qn=3x2ntan(
X

5z

3. Relations de récurrence **

n .
(a) On pose a = T Exprimer p, et g, en
X

fonction de n et a

(b) Exprimer sin(2a) et 1+ cos(2a) en fonction de
sin(a) et cos(a).

(c) En déduire que pour tout neN*,

1 —_

1(1
Gn+1 2

1
—+ _) et Pn+1 = v Pnqn+1
Pn  qn

(d) Utiliser les relations précédentes pour détermi-
ner p2 et go.
4. Etude des suites (pn) et (qn)

(a) Soit a et b deux réels positifs tels que a < b.
Démontrer que

2ab b
a<vVvab<b et a< a <a+ <b
a+b 2

(b) En utilisant une récurrence, démontrer que
pour tout n>1, py < gn.

(c) En déduire que la suite (p,) est croissante et
que (gqp) est décroissante.

(d) Montrer que pour tout n>1,

1
n+1 = Pn+1 S 5(07 = Pn)
L 1
(e) En déduire que g, —pn < o

5. Démontrer que les suites (pn) et (gn) sont conver-
gentes vers la méme limite.



Feuille de TD n°8
Réponses ou Solutions

104, 10%, 812
+00, —00, +00, 0

def seuil(s):

u=1 )
n=_@ = seuil(?2
while u<=5: 4

U=u*1.2

n=n+1 > seuil{1000)
return n 38

(5]

@ Récurrence facile, soit en utilisant la croissance de la fonction affine x — §x+2, soit en fabriquant les termes suivants

par des opérations élémentaires. Limite ¢ = 3.

10
"(x) = ——— >0, donc f est croissante sur [0; 3
0= f [0; 3]
1 11
Si 0< upy1 < uy <3 alors f(0)=5 < Up+2 < Up+l <f(3)=7<2<3

. 11
= fl) < ¢ vérifie X¥+x-2=0< ¢=1ou =2, or €<7<2, donc ¢=1.

1. (ujy) est croissante car pour tout n€N, Uy —u, =

1
> 0. Et (v,) décroissante car vy — V= ——————.
(n+1)! " T i+ D(n+ 1)
De plus, liIP vn — Uy =0. Donc les suites sont adjacentes, et donc convergentes par théoréme.
n—+oo

2. (a) flO)=1
(b) f)=upe! = %

1 2x 3x% nx"1 X X
(c) f'(x)=e_x(0+—+—+—+ )—e‘x 1+ =+ +...+—|=-"—e*<0sur[0;1]
1! 2! 3! n! 1! 2! n! n!
(d) Donc
X 0 1
1

o u
(e) Ainsi, pour tout neN*, ?”gl — u,<e.

e g 1 X" 1 1 " o—x
3. (a)g(x)—f(x)+m——me +m—m(l—xe )
Or, Vx€[0; 1], x"€[0;1] et e *< 1, donc Vx€[0; 1], (1—-x"e™*) >0 ainsi,
X 0 1
g'(x) +
Up 1
_+_
1




. u 1 e
(b) Ainsi, pour tout n>1, —n+—'>1 = upze-—
e n! n!

T R . L, € , . PN
4. Ainsi, d'aprés les questions précédentes, pour tout n>1, e— - < uy < e, dong, d'aprés le théoréme des gendarmes,
n!

limu, =e



