MARS 2023 CORRECTION DES PROBLEMES CPES

» Exercice 8 Une suite homographique
Up+2
La suite (u,) est définie sur N par ugp =2 et U, = 2 L 1 pour tout entier 7.
Up
. (a) Ont 4 14 40 122
. (@ Ontrouveu;=—, Up=—, U3 =—, Uy = —
TN A SRR PY |
(b) * up—1=2-1=1 estpositif donc du signe de (—-1)°
4 1
e uy—1= s 1= ~z est négatif donc du signe de (—1)1
14 1 ... . 2
* uy—1=——1= — estpositif donc du signe de (1)
13 13
e etc...
(c) Soit n un entier naturel quelconque
] U,+2
u —_ —
n+l 2u, +1
Up,+2—Q2u,+1)
B 2u, +1
_—up+1
B 2u, +1
.. —up+1
Ainsi, pourtout neN, Uy —1= ———
2up+1

(d) Pour tout n €N, on pose &, : « u, — 1 est du méme signe que (-1)" »
* initialisation : £, est vraie car uy — 1 = 1 est du méme signe que (—1)0.
* hérédité : Pour un k € N, on suppose que & est vraie, c’est a dire que uy — 1 est du méme signe que
k
(-D".

D’apres la question précédente,
up—1

2up+1

Uger— 1=~

Le dénominateur est positif car on sait d’apres I'énoncé que u; > 0 pour tout n entier. Ainsi, ;1 —1
est du signe contraire a uy — 1, soit du signe contraire a (-DF.
Ainsi, &, est vraie.

* conclusion : la propriété est vraie au rang 0 et est héréditaire, donc

VneN, u,—1estduméme signe que (-1)"

up—1
2. Onpose v, = .
up+1
(a) SineN quelconque,
» _Ups1—1
n+l —un+£+ 1
Up+2 1
_ 2up+l
T u,+2
2up+1 +1
_Up+2-Qup+1)
C Up+242u,+1
_ —up+l
"~ 3u,+3
(b) Onadonc, pourtoutneN,
lu,-1 1
Up+1=—= =——v
Ty, vl 3 "
S . 1 . 2-1
Donc (v,) est une suite géométrique de raison —— et de premier terme vy = 2713
1 1\"”
Par propriété, on a donc, pour tout n entier naturel, v, = 3 x (_5) .



1
(c) Enremplacant v, par son expression explicite, on obtient, pour tout n, u,, = 17“;’
3
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—etdonc lim u,=1.
n—+oo

k a b u v
4 9 4 9
97
0 6,5 6,964 6,5 ?
1 6,732 6,736 6,732 6,736

Dans la suite, a et b sont deux réels tels que 0 < a < b.
On considere les suites (u;) et (v,;) définies par :

uo = a, vy = b et, pour tout entier naturel n :

Up+ Uy
Up+1= —

2. (a) Onpose P, :«u,>0etv, >0»

et v 1= M
2 n 2
o Initialisation :

Ona0< a< bdonc ugy >0 et vy > 0 ainsi, &, est vraie.
e Hérédité :
Soit n € N tel que 22, est vraie.

2, .2
Uy, + vy,
2

D’apres &, u, >0et v, >0donc u, + v, >0, ainsi u,.; > 0.

Untl = > 0 car une racine carrée est toujours positive.

Ainsi, si &, est vraie, alors %,,,1 est vraie aussi.
¢ Conclusion :

La propriété est vraie au rang 0 et est héréditaire, donc d’apres le principe de récurrence, elle est vraie
pour tout n € N.

VneN, u,>0etv,>0

(b) Soit n un entier naturel.

(b)

2 2 2
Uy + v,  (Un+vp)

#

4
2 2 2
_ 2uy, +2v;, — (U, +2uy vy, + vy,

2 2

Upe1 ~ Up1 =

4
B u? —2unv,+v?
B 4
_ (un_Vn)z
U2

Ainsi, pour tout n €N, viﬂ - uflﬂ 20,

soit pour tout n > 1, vfl - u,21 >0 = (v,+uy)(v,—uy) =0.

Or, d’apres la question précédente, pour tout n € N, u, > 0 et v, > 0 donc u, + v, > 0, ce qui signifie que
pour tout n > 1, v, — u, > 0 et par conséquent, pour tout neN, n > 1, u, < v,. Comme uy =a < vy = b,
on peut affirmer que

VneN, u,<v,
SoitneN
Upel— Uy = tn ; bn _ Uy = % donc d’aprés la question 2.(b), v, — u, =0, donc uy,;+1 — u, > 0 et donc
la suite (u,) est croissante.
SoitneN
Vi+1 B V;21 _ ufl+ 1/2—21/% _ ufl; vfl

Or, 0 < u, < v, donc u% < vi (par croissance de la fonction carré sur ]0; +oo[.) Ainsi, pour tout n € N,

2

2
Un+1 = Un

<0etdonc | vys1 + v, | (Vpe1 — vy) <0donc v,41 — v, <0 et donc la suite (v,,) est décroissante.
0
>



