Limites de fonctions
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1 Limite de fonctions

1.1 Limitesen oo

,—[Définition 1 (limite finie en J_roo).} \

On dit que la fonction f admet une limite finie £ en +oo si tout intervalle ouvert contenant ¢
contient toutes les valeurs de f(x) pour un x assez grand. On note

Jm o =¢

\. J

Autrement dit, |Ve>0, 3IKeR, Vx>K, f(x)ell—¢;¢+el (ou |f(x)—€|<e)‘

Si lirP f(x)=2¢, alors la courbe représentative de f se confond en |'infini avec la droite horizontale y = ¢.
X—+00

On dit alors que la droite y = ¢ est une asymptote horizontale de la courbe de f.

B Exemple 1:
14 A
: . - 12 1
On considére la fonction f définie sur R\{5} par f(x) = 10
2x+3 8
- 6
2x+3 2(x-5)+13 13
Ona: = ( ) =2+ : 4
x-5 xX—=5 xX—=5 2
. 2x+3 —-—\“
On a donc lim =2. , - g . . >
X=+00 X—5 15 |10 |5l y 5 10
Et donc la droite d'équation y =2 est une asymptote X
horizontale & la courbe de la fonction. :6 ]
_8 .



[Propriété 1 (Fonctions puissance).]

Soit neN* et ¢ €]0; +oo[. On a :

,—[Définition 2 (limite infinie en ioo).} \

On dit que la fonction f admet pour limite +oo en +oo si tout intervalle ouvert du type ]A; +oo[
contient toutes les valeurs de f(x) pour un x assez grand. On note

Jim 0= o0

\. J

Autrement dit |[VAeR, 3keR, x> k= f(0)> A

B Exemple 2:
A A
6 6 )
4 4 -
2 2 2
-2 2 4 -2 2
. 2 .
lim x°=+oc0 lim exp(x) = +o0
X——00 5 X—+00
lim x°=+oc0 ( lim exp(x) =0)
X—+00 X——00

[Propriété 2 (Fonctions puissance).}

Soit neN* et @ €]0; +oo[. On a :

lim x% =400
X—+00

A

Il y a des fonctions qui n’admettent pas de limites en +oo : sinx, cosx, xsinx, etc... Tracer les courbes sur
la calculatrice

1.2 Limiteinfinieenunréel a e R

,—[Définition 3 (limites en a).} \

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert du type la— h; al ou la; a+ h|.
La fonction f admet pour limite +oco en a si tout intervalle de la forme ]A; +oo[ contient toutes
les valeurs de f(x) pour tout x « assez proche » de a. On note alors )lcin}lf(x) = +00.

Dans ce cas, la droite x = a est une asymptote verticale a la courbe .



B Exemple 3:

12 1
. 2x . 2x+3 10
li =-o0 et lim =+o00 g
x—5 X—5 x—5 x—5
x<5 x>5 6
Il faut regarder quel sera le signe de la fraction pour A
L . . . . Yo (e . 2
déterminer si la limite sera plus ou moins I'infini. ——
Et donc la droite x =5 est une asymptote verticalea la 15 +~10 -5
courbe de la fonction. —4
_6 .
-8

2 Opérations

2.1 Somme, produit, inverse et quotient

Y

10

Les régles d'opérations sur les limites des fonctions sont les mémes que pour les suites.

1. Limite d'une somme : 2. Limite d'un produit :

f | & | f+g

4 o+ f g | fxg
l 00 00 4 0 (x/l
400 | +00 | +o0 0#0 | oo | oo (*¥*)
—o0o | —o0 | —o0 oo | oo | oo (¥¥)
400 | —oo | F.L 0 00 F.l.

(**) ARégle des signes

2.2 Composée

[Propriété 3 (Composition).]

a, b et ¢ sont des réels, éventuellement infinis.
Si }Cgl}lg(x) =het }(lillljf(X) =¢, alors ]lclir}lfog(x) =c.

B Exemple 4:

Déterminons lim VvV x2+1
x—+

lim x*+1=+oco et lim VX =+oo, donc lim Vx2+1=+0c0
X—+00

X—+00 X—+00

3. Limite d'un quotient :

f g fég
¢ | 0'#£0 7
(20 | 0 | oo (*%)
¢ oo} 0
0 0 F.l.
0o 00 F.l.




3 Théoremes

3.1 Comparaison

,—[Théoréme 1 (De comparaison).]

Soit f et g deux fonctions telles que f(x) < g(x) sur un intervalle la ; +oo[ de R.

1. xl—l»Toof(x) =+o0> xgrzloog(x) = 0000000 2. xgllloog(x) =—00> XE@wf(x) = 600000

Soit f et g deux fonctions telles que f(x) < g(x) sur un intervalle ]—oco ; B[ de R.

1. xgrzloof(x) =+o00> xgrzloog(x) = 0000000 2. xggloog(x) =—0c0> xg@wf(x) = 6000008

Soit f et g deux fonctions telles que f(x) < g(x) sur un intervalle Ja ; Bl de R et xp €la ; BI.

1. }Lrt}of(x) =4o00=> ;}Lngo gx)=....... 2. )}Ln}og(x) =—0co=> }Lrlgof(x) = 6000008

3.2 Gendarmes

,—[Théoréme 2 (Des gendarmes (sandwich)).]

Soit a et ¢ deux réels, et trois fonctions f, g et h telles que pour tout x> a, f(x) < g(x) < h(x).
Si xliI_P fx)= xlirP h(x)=2¢, alors
—+00 —+00

Jim 0=

B Exemple 5:
, . . €COSX . . XCOSX
Déterminer lim —— puis lim ——
x—+o0 X x—-00 x2+1



