Feuille de TD n°4
Généralités sur les fonctions

1 Vocabulaire et notions générales

parité

Donner la parité des fonctions suivantes :

1
o=

1+ x2
. 8(x) = xcos(x)

- h() = ——
SInx

1

2

3

4. i(x)=x>—-4x

5. j(x)=x>—4x+1
6. k(x)=2x*+3x+1

7. (x)= X2 +cos(x)—4|x|+1

8. m(x) =sin(x) x cos(x)

Donner un exemple de fonction qui n'est ni paire,

ni impaire. Justifier la réponse en prouvant que la fonction
proposée n'est bien ni I'un ni I'autre.

Périodicité :
1. Montrer que la fonction f: x — sin(x)cos(x) est
m—périodique
i1
2. Montrer que la fonction g: x — c0s(5x+ Z) est
2 ..
?—perlodlque

3. Donner une période de h: t — V2sin (wt+¢). Justi-
fier.

Variations :

- 1
1. Montrer que la fonction f définie par f(x) = — est
X
décroissante sur ]0; +oo| et sur |—oo; 0]

2. Montrer que la fonction g définie par g(x) = v/x est
croissante sur [0; +ool.

@ Composition :
Soient f: R—R , g: R,—R et
x—1-x° x— Vx
h: R* —R
1

X — —

X
Donner les ensembles de définition et les expressions des
images des fonctions suivantes :

fog gof  foh  hof

@ Soient R--R et R--R deux fonctions. Mon-
trer que si f est T—périodique, alors go f est aussi
T—périodique.

Soit f une fonction croissante sur R. Montrer que :e

1. Si g est croissante sur un intervalle I, alors fog est
croissante sur I.

2. Si g est décroissante sur un intervalle I, alors fog
est décroissante sur 1.

2 Limites de fonctions

Calculer les limites suivantes.

1. lim 5-2x 4. lim (x*+1)(3—4x)
X— 400 X—+00

3
2. lim 2xX3+x+1 5. lim —X+ -
X——00 X——00 2x
. 2 . 3
3. lim (x*+1)(3—4x) 6. lim —-x+—
x——00 x—+00 2x2

@ Calculer les limites suivantes en soignant les ré-
dactions de levée des formes indéterminées lorsqu'il y en
a.

1. lim x¥®+x-1 5. lim x>-3x%>+2
X—+00 X—+00
; 2 _ x—1
2. Jim 2 +x-1 6. lim ~—
. x—+oo x + 1
x—
3. lim . -3x-1
= 2 .
Tt X ;l [ x1—1>r—noo 6—Xx
4. lim —— 8. lim x—vx
x—-o0o x+1 X—+00

3 Fonctions de référence

Equations :

Résoudre les équations suivantes :

1. Vx2-12=2x-6

2. V4—-x=x-2
3. Vx2+1=3x+1
4. 5x-2|=3

5. 13x—4|=15-2x|

On considére la fonction définie sur R par f(x) =
|x—4|+|x+6]

1. Ecrire |x—4| et |x+6| sans valeur absolue suivant les
valeurs de x.

2. Ecrire f(x) sans valeur absolue. On pourra utiliser
un tableau

3. Représenter graphiquement la fonction f dans un
repére.

Tracé des représentations graphiques des fonc-
tions f: x—[2x—1|+|x+3| et g: x— [2x—1|+2|x+3]



4 Deérivation

Calculer les dérivées des fonctions suivantes aprés
avoir déterminé leurs ensembles de définition et de dériva-
bilité.

3

1. filx) = (x*+5)

2. Lo =

(x2+5)3
1
S
3-x)?
4. f4(x)—(m)

5. fs(x)=3x*—5x* +2x-4
6. fo(x)=x>+vx+2

2
7. f7(x)=2x2—3+;

x—4
8- =575,
1
9. folx) = ;(3+\/})

10. fio(0) = Bx-D*
11. fu(x)=(Bx*-5x+1)°
12. flz(x)z V2X+6

1
13. f13(X)=\/;—1
14, fis(x) =V x+V1+x2

5 Continuité et TVI

On considére la fonction f définie sur R par
f)=x*+4x+1.

Montrer que I'équation f(x) = 0 admet exactement
deux solutions sur R et donner un encadrement d'ampli-
tude 1072 de ces deux solutions.

Soit f la fonction définie sur R par
f=-x*+2x>+3x+1.

1. Calculer f'(x).

2. (a) Etudier les variations de f'.

(b) Justifier que I'équation f'(x) = 0 admet une
unique solution a sur R.

(c) En déduire le tableau de signes de f’

3. Etudier les variations de f sur R.

Avec une fonction auxiliaire

1. On considére la fonction g définie sur R par :
gx) = x®-3x-3
(a) Etudier les variations de g et dresser son ta-
bleau de variation.

(b) Calculer g(3)
(c) Démontrer que I'équation g(x) =0 admet une
unique solution a sur R.

(d) Déterminer, a l'aide de la calculatrice, un en-
cadrement d'amplitude 1072 de a.

(e) Etablir le tableau de signes de g.

2. f est la focntion définie sur R\{-1;1} par f(x) =

2x3+3
x2-1
(a) D2montrer que pour tout R\{—1;1} : f'(x) =
2xg(x)
(x2-1)*
(b) Dresser le tableau de varations de f
32a+3)
(c) Montrer que f(a)= o1



Feuille de TD n°4
Réponses ou Solutions

1 Vocabulaire et notions générales

On calcule f(-x) et on avise.
paire

impaire

paire

impaire

ni 'un ni I'autre

ni I'un ni l'autre

No a s b=

paire
8. impaire

Une somme de fonctions paires est paire, une somme d'impaires est impaire, un produit d'impair/pair est impair, produit
de paires est paire, produit de deux impaires est impaire.

21
Calculer f(x+T), ou T est la période. La fonction h est — —périodique. w s'appelle la pulsation en physique et
w

s'exprime en rad/s.

Pour a < b dans les intervalles désignés.

1 1 b-a . stude de si
L ———=— n
—— 1 =7 puis étude de signe
2 \/E—\/_—Lh puis étude de signe
' va+vhb

e fog(x)=1-x définie sur [0; +oo[ (attention)
e gof(x)=V1-x?% définie sur [-1;1]
e foh(x)=1- % définie sur R*.

1

. hof(x): -

définie sur R\{-1; 1}.

@ gof(x+T)=gof(x) par périodicité de f.

Soient a < b deux réels dans |'intervalle I.
1. g(a) < g(b) car g est croissante sur I donc f(g(a)) < f(g(b)) comme f est croissante sur R.

2. comme le précédent, premiére inégalité inversée.

2 Limites de fonctions

1. —c0 3. 400 5. 400
2. —o0 4. —0c0 6. —o0
1. +o00
2. F.l. du type +oo—co.
2 2 1 1 . 2 . 1 1
Onax“+x-1=x(1+———] avec lim x*=+occet lim 1+———=1
x x? x——00 x—-oc0  x x2

donc par produit de limites, on obtient lim x*>+x—1 = +oo.
X——00




3. F.I. du type x
)

4 4
x—4 x(1-= X 1 1-=
Ona —= (0-%) avec lim — = lim —=0et lim =
¥+1 2 (1 " L) x—+00 x2  x—+00 X x—too ] 4 L
x2 X
.. . .. . x—4
Ainsi, par produit de limites, lim =0.

x—toox2+1

4. F.l. du type +o0o—oo.

On léve I'indétermination par factorisation. lim x® —3x? +2 = +oco
X—+00

. .oox-1
5. Méme rédaction et méthode que le 2) lim —— =1
x—+oo x +1
A . . ; . —3x-1
6. Méme rédaction et méthode que le 2) lim =3
x—-00 6-Xx

7. F.I. du type +oo—oo0.
1
x—vVx=x[1-—| donc lim x—+/x=+o0.
Vx X—+00

3 Fonctions de référence
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4 Dérivation

1. filx)= 6x(x2 + 5)2




—6x

2. px)=

(x2+5)*
—-X
3. f3(x) = ————
5 (x2+3)Vx2+3
. 126-w)
SR P

5. fi(x)=12x* - 10x+2 sur R

*

1
6. fa(x)=2x+ NG déf sur R, dérivable sur R}
2
7. f1(x) =4x- = déf et dér sur R*.

8. fa(x)= _ déf et dér sur

—00; = | U |=; +00
(3-2x)2 2 2
1 1 3+y/x —-Vx-6
9. fi(x)=~— - = déf et dé 0; +00l.
Jfo(x) xxz\/} 2 1 éf et dér sur 10; +oo[

10. fip(x) =20 x3 x 3x—1)'9. def et dér sur R
11. f,(x)=56x-5) (3x% —5x+1)"

2 1
12. fl,(x) = = déf sur [-3; +ool, dér sur |-3; +o0o[
Tz 2V2x+6 2x+6
_1
13. fly(x) = —22— deéf sur 10; 1], et dérivabl 0; 11.
f13(x) 2\/: éf sur | ], et dérivable sur | [
X
1+ 2
14, fl, (0= 2VI+E _ daf et dérivable sur R (il y a un peu de boulot pour prouver que x+ Vv 1+ x2 >0 sur R).

2V x+V1+x2

5 Continuité et TVI

f=403+1), f <= x<-1
X —00 -1 +0o9
f(x) - 0 o+

+00 +00

ae€]-1,5;-1,49[ et f]-0,26; —0,25].
1. flx)=—4x3+6x*+3
2. (a) On calcule f"(x) = —12x* +12x = —12x(x—1) d’ou le signe positif de f” sur [0; 1] et donc la croissance de f’ sur
[0;1].
(b) f/(M=5cet f'(2)=-5 + TVI monotonie, il existe un unique a sur R tel que f'(a) =0.

3. f croissante sur ]—oo; a].

1. g'(x) =3(x2 —-1) et ¢€]2,103; 2,014[, g(x) =0 sur [a; +ool.

X —00 -1 0 1 (41
2x - 0 +
gx) - 0 +
(x*-1)° + 0 - 0 +
f(x) + + 0 - - 0 +
2.




