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MPSI — Mathématiques

Corrigé du T. D. B9
Applications linéaires

@ Démontrer que les applications suivantes sont linéaires puis déterminer leurs noyaux
et images.
f: R3 — R? g: R? —R?
(x,y,2) — Bx —y,z+ 2y + 2) (x,y) — (z —y,3z + 3y, z + 2y)

e Linéarité de f.

Soit u = (z,y, 2) est v = (2,9, 2') deux éléments de R3, \ un scalaire. Alors :

f(Aquv) @y, 2) + (2,9, 2))
f(Ox+2" Ay+y, Az +2"))

= (3()\x +2') = Ay +y), Az + )+ 20y + ') + (A\z + 2'))
=A\Bx—y)+32 -y Mae+2y+2)+2"+2y +2)
=ABr—y,x+2y+2z)+ Bz =y, 2+ 2y + 2
= Af(u) + f(v)

D’apres la caractérisation, f est une application linéaire.

e Noyau de f.
Soit u = (z,y, z) un élément de R*. Alors :

u € ker f — f(u) = Oge <~ (Br—y,z+2y+2z)=1(0,0)

On obtient un systeme linéaire que 1’on résout par ’algorithme du pivot de Gauss :

u€kerf <= {x+2y+z:0 — { y+ 220

On en déduit :

1 3
k = _— —_—
erf {< 7% 7“)

e Image de f.

z € R} = Vect <(—;, —:;, 1>> = Vect ((1,3,-7))

Par définition :
imf:{f(u) \ uER?’}

On écrit donc :

imf={Br—y,z+2+2)| (v,y,2) € R*} = Vect ((3,1),(~1,2),(0,1))
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On remarque que (1,0) = 3((3,1) — (0,1)), donc le vecteur (1,0) appartient & I'image
de f. Or le vecteur (0, 1) appartient aussi a cette image.

Ainsi im f contient la base canonique de R% Or im f est un sous-espace vectoriel de
R2, donc il contient tout I'espace engendré par la base canonique, a savoir R2.

On en déduit :  im f = R?

» Remarque. On a obtenu ker f = Vect ((1,3,-7)) et im f = R? avec f : R® — R?
linéaire.
Effectivement, ker f est un sous-espace vectoriel de R? et im f est un sous-espace vec-
toriel de R2.

e Linéarité de g.

Soit u = (x,y) est v = (2/,%') deux éléments de R?, \ un scalaire. Alors :

g(Au+v) = g(\z,y) + (2,9))
=g((\z + 2", Ay +v))
=((Mr+2)—M+v), 3z +2") + 30y +v), Ax + ")+ 2(\y + ¢/'))
=Mz —y)+ 2" =y, A8z + 3y) + 32" + 3y, AMa + 2y) + 2" + 2y)
= XNz —y, 3z + 3y, +2y) + (' — ¢/, 32" + 3¢/, 2" + 2¢/)
Ag(u) + g(v)

D’apres la caractérisation, g est une application linéaire.

* Noyau de g.

Soit u = (z,y) un élément de R?. Alors :
u € ker g = g(u) = Ogs — (r—y,3z+3y,z+2y) =(0,0,0)

On résout le systeme obtenu :

r— y=0 r— y=0
u€kerg < dx+3y=0 <= 6y =0 <= x=y=0
x4+ 2y =20 3y =20

On en déduit :
kerg = {(0,0)} = {0ge}

e Image de g.

On écrit :

img = {g(u) | uwe R2}
= {(x—y,3x+3y,x+2y) | (z,y) € Rz}
= Vect ((1,3,1),(—1,3,2))

La suite est optionnelle : on peut écrire (1,3,1)+(—1,3,2) = (0,6,3) = 3(0,2,1), donc
im g = Vect ((1,3,1),(0,2,1)), puis finalement, comme (1,3,1) — (0,2,1) = (1,1,0) :

im g = Vect ((1,1,0), (0,2, 1))

Ceci permet de montrer que im g est le plan de R? d’équation  — y + 2z = 0.
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+ Remarque. On a obtenu ker g = {02} et im g = Vect ((1,3,1),(—1,3,2)) avec g : R* —
R3? linéaire.
Conformément & la propriété ker g est un sous-espace vectoriel de R? et im ¢ est un
sous-espace vectoriel de R3.

(2) Mémes questions avec [ Ko[X] — K et g: Kyl X] — Ky[X]
P — P(2) P+~— P

e Linéarité.

La spécialisation est linéaire car :
V(P,Q) e K[X] VAeK (P+Q)(2)=P2)+Q(2) et (AP)(2)=A\P(2)
La dérivation est également linéaire :
V(P,Q)eK[X] YAeK (P+Q) =P +Q et (AP)=\P

La spécialisation est a valeurs dans K, donc f est bien définie et linéaire.

La dérivation d’un polynome de degré au plus 2 donne un polynéme de degré au plus
1, donc a fortiori un polyndéme de degré au plus 2, et donc g est bien définie et linéaire.

e Noyau de f.
Par définition le noyau de f est 'ensemble des polynomes P de Ky[X] tels que f(P) =
Ok, i.e., P(2) =0 :
ker f = {P € Ky[X] | P(2) =0}

Cette description de ker f est satisfaisante, mais on peut aller plus loin : P(2) = 0
signifie que 2 est racine de P, donc que P est multiple de (X — 2) : Il existe un
polynéme @ tel que P = (X — 2)Q. Or P est de degré au plus 2, donc @ est de degré
au plus 1. On en déduit :

ker f = {(aX +8)(X ~2) | (a.b) € K?}
= {aX(X ~2) + (X ~2) | (a,}) €K?}
= Vect (X(X —2),X —2)

Ceci confirme en particulier que ker f est un sous-espace vectoriel de Ky[X].
o Image de f.
Par définition :  im f ={f(P) | P e Ky[X]|} ={P(2) | P € Ko[X]}
Or tout scalaire est image de 2 par un polynéme de degré au plus 2.
En effet, si a est un scalaire quelconque, alors P = X — 2 + « appartient a K[ X], et
P(2) = .
Ceci montre que : im f =K
Il s’agit bien d’un espace vectoriel de K.

De toutes fagons, K ne contient que deux sous-espace vectoriel : {0k} et K, et ici 'image
de f ne peut étre réduite au scalaire nul.
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¢ Noyau de g.
Un polynéme P de Ky[X] appartient au noyau de g si et seulement si g(P) = Og,[x],
donc si et seulement si P’ = 0, ce qui a lieu si et seulement si P est constant.
On en déduit :  ker g = Ko[X].
Il s’agit bien d’un sous-espace vectoriel de Ky[X].
e Image de g.
Par définition : img = {g(P) | P € Ky[X|} ={P' | P € Ky[X]}
Démontrons que : img = K;[X]
Méthode 1. Si P est un polynome de degré au plus 2 alors P’ est un polynoéme de degré
au plus 1, donc im g C K;[X].
Si P est un polynome de degré au plus 1 alors il est le dérivé d’un certain polynome

de degré au plus 2. Par exemple si P = aX + b alors en posant () = §X 24+ bX on a
Q' = P, ce qui montre que P = ¢g(Q) et donc P € im g.

Ceci montre que K;[X]| C im g, puis par double inclusion : img = K;[X].
Méthode 2. On sait que Ko[X]| = {aX? +bX + ¢ | (a,b,¢) € R*}. On en déduit :

img = {(aX2+bX—|—c)'

(a,b,c) € R?’} = {QCLX +b] (a,b) € RQ} = Vect (2X,1)

Ceci donne :  im g = Vect (X, 1) = K;[X]
Finalement, on a démontré que im g = K, [X].

Il s’agit bien d’'un sous-espace vectoriel de Ka[X].

@ Parmi les applications linéaires proposées dans les deux exercices précédents, les-
quelles sont injectives ? Surjectives ?

On rappelle que si f : E — F est une application linéaire alors :
f injective <= ker f ={0g}
f surjective <= imf=F
Dans l'exercice 1 on a obtenu :
ker f = Vect ((1,3,-7)) # R® et im f = R?

Donc f n’est pas injective mais est surjective.

Ensuite :
ker g = {Og2} et im g = Vect ((1,3,1),(—1,3,2)) # R?

Donc g est injective mais n’est pas surjective. Le fait que im g est différent de R3 n’est
pas prouvé rigoureusement ici. Nous verrons que R?® ne peut pas étre engendré par moins
de 3 vecteurs puisqu’il est de dimension 3.

Dans l'exercice 2 on a obtenu :

ker f = {P € Ko[X] | P(2) =0} # {0k} et imf=K
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Donc f n’est pas injective mais f est surjective. Le fait que ker f n’est pas réduit au
polynéme nul peut étre justifié car par exemple le polynome (X — 2) est dans le noyau
de f alors qu’il n’est pas nul.

Ensuite :
ker g = Ko[X] # Ko[X] et im g = Ky [X] # Kp[X]

Donc g n’est ni injective ni surjective.

@ Soit p ’endomorphisme de £ = R3 défini par :
\V/(ZL',y7Z>€E p(xvyvz):(x+y_z7x+y_z7x+y_z)

Démontrer que p est un projecteur et déterminer ses éléments caractéristiques.

On justifie d’abord que p est linéaire.

Les trois composantes de p sont les fonctions (x,y, z) — x + y — z, elles sont de la forme
(x,y,2) — ax + by + zc avec a, b, ¢ scalaires, donc elles sont linéaires.

Comme les trois composantes de p sont linéaires alors p est linéaire.

Pour démontrer que p est un projecteur on vérifie que p o p = p.

Soit (x,y, z) un vecteur de E. Alors :

pop(x,y,z)=ple+y—z,o+y—z,x+y—2)
=((z+y—2)+(@+y—2)—(r+y—=2),
(+y—2)+(@+y—2)—(@+y—2),
(r+y—z)+(z+y—2)—(x+y—2))
=r+y—zxt+y—z,x+y—2z)
=p(z,y,2)

Ainsi p o p = p, donc p est un projecteur.

On sait que p est alors le projecteur sur F' parallelement a G, ou F' = imp et G = ker p.
On calcule donc :

G=imp= {(x—l—y—z,x—i—y—z,x—l—y—z) | (z,9,2) ER3}
= Vect ((1,1,1),(1,1,1),(—-1,-1,-1))
= Vect ((1,1,1))

Ensuite un vecteur (z,y, z) de E appartient au noyau de p si et seulement si p(x,y, z) =
(0,0,0), ce qui équivaut a z = x + y, donc :

kerp = {(x,y,x +vy) | (z,y) € RQ} = Vect ((1,0,1),(0,1,1))

Nous avons donc démontré que p est le projecteur de E sur F' = Vect ((1,1,1)) paralléle-
ment a G = Vect ((1,0,1), (0,1, 1)).
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n
(5)Soit a = (a4, ..., a,) un vecteur de R™ vérifiant : Y ap=1

a. Démontrer que 'application

pi(T1,. .., Tp) — (Zakxk>a
k=1

est un endomorphisme de £ = R".

b. Démontrer que p est un projecteur sur une droite vectorielle parallelement a un
hyperplan.

a. L’application p est définie sur £ = R™. Si x = (x1,...,x,) est un vecteur de E alors
S h_i apz est un scalaire, donc (Y-}_; axry)a est défini et appartient a E car c’est un
multiple de a. Ainsi p est définie sur E et a valeurs dans FE.

Soit * = (x1,...,zp)et y = (y1,...,Y,) deux vecteurs de F = R"™ et A un scalaire.
Alors Az +y = (Ax1 + 41, .., ATy, + Yn), Puis

p(A\z +y) (Zak (Azg + yk)>

k=1

Par linéarité de la somme puis distributivité de la multiplication par un scalaire :

p(Az + ) ()\Zaka:k + Zakyk>a = (Zn:akxk>a + <Zn:akyk>a = Ap(z) + p(y)

k=1 k=1
Ceci étant valable pour tous vecteurs z et y de R™ et tout scalaire A\, I'application p
est linéaire.

Finalement p est une application linéaire de E dans E donc c¢’est un endomorphisme
de F.

b. Tout d’abord, comme }_}_, a2 = 1 alors p(a) = (3}7_, ai)a = a.

Ensuite, pour tout vecteur x = (x1,...,x,) de E, par linéarité de p :

penter o (See ) = (et () i

On a démontré que p o p(x) = p(z) pour tout = € E, donc pop = p et p est un
projecteur.
Démontrons que p est le projecteur sur D = Vect (a) parallelement & H, I'hyperplan
d’équation a1z + - - - + a,x, = 0.
Notons ¢ : R" — R
n
= (r1,...,T,) —> Zakxk.
k=1
Ainsi pour tout x € E :  p(x) = ¢(z)a.
Alors ¢ est une forme linéaire de E. Comme ¢(a) = 1 alors ¢ est non-nul. Son noyau
H = ker ¢ est donc un hyperplan de E.
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Comme a est non-nul (car ¢(a) # Ok) alors pour tout = € E :
x € kerp = o(x)a=0g = o(x) = 0g

On en déduit que H est aussi le noyau de p : kerp =kerp = H.

De plus I'image de pest : imp={p(z) | x € E} ={p(x)a | = € E}

Ceci montre que imp C Vect (a).

Réciproquement, si x est un élément de Vect (a) alors il existe A € R tel que z = Aa,
donc p(x) = Ap(a) = Aa = x, puis x € im p.

On a démontré que imp = Vect (a). 1l s’agit bien d’une droite vectorielle car a n’est
pas nul.

Finalement p est le projecteur de E sur D = Vect (a) parallelement a H = ker ¢.

(6) Soit s 'endomorphisme de E = R? défini par
V(.’L',y) S S('r?y) = (:c,—2x—y)

Démontrer que s est une symétrie et déterminer ses éléments caractéristiques.

Pour démontrer que s est une symétrie on vérifie que so s = Idg.

Soit (z,y) un vecteur de E. Alors :
sos(r,y) = sz, =20 —y) = (v,-2z - (=2z —y)) = (,y)

Ainsi s o s = Idg, donc s est une symétrie.

On sait qu’alors s est la symétrie par rapport a F' parallelement a G, ou
F={ueFE| s(u)=u} et G={ueFE| s(u)=—u}
Soit u = (z,y) un vecteur de E. Alors :
s(u)=u <= (v,2z-y)=(r,y) <= 22r—-—y=y <<= y=-—x
On en déduit :
F={(z,;y)e E| y=—a}={(z,—2) | € R} = Vect ((1,-1))

Ensuite :
s(u)=—-u <= (r,—2z—y)=(—z,—y) <= x=0

Donc :
G={(0,y) € E| yeR}=Vect ((0,1))

Autre méthode. Pour déterminer F' et G on utilise le projecteur associé p = %(s + 1dg).

En effet si p = %(s + Idg) alors p est le projecteur sur F' parallelement a G. On obtient :

V(z,y) € B pla,y) = 5((z, 22 —y) + (2,)) = (v, —2)
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On obtient ensuite
F =imp = Vect ((1,—1)) et G = kerp = Vect ((0,1))

Finalement on a démontré que s est la symétrie de E par rapport a F' = Vect ((1,—1))
parallelement & G' = Vect ((0,1)).

Soit. E/ I'espace vectoriel des suites arithmétiques a valeurs dans K.
Démontrer que I'application
f: E — K2
(tn)nen — (uo, u1 — uo)
est un isomorphisme.

Le fait que E est un espace vectoriel a été démontré dans la feuille de TD précédente.

e Démontrons que f est linéaire.

Méthode 1. Soit u = (up)nen €t v = (Uy)nen deux éléments de E, donc deux suites
arithmétiques, et A un scalaire. Alors :

fOu+v) = ((Au+v)o, A+ v); — (Au+v)) = (Aug + v, Aug + v1 — Aug — vp)
= )\(UO,’U,l — Uo) + (UQ,Ul — ’Uo) = /\f(U) + f(U)

D’apres la caractérisation de applications linéaires f est une application linéaire de F
dans K2.

Méthode 2. La spécialisation des suites est une forme linéaire, donc les applications
u — Uy et u — uy sont des formes linéaires.

Par combinaison linéaire I'application u — u; — ug est une forme linéaire.

Les composantes de f sont des formes linéaires, donc f est une application linéaire de
E dans K2

e f est injective.
On démontre que ker f = {0g}.
Soit u € E tel que f(u) = Oge. Alors ug = 0 et u3 — ug = 0. Or u est une suite
arithmétique, donc sa raison est r = u; — ug. Ainsi u est une suite arithmétique de
premier terme ug = 0 et de raison r = 0, donc u est la suite nulle.
Il est évident que la suite nulle est dans le noyau de f, donc ker f = {Og}, et f est
injective.

» f est surjective.
Soit (a,b) € R2. Soit (u,) la suite arithmétique de premier terme ug = a et de raison
r =b. Alors f((u,)) = (a,b). Ceci montre que tout élément de K* admet un antécédent,
donc f est surjective.

Finalement f est linéaire, injective et surjective, donc c¢’est un isomorphisme.

Nous verrons plus tard qu'un isomorphisme conserve la dimension. Comme K? est de
dimension 2 nous retrouvons le fait que E est de dimension 2.
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Démontrer que les applications suivantes sont linéaires. Calculer leurs noyaux et
leurs images. Déterminer ensuite les dimensions de ces noyaux et images.

fii R —R fo : Ma(R) — R
(#,y) — (z —y, 2 +y, .+ 2y) a b
f: R R ca) ot
@y) = &m0 2e-) fr+ KofX] — Ky[X]
fs: R —R P—s XP' —3P
(x,y,2) — 3z +y — bz
f4IR—>R4 fgiKg[X]—)K2
r — (42,0, —z,2/2) P — (P(1), P(2))
f52 R> — R4 fgIRNHRN

(x1,...,25) —> (0,0, 24,0) U —> (Upt1) — (up)

e Les composantes de f; sont les applications (z,y) — = — vy, (x,y) — z+y et (z,y) —
x + 2y. Elles sont de la forme (x,y) +— az + by donc ce sont des formes linéaires.

En conséquence f; est linéaire.

Son noyau est I'ensemble de vecteurs u = (x,y) € R? tels que fi(u) = Ogs, ce qui
s’écrit :

r— y=0
r+ y=0
x4+ 2y =20

L’unique solution de ce systeme est (z,y) = (0,0), ce qui donne : ker f; = {Og2}
Ce noyau est de dimension nulle.

On peut ajouter que f; est injective, car son noyau est réduit au vecteur nul.

L’image de f; est 'ensemble des fi(u) avec u appartenant a R? :

im f = { f(z.9) | (z.3) € R}
Ceci s’écrit :
im f = {(f —y,r+y,x+2y) | (z,y) € RQ} = Veet ({1, 1,1),(=1,1,2))

On pose u; = (1,1,1) et ug = (—1,1,2). La famille (u,us) est donc génératrice de
im f;. Comme les vecteurs u; et us ne sont pas colinéaires alors la famille (uq,us) est
libre. Elle est donc une base de im f;.

Cette base contient deux vecteurs, donc im f; est de dimension 2.
On peut démontrer qu’il s’agit du plan vectoriel d’équation z — 3y + 2z = 0.

Les composantes de fy sont de la forme (z,y) — az + by, elles sont linéaires donc fo
est linéaire.

Le noyau de f> est I’ensemble des vecteurs (z,y) vérifiant :

r—y=20
20 —y =0
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Le vecteur nul de R? est 'unique solution de ce systéme, donc :  ker fo = {Og2}

Ce noyau est de dimension nulle.

L'image de f, est :
imfo = { fo(u) | ue R?} = {(z =y, 20 —y) | (v,y) € R*} = Vect ((1,2),(~1,-1))
On peut simplifier cet ensemble, car (1,2) + (—1,—1) = (0,1) :
im f, = Vect ((0,1), (=1, —1)) = Vect ((0, 1), (1,0))

On en déduit : im f, = R?
Cette image est de dimension 2.

Comme ker fo = {Og2} et im fo = R? alors f, est injective et surjective, donc f, est un
isomorphisme.

» L’application f3 est de la forme (x,y, z) — az + by + cz : c’est une forme linéaire donc
elle est linéaire.

Son noyau est 1'ensemble des vecteurs (z,y, z) de R? tels que 3z +y — 5z = 0, ce qui
s'écrit y = —3x 4 5z et donc :

ker fy = { (v, —3z + 52,2) | (v,2) € R?} = Vect ((~3,1,0),(0,1,5))

Soit u; = (—3,1,0) et us = (0,1,5). La famille (uy,us2) est génératrice de ker f3. Elle
est libre car u; et us ne sont pas colinéaires. C’est donc une base de ker f3.

Comme cette base contient deux vecteurs alors ker f5 est de dimension 2.

Pour I'image de f3 on pourrait directement dire que im f3 est un sous-espace vectoriel
de R, lequel ne contient que deux sous-espaces vectoriels : {Og} et R. Or f3 est non-nul
donc im f3 = R.

Mais sinon il suffit d’écrire :

im fs = { f(z,9,2) | (z,9,2) eR*} = {3z +y—52] (x,y,2) € R?}
= Vect (3,1, —5) = Vect (1)
=R

Cette image est de dimension 1, engendrée par le vecteur 1 de R qui est non-nul.

On peut en déduire que f3 est surjective.

» Les composantes de f; sont de la forme x — ax ot a est un réel, elles sont donc linéaires
et ainsi f; est linéaire.

On obtient ker fy = {Og}, de dimension nulle, et im f; = Vect ((4,0,—1,1/2)), de
dimension 1.

On peut en déduire que f; est injective.

» L’application f5 posseéde trois composantes nulles (donc linéaires) et la composante
(x1,...,25) — Tz qui est aussi linéaire, donc elle est linéaire.

Son noyau est :

ker f5 = {($1,07$3,SE4,$5) | ($17$3,$4,3€5) € R4} = Vect (61763764765)
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La famille (ey, e3, €4, e5) est libre car elle est extraite de la base canonique de R®, qui
est libre. Or elle est aussi génératrice de ker f5, donc c’est une base de ker f;.

Elle contient quatre vecteurs, donc ker f5 est de dimension 4.

L’image de f5 est : im f5 = Vect ((0,0,1,0))
Comme le vecteur ez de R?* est non-nul alors la famille (e3) est libre. Elle est génératrice
de im f5, c’en est donc une base, et finalement im f5 est de dimension 1.

e Pour l'application fg : M2(R) — R on utilise la caractérisation de applications li-
néaires.

/ /
Soit M = (CZ 2) et M' = <OCL, 3,) deux éléments de Mo (R) et A un scalaire. Alors :

N Aa+ad N+
JoAM +20) —f6<< e+ ¢ )\d+d’>>

=Ma+d)+M+d)=ANa+d)+ (" +d)
= Mo(M) + fo(M")

On a montré que :
V(M,M') € My(R)*> VAER  fo(AM + M') = Nfo(M) + fo(M')

D’apres la caractérisation des applications linéaires, fg est linéaire.

Les éléments du noyau de fg sont les matrices (i 3) telles que a + d = 0, donc :

wa={ (s 2) saer} v (3 2).2 )2 D)

1 0 01 0 0
On note : M1—<O _1> Mg—(o 0) M3—<1 0)

La famille (M, My, Mj3) est génératrice de ker fg. Démontrons qu’elle est libre.
Soit A1, Ao, A3 trois scalaires tels que \{ M7 + Ao My + A3 M3z = 0. Alors

Ao (00
X3 =N )] \0O
et donc A\ = Ay = A3 = 0. On a démontré que :

V()\l, )\2, )\3) € Rg )\1M1 + >\2M2 + )\3M3 == OE — )\1 = )\2 - )\3 == OR

Ceci montre que la famille (M;, My, Ms) est libre.

La famille (M, My, Mj3) est donc une base de ker fg, et ce noyau est de dimension 3.
On obtient ensuite :
im fs = {a+d]| (a,d) € R’} =R

Cette image est de dimension 1.

On peut ajouter que fg est surjective.
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e On explicite f; :
Y(a,b,c,d) €K' fr(aX® +bX*+ X +d) = —bX? — 2c¢X — 3d
On en déduit que  ker f; = Vect (X?) et im fr = Ky[X].

Le noyau de f;7 est de dimension 1, son image est de dimension 3.

* Le noyau de fg est 'ensemble des polynomes de degré au plus 3 dont 1 et 2 sont racines,
donc :

ker fs = (X — 1)(X — 2)K,[X] = Vect (X (X — 1)(X — 2), (X — 1)(X — 2))

La famille (X (X — 1)(X —2),(X —1)(X — 2)) est libre car ses polynémes sont de
degrés échelonnés, donc c’est une base de ker fg, et ainsi ce noyau est de dimension 2.

On démontre ensuite que im fg = K2, i.e., fs est surjective. Ceci est conséquence de
I'interpolation de Lagrange. On peut aussi expliciter un antécédent de tout élément
(o, B) de K2, par exemple :

P=p8(X-1)—a(X -2)

On constate bien que f3(P) = (a, ).
* Le noyau de fy est ’ensemble des suites constantes, il est de dimension 1, engendré par
la suite constante égale a 1.

L’image de fy est RY, donc fy est surjective.
n—1
En effet si (u,)nen est une suite, alors on peut poser, pour tout n € N: v, = > wy
k=0

On obtient fo(v) = u. Ceci montre que fy est surjective.

Soit f : R?® — R3 lindaire telle que
f(17 07 0) - (1a _1’ O)
f(0> L O) = (1’ L, 0)
f(0,0,1) = (1,1,1)
a. Justifier que f est uniquement déterminée et donner f(z,y, z) pour tout (z,y,2) €
R3.
b. Calculer ker f et im f.

c. Démontrer que f est un isomorphisme et déterminer 1.

a. On note (ey, eq,e3) la base canonique de R?. D’aprés Iénoncé, si f existe alors elle
vérifie :
f(el) = (17_170) f(62) = (17150) f(63> = (17171)
Soit u = (z,y, z) un vecteur de R3. Alors u = xe; + yey + zes, donc par linéarité :

f(u) = f(zer +yes + ze3) = xf(e1) +yf(ea) + 2f(e3)

Ceci donne :

[y, z) =2(1, =1,0) +y(1,1,0) + 2(1L, 1L, 1) = (z +y + 2, =z + y + 2,2)
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Cette application est bien définie. Elle est linéaire car ses composantes sont de la forme
(z,y,2) = ax + by + cz avec (a,b, c) € R3.

Nous venons de démontrer que cette application est la seule application linéaire véri-
fiant les trois conditions, donc elle est uniquement déterminée. De plus son expression
générale est :

b. Un vecteur u = (x,vy, z) de R? appartient au noyau de f si et seulement si f(u) = 0,
ce qui équivaut au systeme :

r+y+2=0
—r+y+z=0
z=10

Son unique solution est (x,y, z) = (0,0,0) donc ker f = {Ogs}.

Pour I'image on écrit :
imf={fu)| ueR}={(z+y+z-2+y+22)]| (z,9,2) R}

Ceci donne :
im f = Vect ((1,—1,0),(1,1,0), (1,1,1))

Démontrons que im f est égal & R3 tout entier. Pour ceci on note ui, us, usz les trois
vecteurs définis ci-dessus. On remarque que :

1
€1 = §(U1+U2) €y = 5(1,62—71/1) €3 = U3z — U2

Ceci montre que ey, ey, e3 appartiennent au sous-espace vectoriel engendré par uy, us,
us, donc a im f.
L’image de f est un sous-espace vectoriel de R? contenant la base canonique, il contient
donc R? tout entier. Par double inclusion : im f = R3.

c. Comme ker f = {Ogs} et im f = R?® alors par propriété f est injective et surjective.
Elle est donc bijective.
Comme f est linéaire bijective alors f est un isomorphisme.
Calculons sa réciproque.
Soit v = (z,y, z) un vecteur de R3. On veut calculer u = f~!(v). Ceci équivaut & f(u) =
v. En notant u = (a, b, ¢), on est amené a résoudre le systeme suivant, d’inconnues a,

b, c:

a+b+c==x
—a+b+c=y
c=z

Ses solutions sont :

(a,b,c) = (;(x —y), ;(3: +y) — z,z)

On en déduit que :

1
V(z,y,2) € R3 fHa,y, z) = i(x —y,x+y—22,22)
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Pour tout y € C*(R) on note :

ply) =y" — 4y + 20y
a. Justifier que ¢ est une application linéaire de C*(R) dans C°(R).
b. Déterminer le noyau de ¢ et sa dimension.

a. Siy est de classe C? alors elle est deux fois dérivable de dérivée seconde continue. Ainsi
y' et y” sont définies et continues. Par combinaison linéaire 3" — 4y’ + 20y est définie
et continue.

Ceci montre que ¢ est bien définie sur C*(R) & valeurs dans C°(R).

L’application de dérivation D : y + ¢ est linéaire. Par composition I'application
Do Dy y” est linéaire.

Or ¢o=DoD—4D+20Id donc ¢ est combinaison linéaire d’applications linéaires,
et par propriété ¢ est linéaire.
b. Le noyau de ¢ est 'ensemble des fonctions y de classe C? telles que :
y' — 4y +20y =0
Il s’agit donc des solutions de cette équation différentielle.
L’équation caractéristique associée est :

A —4N+20=0

Ses solutions sont 2+ 44 et 2 — 4¢. Par théoreme les solutions de I’équation différentielle
sont les fonctions y définies par :

VteR y(t) = e*(acos(4t) + Bsin(4t))
ou « et [ sont deux réels. Ceci s’écrit
Vt € R y(t) = ae® cos(4t) + Be* sin(4t) (a, B) € R?
De facon équivalente, y = ay; + Bys ol y; et yo sont les fonctions définies par :
VteR  y(t) = e* cos(4t) et Yo (t) = e sin(4t)

Ainsi les solutions de ’équation différentielle sont les combinaisons linéaires de y; et o
et donc :
ker ¢ = Vect (y1, y2)

La famille (y1,y2) est génératrice de ker p. Démontrons qu’elle est libre.
Soit Ay et Ay deux réels tels que Ajy; + Aayo = Oc2(ry. Ceci signifie :
VteR  Ae* cos(4t) + Mpe* sin(4t) = O
L’exponentielle étant strictement positive :
Vt e R Ap cos(4t) + Ay sin(4t) = Og
Ceci est vrai en particulier pour ¢ = 0 et pour ¢t = £, et donc Ay = Ay = Og.
On peut donc en conclure que la famille (y;,y2) est libre.

Cette famille est libre et génératrice de ker o, donc c’est une base de ker ¢.

Elle contient deux éléments donc ker ¢ est de dimension 2.
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Soit F, F', GG trois espaces vectoriels et
f:E—F g F—G
deux applications linéaires.
a. Démontrer que I'application g o f est nulle si et seulement si im f C ker g.
b. Démontrer que :
ker f Ckergof et imgofCimg

c¢. En déduire que si g o f est un isomorphisme alors f est injective et g est surjective.

a. Supposons que g o f est nulle.
Soit v € im f. Alors il existe u € E tel que v = f(u).

Alors g(v) = g o f(u), et comme g o f est 'application nulle alors g(v) = 0g. Ceci
montre que v € ker g.

On a démontré que im f C kerg.

Réciproquement, supposons que im f C ker g.
Soit uw € E. Alors f(u) € im f. Donc f(u) € ker g. Ceci signifie que g(f(u)) = Og.
Pour tout u € F on a go f(u) = Og, donc g o f est 'application nulle de E dans G.

Par double implication on a démontré que g o f est 'application nulle si et seulement
siim f C ker g.

b. Soit u € ker f. Alors f(u) = 0p. Comme g est linéaire alors g(0p) = Og, donc g(f(u)) =
O¢, ce qui montre que u € kergo f.

On a démontré que ker f C kergo f.

Soit maintenant w € im(g o f). Alors il existe u € E tel que w = g(f(u)). On pose
v = f(u). Alors w = g(v). Ceci montre que w € im g.

On a démontré que im(go f) C img.

c. Si go f est un isomorphisme alors g o f est injective et surjective.
Comme g o f est injective alors ker(g o f) = {Og}. Comme g o f est surjective alors
im(go f) =G.
De plus ker f est un sous-espace vectoriel de F et im g est un sous-espace vectoriel de
G, donc d’apres la question précédente :

{0g} Cker f Cker(go f) ={0g} G=im(go f) Cimg C G

Par doubles inclusions on obtient ker f = {0}, ce qui montre que f est injective, et
im g = G, ce qui montre que g est surjective.
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@ Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E. On note f? = f o f. Démontrer
que :

ker f = ker f2 <= im fNkerf={0g}

imf=imf? <= imf+kerf=F

« Supposons que : ker f = ker f?
Comme f est une application linéaire de F dans E alors im f et ker f sont des sous-
espaces vectoriels de F.
En conséquence ils contiennent son vecteur nul, et ainsi : {0z} Cim f Nker f
Réciproquement, considérons un vecteur v de im f N ker f.
Comme u € im f alors il existe v € F tel que u = f(v).
Comme u € ker f alors f(u) = Op.
Ceci donne f(f(v)) = 0g, donc v € ker f2. Mais comme ker f? = ker f alors v € ker f.
Ainsi f(v) = 0g, et donc u = Op.
On a démontré que : im f Nker f C {0z}
Par double inclusion :  im f Nker f = {0g}
e Supposons que : im f Nker f = {0}
Soit u € ker f.
Alors f(u) = 0g, puis f(f(u)) = f(0g) = Og car f est linéaire, donc u € ker f2.
Ceci démontre que :  ker f C ker f?
Réciproquement, considérons un vecteur u de ker f2.

Alors f(f(u)) = O, ce qui montre que f(u) € ker f. Mais de plus f(u) € im f par
définition de I'image. Ainsi f(u) € im f Nker f, ce qui donne f(u) = O par hypothese.
En conséquence u € ker f, et nous avons donc démontré que :  ker f2 C ker f
Par double inclusion :  ker f? = ker f
Par double implication on a démontré que : ker f = ker f2 <= im fNker f = {0g}
« Supposons que : im f = im f?
Comme im f et ker f sont des sous-espaces vectoriels de E alors : im f +ker f C F
Réciproquement, considérons un vecteur u de E.
Alors f(u) € im f, et comme im f = im f? alors f(u) € im f2.
Ceci signifie qu'il existe v € E tel que f(u) = f(f(v)). Par soustraction f(u)—f(f(v)) =
Op puis par linéarité f(u — f(v)) = Op.
On en déduit que u — f(v) € ker f. Ainsi u = f(v) + (u — f(v)), comme f(v) € im fet
u— f(v) € ker f alors u € im f + ker f.
On a démontré que : FE Cim f + ker f
Par double inclusion : E =im f + ker f
e Supposons que : E =im f + ker f
Soit v un vecteur de im f2. Alors il existe u € F tel que v = f(f(u)), i.e., v est 'image
par f de f(u), et donc v € im f.

On a démontré que :  im f2 Cim f
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Réciproquement, considérons un vecteur v de im f. Alors il existe u € F tel que v =
f(u).

Comme u € F et E = im f + ker f alors il existe u; € im f et us € ker f tels que
U = U + Uo.

Comme wu; € im f alors il existe w € E tel que u; = f(w). Comme uy € ker f alors
f(ug) = 0. Par linéarité :

v=fu) = flun+uz) = fu) + fluz) = f(f(w)) + 0p = f*(w)

Ainsi v € im f2. On a démontré que : im f C im f?

Par double inclusion : im f = im f?

Par double implication on a démontré que : im f =im f? <= imf+kerf=FE

Soit E un K-espace vectoriel et f un endomorphisme de E. Pour tout scalaire A on
note :

Ex={ueE]| f(u) =Mu}
a. Démontrer que F) est un sous-espace vectoriel de FE.
b. Démontrer que si A # p alors Ey et E, sont en somme directe.

a. Soit u € E. On remarque que :
u € B = flu) = I <<= (f —Aid)(u) = 0g

Ceci montre que F) = ker(f — Aid).
L’application f — Aid est linéaire car elle est combinaison linéaire de deux applications
linéaires. Comme FE) est son noyau alors il est sous-espace vectoriel de E.
b. Un vecteur u appartient a E\ N E,, si et seulement si f(u) = Au = pau.
Ceci donne (A — p)u = O0g, puis A — p = Og ou u = Op.
Comme \ # p alors u = Og.

On en déduit que £y N E, = {0g}, donc E) et E, sont en somme directe.

Soit E un K-espace vectoriel et f un endomorphisme de F vérifiant :
fof=3f—2ldg
a. Démontrer que f est un isomorphisme et exprimer son inverse en fonction de f.
On utilise la définition de E) donnée dans I'exercice précédent.
b. Démontrer que :
1m(f — IdE) Q E2 et 1m(f — 2IdE) Q E1
c. Soit u un vecteur de E. Démontrer que u est combinaison linéaire de f(u) — u et
f(u) —2u.
d. Démontrer que : F1 ® Ey=F
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a. Deux méthodes sont proposées.
Méthode 1. On calcule le noyau et I'image de f.
Soit u € ker f. Alors f(u) =0g. Or fo f=3f—2ldg, donc f(f(u)) = 3f(u) — 2u.
On sait que f(u) = 0g, et comme f est linéaire alors f(0g) = Og, donc O = 0 — 2u
d’ou u = 0p.

Ceci montre que ker f C {0g}, l'inclusion réciproque est évidente car ker f est un sev
de F, donc on en déduit :  ker f = {0g}

Ceci montre que f est injective.

Pour le calcul de I'image, on sait que :

Vue B f(f(u)) =3f(u) - 2u

Ceci donne 2u = 3f(u) — f(f(u)), puis comme [ est linéaire 2u = f(3u) — f(f(u)) =
fBu— f(w)). On en déduit :

VueE  u=31fGu—f(u)=f(3u—1f(w)
Si on pose v = 2u — 1 f(u) alors u = f(v). On a démontré que pour u € E il existe
v € E tel que u = f(v), ce qui signifie u € im f.

On en déduit que F C im f. L’inclusion réciproque est évidente car im f est un sous-
espace vectoriel de E, et donc : im f = F.

Ceci signifie que f est surjective.
Comme f est injective et surjective alors f est un isomorphisme.
On a vu que 'antécédent de u par f est v = fu — ff( ), donc :

Vue E F7Hw) = 3u—1f(u)

c . X -1_3 1
On peut aussi écrire : [~ = 5Idg — 5 f

Méthode 2. On rappelle que si f : E — F est une application, et s’il existe g : F' — E
telle que fog=1dp et go f =Idg, alors f est bijective et g est sa réciproque.

Comme fof=3f—2ldg alors 2ldg=3f— fof puis %f—%fof:IdE.
On peut donc écrire :
Idp = (31dp — Lf) o f = fo (31dp — Lf)
Ceci montre que f est un isomorphisme, de réciproque f~1 = %IdE — % f.
b. Démontrons que im(f — Idg) C Fs.
Soit u € im(f — Idg). Alors il existe v € E tel que u = (f — Idg)(v) = f(v) —v.

On calcule alors :

flu) = f(f(v) =v) = fo flv) = fv)
Comme fo f=3f—2ldg alors f(u) = 2(f(v) — v) = 2u, ce qui montre que u € Es.
On en déduit Uinclusion : im(f —Idg) C E,

On démontre de la méme fagon I'autre inclusion :  im(f — 2Idg) C E;
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c. On remarque que :
u=(f(u) —u) = (f(u) - 2u)
Ceci montre bien que u est combinaison linéaire de (f(u) —u) et (f(u) — 2u).
d. D’apres l'exercice précédent, comme 1 et 2 sont distincts alors :  FEy N Ey = {0g}.
On démontre que £ C E; + Es.
Soit u € E. Alors d’apres la question précédente u = (f(u) —u) — (f(u) — 2u).
Or (f(u) —u) = (f —Idg)(u) donc (f(u) —u) € im(f — Idg), et d’apres la question ¢ :
(f(u) —u) € Es.
On démontre de méme que (f(u) — 2u) € Ej.
On en déduit que v € Ey + E».

Ceci démontre que F C F; + F,. L’inclusion réciproque est évidente car E; et Fy sont
des sous-espaces vectoriels de F, donc on obtient : FE = E| + Ej

Comme E) N Ey = {0g} alors :
E=FL &L
Remarque. Ceci signifie que pour tout u € F il existe u; et uy appartenant a E tels
que u = uy + ug et f(u) = uy + 2us.
On peut ajouter que uy = 2u — f(u) et ug = f(u) — .

(9] Soit f Pendomorphisme de E = R? défini par :
flr,y,z2) = e +y+z,0+2y+2z,x+y+22)

On utilise encore la définition de E de 'exercice 7.

a. Donner une base de F; et de E,.
b. Démontrer que E; et F, sont supplémentaires dans F.
c. En déduire que : fo f=5f — 4ldgs

a. Par définition F; est le sous-espace vectoriel de E contenant les vecteurs u tels que
f(u) = u, et E4 est celui contenant les vecteurs u tels que f(u) = 4u.

En posant u = (z,y, z) ces équations sont équivalentes aux systéemes :

r+y+z2z=0 2+ y+ z=0
S srx+y+2=0 et Sy r—2y+ z=0
r+y+2=0 T+ y—22=0

On obtient :
E, = {(x,y,z) e R3 ’ T+y+z= 0} = Vect ((1,0,—1), (0,1, —1))
Ey = {(m,y,z) cR3 ’ x:y:z} = Vect ((1,1,1))

On note u; = (1,0, —1), ug = (0,1, —1) et ug = (1,1, 1).

La famille (uq,uy) est génératrice de Ej, libre car ses vecteurs ne sont pas colinéaires,
donc elle est une base de E;.
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La famille (u3) est génératrice de Ey, libre car son vecteur n’est pas nul, donc elle est
une base de Fjy.

b. D’apres l'exercice précédent, comme 1 # 4 alors F; et E; sont en somme directe.
Comme F; = Vect (uy,us) et Ey = Vect (u3) alors Ey + Ey = Vect (uq, ug, us).
On remarque que uz — u; — ug = 3esz donc ez € E1 + Ey.

Ensuite e; = u; + e3 et e = ug + €3, donc e; € 1 + E, et ey € B + Ey.

Ainsi F1 + E4 contient les vecteurs de la base canonique de F, donc il contient F tout
entier, et & = F4 + Ej.
Finalement, comme E; N Ey = {0g} et F1 + E, = F alors £ = FE, @ Ej.

c. Soit u un vecteur de E. D’apres la question précédente il existe un et un seul couple
de vecteurs (v,w) € Ey X Fy tel que u = v + w.

Comme v € Fy et w € Fy alors f(v) =v et f(w) = 4w.
Comme f est linéaire alors :

Fw) = fo+w) = F0) + fw) = v+ dw

Ensuite :
fofu)=f(v)+4f(w) =v+16w
De plus :

(5f —4id)(u) =5f(u) — 4u = 5(v + 4w) — 4(v + w) = v + 16w
On constate que f o f(u) =5f(u) — 4u pour tout u € E, donc fo f=5f — 4id.

Soit E un K-espace vectoriel, et f un endomorphisme de E. On suppose que pour
tout w la famille (u, f(u)) est liée.

a. Démontrer que pour tout u € F non-nul il existe un unique A, € K tel que f(u) =
Al
b. Soit u et v deux vecteurs linéairement indépendants. Démontrer que A\, = \,.

c. Démontrer que f est une homothétie.

a. Soit u € E non-nul. Par hypothése u et f(u) sont liés donc il existe deux scalaires «
et 5 non tous les deux nuls tels que au+ Sf(u) = 0g. Si f = Ok alors au = 0g, ce qui
donne @ = Ok car u est supposé non-nul. Or « et 8 ne peuvent étre tous deux nuls.
Cette contradiction montre que 5 n’est pas nul, donc f(u) = Au avec A = —%

B.
Si A et u sont deux scalaires tels que f(u) = Au et f(u) = pu alors (A — p)u = Og, ce
qui donne A = p car u n’est pas le vecteur nul.

On a donc démontré que pour tout vecteur u non-nul il existe un et un seul scalaire A
tel que f(u) = Au.

b. Comme u et v sont linéairement indépendants alors ils ne sont pas nuls, et u + v n’est
pas nul. Il existe donc trois scalaires A\, A, et A\, tels que f(u) = Au, f(v) = A
et f(u+v) = Ayto(u+v). Comme [ est linéaire alors f(u +v) = f(u) + f(v), ce qui
donne (Ay1y — Ay)u+ (Ayty — Ay)v = 0p. Comme u et v sont linéairement indépendants
alors Ay_y, = Ay = Ay.
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c. Soit u un vecteur non-nul de E, et soit a = A,,.
Démontrons que pour tout v € E:  f(v) = av

Soit v € E. Si v n’est pas colinéaire a u alors f(v) = A,v et A\, = A\, d’apres la question
précédente, donc f(v) = aw.

Si v est colinéaire a u alors il existe A € K tel que v = Au. On en déduit f(v) = A\f(u) =
Aou = .

Pour tout v € E on a f(v) = Av, donc f est 'homothétie de rapport a.

Pour tout (z,y, z) € R3 on pose :

f(xayvz) - (—$+22,—x+y+z,z)
g(xvyu Z) = %(SL’ - Z>2y; —T + Z)
h(ﬂ?’y, Z) = %(—I‘ +4Z,2§U — 3y +4Z,2.§L’ + Z)

Démontrer que ces endomorphismes sont des projecteurs ou des symétries, et déterminer
leurs éléments caractéristiques.

« On calcule fo f. Soit (z,y,2) € R3. Alors :
fOf(I,y,Z) :f(—a:—l—Qz,—x—i—y—i—z,z)
=(—(—x+4+22)+2z,—(—z+22)+ (—x+y+2)+ 2,2)
= (2,y,%2)
Ainsi f o f = Idgs et donc f est une symétrie.

Plus précisément f est la symétrie de R? par rapport a F parallélement a G ot :
F:{uGR?”f(u):u} et G:{UGR?"f(u):—u}
Soit u = (z,y, ). Alors :

fluy=uv <= (—2+2z,—x+y+22)=(2,y,2) <= =2

et flu)=—-u <= (—x+2z,—x+y+22)=—(1,9,2) < {;:Qy

Ceci montre que :
F={(2y,2) | (y,2) € R} = Vect ((1,0,1), (0,1,0))
G ={(2y,9,0) | y € R} = Vect ((2,1,0))
En conclusion f est la symétrie de R? par rapport a F' = Vect ((1,0,1),(0,1,0)) paral-
lelement a G = Vect ((2,1,0)).
 On calcule g o g. Soit (x,y,z) € R3. Alors :

Lg(x — 2,2y, —x + 2)

(r—2)— (—x+2),2(2y), —(x — 2) + (—x + 2))
(

gog(z,y,z) =

N~ = N

r—2z2y —x+z2)=g(z,y,2)
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Ainsi g o g = g et donc ¢ est un projecteur.
Plus précisément g est le projecteur de R? sur F' = im g parallélement & G = ker g.

On calcule donc :
img = {%(az—z,2y,—x+z) ‘ (x,y,2) €R3}
= Vect ((% 0, —%), (0,1,0), (—%, 0, %)) = Vect (1,0, —1), (0,1,0))
ker g = {(x,y,z) eR? ‘ s — 22y, 2 —x) :OR3}
:{(x,y,z)€R3 ‘ r=2z et yzO}
={(z,0,2) | x € R} = Vect ((1,0,1))
En conclusion g est le projecteur de R? sur F = Vect ((1,0,—1), (0, 1,0)) parallelement

a G = Vect ((1,0,1)).
+ On calcule ho h. Soit (z,y,z) € R3. Alors :

(—x+42) +422 + 2),2(—z + 42) — 3(2z — 3y + 42) + 42z + 2),
2(—x +42) + (2 + 2))

hoh(z,y,z) = sh(—x + 42,20 — 3y + 42,22 + 2)
5(—

= (x’ y? Z)

Ainsi h o h = Idrs et donc h est une symétrie.

Plus précisément h est la symétrie de R? par rapport & F parallelement & G ot :
F:{UGR?"h(u):u} et G:{ueR3‘h(u):_u}
Soit u = (z,vy, z). Alors :

h(u)=u <= (—zx+4z,2x —3y+4z,2x+2)=3(z,y,2) <= z=y==z2
h(u) = —u <= (—x+42,20 —3y+4z,2x+ z2) = =3(x,y,2) <= x=-2z

Ceci montre que :
F={(z,z,x) | 2 € R} = Vect ((1,1,1))
G= {(—22, v, 2) | (y,2) € RQ} = Vect ((—2,1,0),(0,1,0))

En conclusion A est la symétrie de R? par rapport a F' = Vect ((1,1,1)) parallelement
a G = Vect ((—2,1,0),(0,1,0)).
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Donner I'expression de

a. la symétrie de R? par rapport a Vect ((1,0)) parallelement & Vect ((1,1)).
b. la symétrie de R? par rapport a Vect ((3, —1)) parallélement a Vect ((—7, 3)).

a. On note F = R? puis F' = Vect ((1,0)) et G = Vect ((1,1)).
On démontre que F' et G sont supplémentaires, ce qui est sous-entendu par 1’énoncé,
sinon la symétrie par rapport a F' parallelement & G ne serait pas définie.

Soit u = (x,y) un vecteur de E. Alors u est somme d’un vecteur de F' et d'un vecteur
de G si et seulement si il existe un couple de réels («, ) tels que u = «(1,0) + 4(1, 1),
ce qui donne :

a+ pf==x
B=y
Ce systéme admet pour unique solution le couple («, 5) = (x — y,y).

Ainsi tout vecteur de E s’écrit de fagon unique comme somme d’un vecteur de F' et
d’un vecteur de G. Donc ' = F®G, c’est exactement la définition des supplémentaires.

Siu=v+wavecv € F et we G alors s(u) =v — w.

Or le calcul précédent donne, pour tout u = (z,y) € E :
(x,y) = «(1,0) + 5(1,1) avec a=x—y e [=y
En d’autres termes :
(r,y) = (@ —y,0)+(y,y) avec (z-y,0)€F et (y,y)€C

On en déduit :
s(z,y) = (v —y,0) = (y,y) = (x — 2y, —y)

L’expression générale de s est donc :

V(z,y) €R®  s(z,y) = (v — 2y, —y)

On peut vérifier que s(1,0) = (1,0) et s(1,1) = —(1,1).
b. On note F = R?, puis F = Vect ((3,—1)) et G = Vect ((—7, 3)).
Pour tout vecteur v de £ on souhaite :
e Déterminer deux vecteurs v € F' et w € G tels que u = v + w.
e Calculer s(u) =v — w.
Soit u = (x,y) un vecteur de E. Alors u est somme d’un vecteur de F' et d’un vecteur de
G si et seulement si il existe un couple de réels («, ) tels que u = (3, —1) + (-7, 3),
ce qui donne :
3a — 7 ==
{ —a+330=y

Ce systéme admet pour unique solution le couple («, 5) = %(39(: + Ty, z + 3y).
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La décomposition du vecteur u = (x,y) selon la somme directe £ = F & G est donc :

v=a(3,-1) = %(Qx + 21y, =3z — Ty)
us vt avee {w = B(=7,3) = L(~7z — 21y, 3z + 9y)
On en déduit :

s(u)=v—w= %(91: + 21y, =3z — Ty) — %(—795 — 21y, 3z + 9y)

= (8z + 21y, —3z — 8x)

On a donc démontré que :
Y(z,y) € R? s(z,y) = (8 + 21y, —3x — 8x)

On peut d’ailleurs vérifier :

s(3,-1)=(3,—-1) et  s(=7,3)=(7,-3)=—(~7,3)

Soit p un endomorphisme d’un espace vectoriel F, et ¢ = id — p.

a. Démontrer que p est un projecteur si et seulement si ¢ est un projecteur.

b. On suppose que p est un projecteur. Démontrer que im ¢ = ker p et ker ¢ = im p.

a. Si ¢ = id — p alors :
gogq=(id—p)o(id—p)=id—=2p+pop
En effet, la linéarité de p donne :
po(id—p)=poid—pop
On peut donc écrire les équivalences suivantes :
pop=p = id—2p+pop=id—p = goq=gq

Ceci montre bien que p est un projecteur si et seulement si g est un projecteur.
b. On suppose que p est un projecteur.
D’apres la question précédente ¢ = id — p est un projecteur.
On doit démontrer que si p est le projecteur sur F' parallelement a G alors ¢ est le
projecteur sur G parallelement a F'.

Ceci peut se voir sur la figure suivante :

—p(u)

F v F p(u)
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En effet, on constate si u = v+ w avec v € F et w € G alors p(u) = v, puis u — p(u) =
u—v = w, donc g(u) = w. Ceci montre bien que ¢(u) est le projeté de u sur G
parallelement a F'.

Pour démontrer ceci on doit se rappeler que si p est un projecteur sur F' alors F' n’est
pas seulement 'image de p, c’est aussi I’ensemble des points fixes de p :

imp={ucE| plu) = u}

En effet : si w € imp alors il existe v € F tel que u = p(v), et alors p(u) = po p(v) =
p(v) = u.

Réciproquement, si p(u) = w alors u € imp car u admet un antécédent (& savoir
lui-méme) dans E par p, donc u € im p.

On peut maintenant démontrer nos égalités, par équivalences :
Vue E  weimp <= plu)=u <= u—plu)=_0g
<~ q(u) =0g < u€kerq
Vue E  uekerp <= pu)=0 <= u—pu)=u
— qu)=u < wu€imgq

On a bien démontré que imp = ker g est kerp = imgq.

Soit p un projecteur d'un espace vectoriel F.

Démontrer qu'un endomorphisme f de E commute avec p si et seulement si kerp et
im p sont stables par f.

Soit f un endomorphisme de F.

Supposons que f commute avec p : po f = fop.

Si u € kerp alors p(u) = 0, donc f(p(u)) = 0g car f est linéaire, puis p(f(u)) = Op car
f et p commutent, et donc f(u) € ker p. Ceci démontre que ker p est stable par f.

Soit v € im p. Alors p(v) = v car p est un projecteur, donc f(p(v)) = f(v), puis p(f(v)) =
f(v) car f et p commutent, et donc f(v) € imp. Ceci démontre que im p est stable par f.
Supposons que ker p et im p sont stables par f.

Comme p est un projecteur alors F = ker pim p, donc pour tout u € F il existe u; € ker p
et ug € imp tels que u = uy + ug. Alors p(u;) = 0 et p(ug) = us.

Comme ker p et im p sont stables par f alors f(uy) € kerpet f(uz) € imp, donc p(f(uy)) =
0p et p(f(uz2)) = f(u2).

Comme f est linéaire alors f op(u) = f(p(ur)) + f(p(uz)) = f(us).

De plus po f(u) = p(f(u)) + p(f (uz)) = ().

Ainsi f op(u) = po f(u), ceci pour tout u € E, donc f et p commutent.
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SoitE:R?’etH:kerfofl:

On note aussi D = Vect (ug) avec ug = (1, —1,2).

a.
b.

f: E—R
(x,y,2) — 3x+y — 2z

Démontrer que £ = H & D.

Soit u = (x,y, z) un vecteur de E. Pour quelle valeur du scalaire A le vecteur u — Auy
appartient-il a H ?

Déduire de la question précédente I'expression du projecteur de E sur H parallele-
ment a D, et de celui sur D parallelement a H.

Déterminer 'expression de la symétrie de E par rapport a H parallelement a D.

a.

Comme f(x,y, z) est de la forme (z,y,z) — ax + by + cz avec a, b, ¢ scalaires, f est
une forme linéaire de F.

Comme f(e;) = 3 alors f est non-nulle.
Par définition son noyau est un hyperplan, donc H est un hyperplan de E.

Comme f(ug) = —2 alors ug n’appartient par a H, donc par propriété D = Vect (ug)
est un supplémentaire de H dans F.

Par linéarité de f :
flu—Aug) = f(u) = Af(ug) =3z +y — 22+ 2\

Ainsi f(u — Aug) est nul si et seulement si A = —3(3z +y — 22).

. Soit p le projecteur de E sur H parallelement a D et ¢ le projecteur de £ sur D

parallelement a F'.

Soit u = (z,y,z) € E. Si A prend la valeur obtenue dans la question précédente alors
u— Aug € H. De plus \ug € D. Ainsi :

U =u— \ug + Mg avec u—Aug € H et Auge D

On en déduit :
p(u) = u — Aug et q(u) = Aug

Pour u = (z,y, z) On obtient :

(b +vy — 2z, -3z +y + 2z,6x + 2y — 22)
(=32 —y+22,3v+y— 2z, —6x — 2y + 4z)

~—
|
NI N

On remarque que p + ¢ = id, ce qui est cohérent avec les notations de 1'exercice
précédent.

. Soit s la symétrie de E par rapport a H parallelement a D.

Par propriété, comme p est le projecteur de E sur H parallelement a D alors s = 2p—id.

Connaissant 1’expression de p on déduit, pour tout (z,y,2) € E :

s(x,y,2) = (dr +y — 2z, =3z + 22,62 + 2y — 32)
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Dans E = R* on note :
F={(z,y,z,t) eE| z+y+z+t=0}
G = Vect ((1,1,1,1))

a. Démontrer que F' et G sont supplémentaires dans F.

b. Donner I'expression de la symétrie de E par rapport a F' parallelement a G.

a. Soit up = (1,1,1,1). Alors G = Vect (ug).
Soit ¢ : E — R la forme linéaire définie par ¢(x,y, z,t) = x +y + z +t. Alors F est le

noyau de ¢. Comme p(ug) = 4 # 0 alors ¢ n’est pas nulle, donc F est un hyperplan
de F.

Comme @(ug) # 0 alors G n’est pas inclus dans H, donc par théoréeme F' et G sont
supplémentaires dans F.

b. Soit u = (x,y, z,t) un vecteur de E. On pose :

cH+y+z+t
w:fuo et V=U—W

On calcule par linéarité de ¢ que p(v) = p(u) — #cp(uo) =0,doncv € F.

De plus w € G, donc u =v+w avec v € F et w € G.

Soit s la symétrie de E par rapport a F parallelement a GG. Alors par définition :
s(u) =v—w
On en déduit s(u) = u — Ty, ce qui donne

s(xy,z,t) =z —y—z—t,—x+y—z—t,—v—y+z—t,—x—y—z+t)

Dans E = R* on note :
F=A{(x,y,z,t) eE | z4+y=2+1t=0}
G = Vect ((1,1,1,1),(1,1,—-1,-1))
Démontrer que £ = F @ G et donner I'expression du projecteur de E sur F' parallement

a .

e F est un sous-espace vectoriel de E.

Les applications

01 EF —R et Vg : EF —R
(,y,2,t) — x+y (z,y,2,t) —> 2+t

sont des formes linéaires de FE.

On remarque que F' = ker¢; N ker ¢s. Le noyau d’une forme linéaire de E est un
sous-espace vectoriel de E et l'intersection de plusieurs sous-espaces vectoriels est un
sous-espace vectoriel, donc F' est un sous-espace vectoriel de FE.
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* ( est un sous-espace vectoriel de E. C’est immédiat car G est le sous-espace vectoriel
de E engendré par deux vecteurs de F.

On note u; = (1,1,1,1) et ug = (1,1,—1,—1) ces deux vecteurs.
e 'NG = {OE}
Soit u € FNG. Alors u € G donc il existe (o, 8) € R? tel que u = auy + Sus.

Alors u = (o + B,a+ B,a — f,a — ). Comme u € F alors 2(a + ) = 2(a — ) =0,
ce qui donne o = 3 =0, et ainsi u = Og.
On a démontré que F NG C {0g}.
L’inclusion réciproque est immédiate donc F' NG = {0g}.
e F+G=E.
Soit u = (x,y, z,t) un élément de E.
On remarque que F = {(z,—z,z,—2) | (z,2) € R?}, donc F = Vect (v, v;) avec v; =
(1,—1,0,0) et vy = (0,0, 1, —1).
Démontrons qu’il existe (a, b, c,d) € R* tel que u = avy + by + cuy + dus.
Cette derniere égalité équivaut au systeme :
a +c+d=zx
—a +c+d=y

b+c—d==z
—b4+c—-d=t

Grace a l’algorithme du pivot de Gauss on montre qu’il admet une unique solution :

r—y 22—t x+y+z+1 x+y—z—t)

(a7 b? C’ d) = < 2 ) 2 Y 4 ) 4 (1)

Ceci montre que pour ces valeurs de a, b, ¢, d on a u = (avy + bvy) + (cuy + dus).
Comme avy + bvy € F et cuy + duy € G alors u € F' + G.
On a donc démontré que F'+ G C E.
L’inclusion réciproque étant immédiate, on obtient £ = F + G.
e Comme FNG ={0g} et F+G=Falors E=F&QG.
On peut donc définir p, le projecteur de E sur F' parallelement a G.
 Calculons p(u) pour tout u = (z,y,2,t) € E.

Nous avons démontré ci-dessus que pour u = (z,y,2,t) € F on a u = (avy + bvg) +
(cuy + dusg) avec les valeurs de a, b, ¢, d données en (1).

Comme av; + bvy € F et cuy + dus € G alors par définition de p on a p(u) = avy + bus.

Ceci donne p(u) = 5%(1,-1,0,0) + %%(0,0, 1, —1) soit finalement :

rT—y y—x z—1 t—z)

Vg st € B ployst) = (5L IS

On peut vérifier que p(uy) = uq, p(uz) = ug, p(v1) =0 et p(vy) = 0.
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Soit p et ¢ deux projecteurs d'un espace vectoriel E tels que pog = qop.

a. Démontrer que p o q est un projecteur et que :

im(pog) =impNimgq

ker(p o q) = kerp + kergq
b. Démontrer que si im p = im ¢ alors p = q.
c¢. Démontrer que si po ¢ = 0 alors p + ¢ est un projecteur.
d. Réciproquement, démontrer que si p, g et p 4+ ¢ sont des projecteurs de E alors :

pog=qop=0

e. Démontrer que dans la situation des deux questions précédentes :

im(p+¢q) = imp®imgq

ker(p 4+ q) = ker p Nkerg.

a. On compose p o ¢ avec lui-méme :

(pog)o(poq) =po(gop)ogq par associativité de la composition
=po(pog)ogq carpog=gqop
=(pop)o(qoq) par associativité de la composition
=pogq car p et ¢ sont des projecteurs.

Ceci démontre que p o ¢ est un projecteur.

Pour démontrer les deux égalités d’ensembles demandées, on démontre quatre inclu-
sions.

e im(pog) CimpNimgq :
Soit u € im(p o q). Alors il existe v € E tel que u = p(q(v)). Ceci montre déja que
u € 1mp.
Comme poq = gop alors u = q(p(v)). Ceci montre que u € img.
Comme u € imp et u € imq alors u € imp Nimgq.
On a donc démontré que :  im(poq) CimpNimgq
e impNimg Cim(pogq) :
Soit v € imp Nimgq.
Comme u € im q alors ¢(u) = u.
En effet, comme ¢ est un projecteur alors imqg = {u € E | q(u) = u}.

Donc p(q(u)) = p(u), mais comme u € im p alors p(u) = u. Finalement p o g(u) = u,
et donc u € im(p o q).

On a donc démontré que :  impNimg C im(po q)
e ker(pogq) Ckerp+kergq:
Soit u € ker(p o q).
Alors (po q)(u) = 0g, ce qui montre que : ¢(u) € ker p.

Mais d’autre part comme

q(u—q(u)) = g(u) = gogq(u) =0
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alors u — q(u) € kerq. Ainsi :
u=q(u)+ (u—q(u)) avec q(u) €kerp et wu—q(u) € kerq

Ceci montre que u € ker p 4 kerq.
On a donc démontré que :  ker(poq) C kerp + kerg

e kerp+kerq C ker(pogq) :
Soit u € ker p + ker q.
Alors il existe u; € kerp et uy € ker ¢ tels que u = uy + us.
Par linéarité de p et ¢ : poq(u) =poq(ur) + po qus)
Orpog=gqopdonc: pogq(u)=qgop(u)+poqu)
Comme u; € kerp et uy € ker g alors p(u;) = 0g et q(ug) = Op.
On en déduit : pog(u) =q(0g) + p(0g) = 0g
Ceci montre que u € ker(p o q).
On a donc démontré que :  kerp + ker ¢ C ker(p o q)

Finalement par doubles inclusions on a bien obtenu :
im(pog) =impNimg ker(p o q) = kerp + ker ¢
b. Supposons que im p = im ¢, et montrons que p = q, i.e.,: Yu € FE p(u) = q(u)
Par propriété : imp={ue€ E | plu)=u} et img={uecFE| qlu) =u}
Soit u € E. Alors p(u) € imp, donc p(u) € im ¢, donc q(p(u)) = p(u).
De méme, g(u) € im g donc ¢(u) € imp et ainsi p(g(u)) = q(u).
Or poq = qop donc p(u) = q(u).
Ceci étant valable pour tout u € E, on a bien p = q.
c. Par linéarité de p et q :
(Ptqolp+q)=pop+pogt+qop+qogq
Comme p et ¢ sont des projecteurs et po g = ¢ o p alors :
(P+a)olp+q) =p+2poqg)+q
Sipoq=0 alors:
(P+a)o(p+a) =p+q

Ceci montre que p + ¢ est un projecteur.
d. Pour tous endomorphismes p et ¢ de E on a par linéarité :

(p+q)o(p+q) =pop+tpog+gop+qogq
Si p, q, p+ q sont des projecteurs alors cette derniere égalité donne :
Pptq=pt+tpog+tqop+gq
Elle implique po g = —qop.
En composant par p a gauche puis par p a droite on obtient :
pog=—pogop et poqop=—qop
On en déduit poq=gop, et comme poqg= —qopalorspoqg=qgop=0.
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e. On démontre trois égalités d’ensembles.

impNimqg = {0g} :

D’apres la question a :  impNimg = im(p o q)

D’apres la questiond : poqg=0

Ainsi impNimg =im0 = {0g}.

im(p+¢) Cimp+imgq :

Soit v € im(p + ¢). Alors il existe u € E tel que v = (p + q)(u) = p(u) + q(u).

Or p(u) € imp et g(v) € imgq, donc v € imp + im q.

On a démontré que im(p + ¢) C imp + imgq.

imp +imgq C im(p + q) :

Soit v € imp + im q. Alors il existe u; € E et us € F tel que u = p(uq) + q(ug). Par
linéarité de p, comme pop = p et pog = 0 alors p(u) = pop(uy) +poqus) = p(uy).
De méme q(u) = qo p(u1) + q o q(uz) = q(us).

On en déduit p(u) = p(uy) et g(u) = q(ug), donc u = p(u) + qg(u) = (p + q)(u) et
donc v € im(p + q).

On a démontré que imp +imq C im(p + q).

ker(p 4+ q) C kerp Nkergq :

Soit u € ker(p + ¢). Alors (p + ¢q)(u) = 0g, donc p(u) + g(u) = 0.

Par linéarité de p on obtient p o p(u) + po g(u) = 0. Comme pop=pet poqg=0
alors p(u) = 0, donc u € ker p.

De méme on obtient u € ker ¢, donc u € ker p N ker q.

On a démontré que ker(p + q) C kerp Nkerg.

ker p Nkerq C ker(p + q) :

Soit u € ker p Nkerq. Alors p(u) = g(u) = 0, donc (p+ q)(u) = p(u) + q(u) =0, et
ainsi u € ker(p + ¢q).

On a démontré que ker p Nker g C ker(p + q).

Par doubles inclusions on obtient :

impNimqg = {0g} imp 4 im ¢ = im(p + q) ker(p 4+ ¢q) = ker p Nker ¢

Les deux premiéres montrent que im p @ im g = im(p + ¢), donc les égalités demandées
sont démontrées.
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