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Chapitre B11
Matrices et applications linéaires

On note dans tout ce chapitre K = R ou C.

I. Rappels et compléments sur les matrices

Dans cette partie m, n, p désignent des entiers naturels non-nuls.

A. Définitions

Définition. L’ensembleMnp(K) des matrices de taille (n, p) à coefficients dans K est un
espace vectoriel.
Il admet pour base la famille (Eij| 1 6 i 6 n, 1 6 j 6 p), où Eij est la matrice de taille
(n, p) dont tous les coefficients sont nuls sauf le coefficient d’indices i, j qui est égal à 1.
Il est donc de dimension np.
Définition. La multiplication matricielle est l’application :

Mmn(K)×Mnp(K) −→ Mmp(K)
(A,B) 7−→ AB

Elle est bilinéaire, i.e., linéaire par rapport à chaque variable. Elle est aussi associative.
Proposition. Sous réserve d’existence, pour tous entiers i, j, k, ` :

EijEk` =

Définition. La transposition est l’application :

Mnp(K) −→ Mpn(K)

A =

 a11 · · · · · · a1p... ...
an1 · · · · · · anp

 7−→ tA = AT =


a11 · · · an1... ...... ...
a1p · · · anp


La matrice transposée tA est la matrice

(
a′ji

)
16j6p
16i6n

avec a′ji = aij pour tout (i, j) ∈
{1, . . . , n} × {1, . . . , p}.
Propositions. L’application de transposition est linéaire.
Si A et B sont deux matrices multipliables alors t(AB) = tB tA.
Si une matrice carrée A est inversible alors sa transposée est inversible et ( tA)−1 =
t(A−1). On peut donc noter tA−1 cette matrice.
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Chapitre B11. Matrices et applications linéaires I. Rappels et compléments

Remarque. L’ensembleMn(K) des matrices carrées de taille (n, n) est un espace vectoriel
et un anneau.
L’ensemble des matrices inversibles de cet anneau est noté GLn(K) et appelé n-ème groupe
linéaire de K. C’est un groupe pour la loi multiplicative.
Définitions. On note :
• Dn(K) l’ensemble des matrices diagonales, i.e., telles que :

∀(i, j) ∈ {1, . . . , n}2 i 6= j =⇒ aij = 0

De plus D = diag(λ1, . . . , λn) désigne la matrice diagonale de coefficients diagonaux
λ1, . . . , λn.

• Tn(K) l’ensemble des matrices triangulaires supérieures, i.e., telles que :

∀(i, j) ∈ {1, . . . , n}2 i > j =⇒ aij = 0

• T ′n(K) l’ensemble des matrices triangulaires inférieures, i.e., telles que :

∀(i, j) ∈ {1, . . . , n}2 i < j =⇒ aij = 0

• Sn(K) l’ensemble des matrices symétriques, i.e., telles que tA = A, ou :

∀(i, j) ∈ {1, . . . , n}2 aij = aji

• An(K) l’ensemble des matrices antisymétriques, i.e., telles que tA = −A, ou :

∀(i, j) ∈ {1, . . . , n}2 aij = −aji

Propositions. Ces ensembles sont tous des sous-espaces vectoriels deMn(K).
Les trois premiers sont stables par multiplication interne. De plus :

Tn(K) ∩ T ′n(K) = Dn(K) Tn(K) + T ′n(K) =Mn(K)

Sn(K)⊕An(K) =Mn(K)

Leurs dimensions sont :

dimDn(K) = dim Tn(K) = dim T ′n(K) =

dimSn(K) = dimAn(K) =

B Exercice 1.
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Chapitre B11. Matrices et applications linéaires I. Rappels et compléments

B. Trace

Définition. La trace d’une matrice carrée est la somme de ses coefficients diagonaux.
On note trA la trace d’une matrice A :

∀A =

 a11 · · · a1n... ...
an1 · · · ann

 ∈Mn(K)

Proposition. Pour tout n ∈ N∗ l’application tr :Mn(K)→ K est une forme linéaire :

Démonstration. Si A = (aij) 16i6n
16j6n

et B = (bij) 16i6n
16j6n

alors les coefficients de λA + B sont
(λaij + bij) donc :

tr(λA+B) =
n∑

i=1
(λaii + bii) = λ

n∑
i=1
aii +

n∑
i=1
bii = λ trA+ trB

D’après la caractérisation la trace est linéaire, et comme ses valeurs sont des scalaires
alors c’est une forme linéaire. �

Proposition. Soit A ∈Mnp(K) et B ∈Mpn(K). Alors tr(AB) = tr(BA).

Démonstration.

Corollaire. Soit A et P deux matrices carrées de tailles (n, n), avec P inversible. Alors
tr(P−1AP ) = trA.

Démonstration.
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Chapitre B11. Matrices et applications linéaires II. Représentations matricielles

II. Représentations matricielles

A. Définitions

Définition. Soit E un espace vectoriel de dimension finie et B une base de E. Soit u un
vecteur de E, de coordonnées (λ1, . . . , λn) dans la base B.
La représentation matricielle de u dans la base B est la matrice colonne :

Exemples.
(i) Soit E = R2. On note Bc sa base canonique et B la base (u1, u2) avec u1 = (−2, 1) et

u2 = (2, 0).
Donner la représentation matricielle du vecteur u = (4, 7) dans la base Bc puis dans
la base B.

(ii) Soit E = K3[X]. Donner la représentation matricielle de P = 4 − X + 5X3 dans la
base canonique.

Définition. Soit F = (u1, . . . , up) une famille de vecteurs de E. La représentation ma-
tricielle de cette famille dans la base B est la matrice dont les colonnes contiennent les
coordonnées des vecteurs de F dans la base B.

MB(F) =
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Chapitre B11. Matrices et applications linéaires II. Représentations matricielles

Définition. Soit E et F deux espaces vectoriels de dimensions finies et f : E → F une
application linéaire.
Soit B une base de E, B′ une base de F .
On appelle matrice de f dans les bases B et B′ et on note MBB′(f) la matrice dont les
colonnes sont les coordonnées dans la base B′ de l’image des vecteurs de B par f .
Remarque. Notons B = (e1, . . . , ep) et B′ = (e′1, . . . , e′n). Pour tout vecteur ej de B, f(ej)
est un élément de F , donc il admet des coordonnées dans la base B′ :

f(ej) = a1je
′
1 + · · ·+ anje

′
n

Alors on obtient :

MBB′(f) =


a11 · · · · · · a1p
... ...... ...
an1 · · · · · · anp


En d’autres termes la matrice de f dans les bases B et B′ et la représentation matricielle
la famille f(B) dans la base B′ :

MBB′(f) = MB′(f(B))

Exemple. Soit l’application linéaire f : R3 −→ R2

(x, y, z) 7−→ (4x+ 2z,−x− 5y)
Alors la matrice de f dans les bases canoniques de R3 et de R2 est :

A = MB3B2(f) =

Soit B = (u1, u2, u3) et B′ = (v1, v2) avec :
u1 = (1, 1, 1) u2 = (1, 1,−1) u3 = (−5, 1, 10) v1 = (1,−1) v2 = (0, 2)

Les familles B et B′ sont des bases respectivement de R3 et de R2.
La matrice de f dans les bases B et B′ est :

MBB′(f) =

Exemple 1. Soit d : K3[X] −→ K3[X]
P 7−→ P ′

Alors d est linéaire. Sa matrice dans la base canonique de K3[X] est :

D =

B Exercices 2, 3, 4.
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Chapitre B11. Matrices et applications linéaires II. Représentations matricielles

B. Correspondances bijectives

Proposition. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n et B une base de E. Alors
l’application MB :

est un isomorphisme.
Démonstration. On note B = (e1, . . . , en).
Si u et v sont deux vecteurs de E de coordonnées respectives (λ1, . . . , λn) et (µ1, . . . , µn)
dans la base B alors :

u = λ1e1 + · · ·+ λnen

et v = µ1e1 + · · ·+ µnen

Par somme :
u+ v = (λ1 + µ1)e1 + · · ·+ (λn + µn)en

Ainsi les coordonnées de u+ v dans la base B sont (λ1 + µ1, . . . , λn + µn) et donc :

MB(u+ v) =


λ1 + µ1

...
λn + µn

 =


λ1
...
λn

+


µ1
...
µn

 = MB(u) +MB(v) (1)

De même si u est un vecteur de E de coordonnées (λ1, . . . , λn) dans la base B et α est un
scalaire alors :

αu = αλ1e1 + · · ·+ αλnen

et donc :

MB(αu) =


αλ1
...

αλn

 = α


λ1
...
λn

 = αMB(u) (2)

Les points (1) et (2) étant valables pour tous vecteurs u et v de E et tout scalaire α,
l’application MB est linéaire.
On définit l’application :

NB : Mn1(K) −→ E
λ1
...
λn

 7−→ λ1e1 + · · ·+ λnen

Alors on vérifie que NB ◦MB = IdE et MB ◦ NB = IdMn1(K), ce qui montre que MB est
une bijection (et que NB est sa réciproque).
Finalement l’application MB est linéaire et bijective, donc c’est un isomorphisme. �
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Chapitre B11. Matrices et applications linéaires II. Représentations matricielles

Proposition. Soit E et F deux espaces vectoriels de dimensions finies p et n respective-
ment. Soit B une base de E et B′ une base de F . Alors l’application MBB′ :

est un isomorphisme.
Démonstration. Admise. �

Remarques.
(i) La matrice de l’application nulle est la matrice nulle : MBB′(0L(E,F )) = 0Mnp(K)

(ii) La linéarité s’écrit :

∀(f, g) ∈ (L(E,F ))2 MBB′(f + g) = MBB′(f) +MBB′(g)
∀f ∈ L(E,F ) ∀λ ∈ K MBB′(λf) = λMBB′(f)

Corollaire. Si E est de dimension p et F est de dimension n alors L(E,F ) est de
dimension finie np.

Démonstration. En effet un isomorphisme conserve la dimension, et Mnp(K) est de di-
mension np. �

C. Liens avec la multiplication matricielle

Exemple. Soit f : R2 −→ R3

(x, y) 7−→ (2x+ 3y,−x, 4x− y)
On note B2 et B3 les bases canoniques respectives de R2 et R3.
On remarque que pour tout vecteur u = (x, y) de R2 :

MB3(f(u)) =

Proposition. Soit f : E → F une application linéaire, B une base de E et B′ une base
de F . Alors pour tout u de E :
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Chapitre B11. Matrices et applications linéaires II. Représentations matricielles

Démonstration. Notons B = (e1, . . . , ep) et B′ = (e′1, . . . , e′n).
Soit (aij) les coefficients de A = MBB′(f). Ceci signifie que :

∀j = 1 . . . p f(ej) = a1je
′
1 + · · ·+ anje

′
n

Soit u un vecteur de E, de coordonnées (λ1, . . . , λp) dans la base B. Alors :

u = λ1e1 + · · ·+ λpep

Par linéarité :

f(u) = λ1f(e1) + · · ·+ λpf(ep)

=
p∑

j=1

(
λj

n∑
i=1
aije

′
i

)
=

n∑
i=1

 p∑
j=1
aijλj

e′i
Or si

A =


a11 . . . a1p
... ...
an1 . . . anp

 et X =


λ1
...
λp


alors les coefficients de AX sont bien

p∑
j=1
aijλj, pour i allant de 1 à n. �

Exemple 1 (suite). Soit d l’endomorphisme de dérivation de K3[X] et P = 5 + 2X −
4X2 +X3. Alors la représentation matricielle de d(P ) dans la base canonique est :

Proposition. Soit E, F , G trois espaces vectoriels de dimensions finies. Soit B, B′ et
B′′ des bases respectives de E, F , G. Soit f : E → F et g : F → G deux applications
linéaires. Alors

Exemple 2. Vérification avec les bases canoniques pour :
f : R2 −→ R2

(x, y) 7−→ (5x+ 3y, 5x+ 2y)
et g : R2 −→ R2

(x, y) 7−→ (x− y, 3x)
Notation. La matrice d’un endomorphisme f de E dans les bases B et B est notéeMB(f).
C’est une matrice carrée.
Remarques. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n et B une base de E. Alors :

(i) MB(IdE) =

(ii) Pour tout endomorphisme f de E : MB(f ◦ f) =
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Chapitre B11. Matrices et applications linéaires II. Représentations matricielles

Proposition. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n et B une base de E. Alors
l’application suivante est un isomorphisme :

L(E) −→ Mn(K)
f 7−→ MB(f)

Cet isomorphisme fait correspondre la composition des endomorphismes avec la multi-
plication des matrices, c’est également un isomorphisme d’anneaux de (L(E),+, ◦) dans
(Mn(K),+,×).
Proposition. Soit B une base de E, B′ une base de F . Soit f : E → F une application
linéaire, de matrice A dans les bases B et B′. Alors f est un isomorphisme si et seulement
si A est inversible, et dans ce cas :

Démonstration. Si f est un isomorphisme alors f−1 : F → E est défini, sa matrice dans
les bases B′ et B également. Par proposition :

MB′B(f−1)MBB′(f) = MBB(f−1 ◦ f) = MBB(IdE) = In

et MBB′(f)MB′B(f−1) = MB′B′(f ◦ f−1) = MB′B′(IdF ) = In

Ceci montre que MBB′(f) est inversible, d’inverse MB′B(f−1).
Réciproquement, si A est inversible alors A−1 appartient àMn(K).
Par proposition MB′B : L(F,E) → Mnn(K) est un isomorphisme donc il existe une
application linéaire g : F → E telle queMB′B(g) = A−1.
Alors f ◦ g = IdF et g ◦ f = IdE, car les matrices de ces composées sont les matrices
identités. Ainsi f est bijective, de réciproque g. �

D. Application linéaire associée à une matrice

Définitions. Soit A une matrice à n lignes et p colonnes.
(i) L’application linéaire canoniquement associée à A est l’application f : Kp → Kn dont

A est la matrice dans les bases canoniques de Kp et Kn.
(ii) Le noyau et l’image de A sont le noyau et l’image de son application linéaire canoni-

quement associée.
Remarque. Ainsi kerA est un sous-espace vectoriel de Kp et imA est un sous-espace
vectoriel de Kn.

Exemple 3. Déterminer le noyau et l’image de : A =
(

3 2 1
9 6 3

)
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Chapitre B11. Matrices et applications linéaires II. Représentations matricielles

Remarques.
(i) L’image de A est le sous-espace vectoriel engendré par ses colonnes.

On le simplifie en effectuant des opérations élémentaires sur les colonnes.
(ii) Le noyau de A est l’ensemble de solutions du système homogène AX = 0.

On le calcule en effectuant des opérations élémentaires sur les lignes.
Théorème du rang. Soit A une matrice à p colonnes. Alors :

Démonstration. Soit f l’application linéaire canoniquement associée à A. Alors f est une
application de Kp dans Kn, où n est le nombre de lignes de A :

f : Kp −→ Kn

D’après le théorème du rang :
dim ker f + dim im f = dimKp

Ceci donne bien la formule voulue car kerA = ker f et imA = im f . �

Définition. Soit A une matrice de taille (n, p). Le rang de A, noté rgA, est la dimension
du sous-espace vectoriel de Kn engendré par les colonnes de A.
Remarque. Le rang de A est donc la dimension de son image : rgA = dim imA.
C’est aussi le rang de l’application linéaire f : Kp → Kn canoniquement associée à A.
Corollaire. Soit A une matrice carrée de taille (n, n).
(i) S’il existe une matrice B telle que BA = In alors A est inversible et B est son inverse.
(ii) S’il existe une matrice B telle que AB = In alors A est inversible et B est son inverse.

Démonstration.
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Chapitre B11. Matrices et applications linéaires II. Représentations matricielles

Proposition. Une matrice triangulaire est inversible si et seulement si tous ses coeffi-
cients diagonaux sont non-nuls.
L’inverse d’une matrice triangulaire supérieure (resp. inférieure) inversible est une ma-
trice triangulaire supérieure (resp. inférieure).
Démonstration. Soit n ∈ N. Un matrice carrée deMn(K) est inversible si et seulement si
elle est de rang maximal, i.e., elle possède n pivots.
Une matrice triangulaire supérieure possède n pivots si et seulement si tous ses coeffi-
cients diagonaux sont non-nuls, donc elle est inversible si et seulement si ses coefficients
diagonaux sont non-nuls.
Démontrons que dans ce cas la matrice inverse T−1 est triangulaire supérieure.
On sait que le produit de deux matrices triangulaires supérieures est triangulaire supé-
rieure, donc l’application

f : Tn(K) −→ Tn(K)
M 7−→ TM

est bien définie. Elle est linéaire car la multiplication matricielle à gauche est linéaire.
Son noyau est réduit à l’élément nul. En effet, si TM = 0n alors T−1TM = 0n donc
M = 0n.
Ainsi f est injective. Or c’est un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie,
donc elle est surjective par corollaire du théorème du rang.
La matrice identité est triangulaire supérieure, donc elle appartient à l’image de f . Il
existe donc S ∈ Tn(K) tel que f(S) = In, i.e., TS = In.
En multipliant à gauche par T−1 on obtient S = T−1, et donc T−1 est triangulaire
supérieure.
On démontre les mêmes résultats dans le cas où T est triangulaire inférieure en considérant
t T , qui est alors triangulaire supérieure. �

Corollaire. Une matrice diagonale D = diag(λ1, . . . , λn) est inversible si et seulement si
tous les λi sont non-nuls.
Son inverse est alors D−1 = diag

(
λ−1

1 , . . . , λ−1
n

)
.
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III. Changement de base

A. Matrices de passage

Définition 1. Soit B et B′ deux bases de E.
La matrice de passage de B à B′ est la matrice notée PBB′ dont les colonnes sont les
coordonnées des vecteurs de B′ dans la base B.

Exemple 4. Dans E = R2, soit u1 = (2, 1) et u2 = (5, 3).
On note Bc la base canonique de E et B = (u1, u2). Cette famille est bien une base de E.
La matrice de passage de Bc à B est alors :

Remarque. La matrice de l’exemple ci-dessus est la matrice de passage de la base cano-
nique à la base B. C’est un cas fréquent :
La matrice de passage de la base canonique de Kn à une base B est la matrice PBcB dont
les colonnes sont les vecteurs de B.
Exemple 4 (suite). Le vecteur u = (5, 3) a pour coordonnées (5, 3) dans la base cano-
nique, et (0, 1) dans la base B. Or on constate que :

Définition 2. La matrice de passage de B à B′ est la matrice de l’identité dans les bases
B′ et B :
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Chapitre B11. Matrices et applications linéaires III. Changement de base

Proposition. Soit u un vecteur de E, X et X ′ ses représentations matricielles dans les
bases B et B′ respectivement. Soit P la matrice de passage de B à B′. Alors :

Démonstration. On utilise la définition 2 :

Proposition. La matrice de passage de la base B à la base B′ est inversible, son inverse
est la matrice de passage de la base B′ à la base B.
Démonstration. En effet si P est la matrice de passage de la base B à la base B′, alors
P est la matrice de l’identité de E dans les bases B′ et B. Or l’identité de E est un
isomorphisme, d’inverse lui-même. Ainsi P est inversible, et son inverse est la matrice de
l’identité dans les bases B et B′, donc la matrice de passage de B′ à B. �

Remarque. On peut justifier de deux façons différentes l’équivalence :
X = PX ′ ⇐⇒ X ′ = P−1X

Exemple 4 (suite). Soit B = (u1, u2) avec u1 = (2, 1) et u2 = (5, 3).
Quelle est la matrice de passage de B à Bc ?
Appelons Q celle-ci. Deux méthodes permettent de la calculer.

B Exercices 5, 6.
Proposition (Réciproque de la précédente). Soit P une matrice inversible de taille
(n, n). Alors les colonnes de P forment une base de Kn, et P est la matrice de passage de
la base canonique de Kn à cette base.
Remarque. Ainsi les matrices de passage sont les matrices inversibles.
Démonstration. Soit f l’endomorphisme de Kn canoniquement associé à P . Comme P est
inversible alors f est un isomorphisme.
L’image d’une base par un isomorphisme est une base. Or les colonnes de P sont les
images par f des vecteurs de la base canonique de Kn, donc elles forment une base de Kn.
Par définition P est la matrice de passage de la base canonique à cette base. �
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B. Théorèmes

Théorème de changement de base. Soit f : E → F une application linéaire, B1 et B′1
deux bases de E, B2 et B′2 deux bases de F . Alors :

Démonstration. Comme f = IdF ◦ f ◦ IdE alors l’égalité matricielle s’écrit en considérant
les bonnes bases aux bons endroits.

Corollaire. Soit f : E → E un endomorphisme. Soit B et B′ deux bases de E. Soit P
la matrice de passage de B à B′, A la matrice de f dans la base B et A′ la matrice de f
dans la base B′. Alors :

Remarque. De manière équivalente :

On a multiplié à gauche par P−1 et à droite par P .
Démonstration. Il s’agit d’un cas particulier du théorème précédent. �

Exemple 4 (suite). On note f l’endomorphisme défini par :
f : R2 −→ R2

(x, y) 7−→ (x− 10y, 3x− 10y)

B Exercice 7.
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C. Matrices équivalentes

Définition. Deux matrices A et B de taille (n, p) sont dites équivalentes s’il existe deux
matrices inversibles P et Q telles que A = PBQ.
Remarques.
(i) Il s’agit bien d’une relation d’équivalence.
(ii) D’après le théorème de la partie précédente deux matrices représentant la même

application linéaire sont équivalentes.
La réciproque est vraie également.

Proposition. Soit A et B deux matrices de taille (n, p).
Soit f l’application linéaire canoniquement associée à A.
Si A et B sont équivalentes alors il existe une base B1 de Kp et une base B2 de Kn telles
que B est la matrice de f dans les bases B1 et B2.
Démonstration. On note C1 et C2 les bases canoniques de Kp et de Kn. Alors A = MC1C2(f).
Comme B est équivalente à A alors il existe deux matrices inversibles P et Q telles que
A = PBQ. Ceci s’écrit aussi B = P−1AQ−1.
Comme Q est inversible alors Q−1 est définie. Soit B1 la famille des vecteurs-colonnes de
Q−1. Alors Q−1 = MC1(B1). Comme Q−1 est inversible alors B1 est une base de Kp, et
Q−1 est la matrice de passage de la base C1 à la base B1.
Soit B2 la famille des vecteurs colonnes de P . Alors P = MC2(B2). Comme P est inversible
alors B2 est une base de Kn, et P est la matrice de passage de la base C2 à la base B2.
D’après le théorème de changement de base :

P−1AQ−1 = MC2B2(IdF )MC1C2(f)MB1C1(IdE) = MB1B2(f)

Comme B = P−1AQ−1 alors B est la matrice de f dans les bases B1 et B2. �

Définition. Soit r est un entier plus petit que n et que p alors on note :

Rappel. Le rang d’une matrice est la dimension de l’espace vectoriel engendré par ses
colonnes. En particulier Jnpr est de rang r.
Théorème. Soit A une matrice de taille (n, p).
Alors A est de rang r si et seulement si elle est équivalente à Jnpr.
Corollaire (Caractérisation des matrices équivalentes par le rang).
Deux matrices de même taille sont équivalentes si et seulement si elles ont même rang.
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Lemme. Soit E et F deux espaces vectoriels de dimensions finies, et f : E → F une
application linéaire.
Si f et de rang r alors il existe une base B1 de E et une base B2 de F telles que la matrice
de f dans ces bases est Jnpr.

Démonstration.
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Démonstration du théorème. Soit f l’application linéaire canoniquement associée à A.
Par définition l’image de A est l’image de f , donc le rang de la matrice A est le rang de
l’application linéaire f .
Supposons que A est de rang r.
D’après la proposition précédente il existe une base B1 de Kp et une base B2 de Kn telle
que la matrice de f dans ces bases est Jnpr. En notant P et Q les matrices de changement
de base on a A = PJnprQ avec P et Q inversibles, donc A est équivalente à Jnpr.
Réciproquement, supposons que A est équivalente à Jnpr.
Alors il existe deux matrices inversibles P et Q telles que A = PJnprQ.
On note ϕ, g et ψ les applications linéaires canoniquement associées à P , Jnpr et Q
respectivement. Alors f = ϕ ◦ g ◦ ψ.
De plus ϕ, ψ sont des isomorphismes car P et Q sont inversibles. Donc rg f = rg g car le
rang est invariant par composition avec un isomorphisme.
Par définition le rang de g est le rang de Jnpr, donc g est de rang r, puis f est de rang r,
et finalement A est de rang r. �

Démonstration du corollaire. Soit A et B deux matrices de même taille.
Si A et B sont de même rang r alors elles sont toutes les deux équivalentes à la matrice
Jr, donc par transitivité elles sont équivalentes.
Réciproquement, si A et B sont équivalentes, comme A est équivalente à la matrice Jr où
r = rgA, alors par transitivité B est équivalente à la matrice Jr, et donc B est de rang r
également. �

Remarques.
(i) Ainsi le rang d’une application linéaire est le rang de sa matrice dans n’importe

quelles bases.
(ii) De plus, les classes d’équivalence des matrices de taille (n, p) sont en bijection avec

l’ensemble {0, . . . ,m} où m = Min {n, p}.
Elles sont représentées par les matrices Jnp0, . . . , Jnpm.

D. Matrices semblables

Définition. Deux matrices carrées A et B de taille (n, n) sont dites semblables s’il existe
une matrice P inversible telle que A = PBP−1.
Remarques.
(i) La relation de semblance est une relation d’équivalence.
(ii) Si deux matrices sont semblables alors elles sont équivalentes, mais la réciproque (si

elle est définie) est fausse en général.
(iii) Deux matrices sont semblables si et seulement si elles représentent le même endomor-

phisme de Kn dans deux bases différentes.
En effet, si f est l’endomorphisme canoniquement associé à A, et B est semblable à
A alors il existe P inversible telle que A = PBP−1.
Comme P est inversible alors P est la matrice de passage de la base canonique à la
base B formée par ses colonnes. Alors B est la matrice de f dans la base B.

B. Gonard 17



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires III. Changement de base

Proposition. Deux matrices semblables ont même trace.
Démonstration. Si A = PBP−1 alors la relation tr (MN) = tr (NM) donne :

Les matrices semblables A et B ont bien même trace. �

Exemple 4 (suite). Les matrices A =
(

1 −10
3 −10

)
et A′ =

(
−4 0

0 −5

)
sont semblables.

Exemple 5. On considère des matrices de taille (2, 2).
a. Démontrer que les matrices E11 et E22 sont semblables, de même que E12 et E21.
b. Les matrices E11 et E12 sont-elles semblables ?
c. Les matrices E12 et 2E12 sont-elles semblables ?

B Exercice 8.

E. Trace d’un endomorphisme

Définition. Soit E un espace vectoriel de dimension finie, et f un endomorphisme de E.
On appelle trace de f et on note tr f la trace de la matrice de f dans une base quelconque
de E :

Remarques.
(i) En effet la trace de la matrice de f ne dépend pas de la base choisie. Si A et B sont

deux matrices de f dans deux bases différentes alors A et B sont semblables et donc
elles ont même trace :

tr f = trA = tr
(
PBP−1

)
= trB

(ii) Si f et g sont deux endomorphismes de E alors tr(f ◦ g) = tr(g ◦ f).
Ceci est conséquence de la formule tr(MN) = tr(NM) pour les matrices.

Exemple 6.

(i) Si E est de dimension finie alors la trace de l’identité est : tr (IdE) =

(ii) Soit d : Kn[X]→ Kn[X] l’endomorphisme de dérivation. Alors : tr d =

B Exercice 9.
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IV. Rangs

A. Pivot de Gauss

Remarque. Soit A et B deux matrices de même taille.
On dit que A et B sont équivalentes par lignes si on peut passer de l’une à l’autre par
opérations élémentaires sur les lignes.
Ceci a lieu si et seulement si il existe une matrice inversible P telle que A = PB. En
effet :
• Réaliser une opération élémentaire sur les lignes d’une matrice revient à la multiplier

par une matrice d’opération élémentaire.
• Les matrices élémentaires sont inversibles, et un produit de matrices inversibles est

inversible.
• L’algorithme du pivot de Gauss montre que toute matrice inversible est produit de

matrices élémentaires, car elle est équivalente par lignes à la matrice identité.
De même les matrices A et B sont équivalentes par colonnes si on peut passer de l’une
à l’autre par opérations élémentaires sur les colonnes, ce qui a lieu si et seulement si il
existe une matrice inversible Q telle que A = BQ.
Enfin les matrices A et B sont équivalentes par lignes et par colonnes si on peut passer
de l’une à l’autre par opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes. Ceci a lieu si
et seulement si il existe deux matrices inversibles P et Q telles que A = PBQ, donc si et
seulement si A et B sont équivalentes.
Proposition. Deux matrices sont équivalentes si et seulement si elles sont équivalentes
par lignes et par colonnes. En d’autres termes les relations «équivalentes» et «équivalentes
par lignes et par colonnes» sont identiques.
Remarque. L’algorithme du pivot de gauss montre que toute matrice est équivalente par
ligne à une matrice échelonnée réduite par ligne. Appliqué aux colonnes il montre que
toute matrice est équivalente par lignes et colonnes à une matrice Jnpr.
Ceci démontre de nouveau que toute matrice est équivalente à une matrice Jnpr. Comme
l’équivalence conserve le rang alors r est le rang de la matrice.
Corollaire. Les opérations élémentaire sur les lignes et les colonnes ne modifient par le
rang d’une matrice.
Démonstration. En effet, si A et B sont équivalentes par lignes et colonnes alors elles sont
équivalentes donc elles ont même rang. �

Proposition. Les opérations élémentaires sur les lignes d’une matrice ne changent pas
son noyau.
Les opérations élémentaires sur les colonnes d’une matrice ne changent pas son image.
Démonstration. Soit A une matrice de taille (n, p).
Soit P une matrice inversible de taille (n, n). Alors :

∀X ∈Mn1(K) AX = 0 ⇐⇒ PAX = 0
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Ceci montre que kerA = ker(PA), et comme les matrices d’opérations élémentaires sont
inversibles on en déduit le premier point.
Pour toute matrice inversible Q de taille (p, p) l’application X 7→ QX réalise une bijection
deMp1(K) doncMp1(K) = {QX | X ∈Mp1(K)}. On en déduit :

imA = {AX | X ∈Mp1(K)} = {AQX | X ∈Mp1(K)} = im(AQ)
Ceci permet de conclure car les matrices d’opérations élémentaires sont inversibles. �

B. Liens entre les différents rangs

Exemple 7. On définit F = ((2, 1, 4), (4, 1, 2), (4, 3, 3)) et :

A =

 2 4 4
1 1 3
4 2 3

 S :


2x + 4y + 4z = c1
x + y + 3z = c2

4x + 2y + 3z = c3

f : R3 −→ R3xy
z

 7−→
 2x+ 4y+ 4z

x+ y+ 3z
4x+ 2y+ 3z


Alors F est une famille de vecteurs, A est une matrice, S un système linéaire (quels que
soient les scalaires ci) et f est une application linéaire.
Par théorème ces quatre objets ont même rang.
Remarque. Par définition le rang d’un système linéaire est le nombre de pivots du
système échelonné réduit qui lui est équivalent.
Théorème. Soit :
• A une matrice,
• f l’application linéaire qui lui est canoniquement associée,
• S un système linéaire de la forme AX = B où B est une matrice colonne,
• F la famille des colonnes de A.
Alors A, f , S, et F ont même rang.
Démonstration. Par définition :

rgF = dim (Vect (F)) rgA = dim(imA) rg f = dim(im f)
Comme f est l’application linéaire canoniquement associée à A alors l’image de A est celle
de f , et elle est engendrée par les colonnes de A, donc les trois rangs ci-dessus sont égaux.
Soit r le rang de S. Alors la matrice échelonnée réduite par lignes R équivalente par lignes
à A contient r pivots. Ses colonnes engendrent donc un espace vectoriel de dimension r.
Ainsi R est de rang r. Les opérations élémentaires ne changent pas le rang, donc A est
de rang r, et ainsi S et A ont même rang. �

Remarque. Pour calculer le rang d’une famille de vecteurs, d’une application linéaire,
ou d’un système linéaire, on calcule le rang de la matrice associée.
Méthode. Pour déterminer le rang d’une matrice on utilise l’algorithme du pivot de
Gauss, il permet de se ramener à une matrice triangulaire en utilisant les opérations
élémentaires :

(Li ← Li + αLj) (Li ← λLi) avec λ 6= 0 (Li ↔ Lj)

(Ci ← Ci + αCj) (Ci ← λCi) avec λ 6= 0 (Ci ↔ Cj)
En effet, le rang est invariant par opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes.
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Exemple 7 (suite). On obtient

rgF = rgA = rg(S) = rg f =

B Exercice 10.

C. Propriétés

Proposition (rang maximal). Soit A une matrice, S un système de la forme AX = B,
f l’application linéaire canoniquement associée à A, et F la famille des colonnes de A.
Alors les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) A est inversible
(ii) S est un système de Cramer
(iii) f est un isomorphisme
(iv) F est une base de Kn, où n est le nombre de lignes et de colonnes de A.
Démonstration. Toutes ses propriétés sont déjà connues, il s’agit des cas n = p = r. �

Proposition. Le rang d’une matrice est égal à celui de sa transposée.
Démonstration. En effet, une matrice A de taille (n, p) est de rang r si et seulement si il
existe deux matrices inversibles P et Q telles que A = PJnprQ.
Dans ce cas tA = tQJpnr

tP .
Les matrices tQ et tP sont inversibles car P et Q le sont, donc tA est de rang r. �

Remarques. En conséquence :
(i) Le rang d’une matrice est égal à la dimension de l’espace vectoriel engendré par ses

lignes.
(ii) La transposition est aussi autorisée dans le calcul du rang d’une matrice.

D. Matrices extraites

Définition. On note I = (1, . . . , n) et J = (1, . . . , p).
Une matrice A deMnp(K) peut être notée A = (aij)(i,j)∈I×J .
On appelle matrice extraite ou sous-matrice de A une matrice (aij)(i,j)∈I′×J ′ où I ′ est une
sous-suite de I et J ′ est une sous-suite de J .
Ceci revient à supprimer des lignes et des colonnes de A.

Exemple. Soit A =

 1 3 2 0
8 2 5 4
4 1 6 7

. Quelles matrices ci-dessous sont extraites de A ?

(
3 0
1 7

)  2
5
6

 (1)
(

1 2 0
) (

1 2
8 6

) (
5
2

)  1 3 0
8 2 4
4 1 7


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Proposition. Si une matrice A est de rang r alors toute matrice extraite de A est de
rang inférieur ou égal à r.
Démonstration. On note A = (aij)(i,j)∈I×J . Soit A′ = (aij)(i,j)∈I′×J ′ une matrice extraite
de A, avec I ′ ⊆ I et J ′ ⊆ J .
Posons A1 = (aij)(i,j)∈I×J ′ , c’est-à-dire qu’on ne garde de A que les colonnes qui appa-
raissent dans A′. Alors A1 ne contient que certaines colonnes de A et A′ ne contient que
certaines lignes de A1.
La famille des colonnes de A est de rang r car A est de rang r, donc la famille des colonnes
de A1 est de rang au plus r : rgA1 6 rgA.
La famille des lignes de A1 est de rang r1 = rgA1 donc la famille des lignes de A′ est de
rang au plus r1 : rgA′ 6 rgA1

Par transitivité rgA′ 6 rgA. �

Proposition. Une matrice A est de rang r si et seulement si :
• Il existe une sous-matrice de A inversible de taille (r, r).
• Pour tout s > r aucune sous-matrice de A de taille (s, s) n’est inversible.
Ainsi une matrice est de rang r si et seulement si sa plus grande sous-matrice inversible
est de taille (r, r).
Démonstration. Supposons que A est de rang r.
Alors la famille des colonnes de A est de rang r, donc on peut en extraire une famille libre
de r colonnes.
En effet, la famille des colonnes de A est une famille génératrice de imA, par théorème
on peut en extraire une base de imA.
Ces colonnes forment une matrice A1 de taille (n, r) extraite de A, et cette matrice est de
rang r.
La famille des lignes de A1 est donc de rang r, et de même on peut en extraire une famille
libre de r lignes.
On obtient alors une matrice A′ extraite de A, de taille (r, r) et de rang r. Cette matrice
est inversible car elle est carrée de rang maximal.
Soit s > r. Si une sous-matrice de A de taille (s, s) est inversible, alors elle est de rang s.
Ceci contredit la proposition précédente : toute sous-matrice de A est de rang au plus r.
Donc aucune sous-matrice de A de taille (s, s) n’est inversible.

Supposons maintenant que A admet une sous-matrice A′ inversible de taille (r, r), et
qu’aucune sous-matrice de taille (s, s) avec s > r n’est inversible. Montrons que A est de
rang r.
La matrice A′ est inversible donc elle est de rang r. Or c’est une sous-matrice de A donc
r 6 rgA.
Supposons que rgA > r. Alors d’après la première partie de cette démonstration A
admet une sous-matrice inversible de taille (s, s) avec s = rgA > r. Mais ceci est faux
par hypothèse, donc rgA = r. �
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