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MPSI — Mathématiques

Chapitre B11
Matrices et applications linéaires

On note dans tout ce chapitre K =R ou C.

I. Rappels et compléments sur les matrices

Dans cette partie m, n, p désignent des entiers naturels non-nuls.
A. Définitions

Définition. L’ensemble M,,,(K) des matrices de taille (n,p) a coeflicients dans K est un
espace vectoriel.

Il admet pour base la famille (E;;|1 <i<n,1 < j<p), ou E;; est la matrice de taille
(n,p) dont tous les coefficients sont nuls sauf le coefficient d’indices i, j qui est égal a 1.

Il est donc de dimension np.

Définition. La multiplication matricielle est I’application :

Minn(K) X M, (K) — M, (K)
(A,B) — AB

Elle est bilinéaire, i.e., linéaire par rapport a chaque variable. Elle est aussi associative.
Proposition. Sous réserve d’existence, pour tous entiers i, j, k, £ :

Ei; By =

Définition. La transposition est I'application :

Mop(K) — Mpn(K)

all DR a 1
Qyy ~ v e a/lp X n
A= : : — A= AT =
a ...... a
nl np alp Ce anp
. 7 t . ! ! _ . . .
La matrice transposée ‘A est la matrice (aﬁ-) 1<j<p AVEC aj; = a;; pour tout (i,j) €

<ign

{1,...,n} x{1,...,p}.
Propositions. L’application de transposition est linéaire.
Si A et B sont deuz matrices multipliables alors *(AB) = 'B*A.

Si une matrice carrée A est inversible alors sa transposée est inversible et (‘A)7! =
HA™Y). On peut donc noter *A~1 cette matrice.
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Chapitre B11. Matrices et applications linéaires I. Rappels et compléments

Remarque. L’ensemble M,,(K) des matrices carrées de taille (n, n) est un espace vectoriel
et un anneau.

L’ensemble des matrices inversibles de cet anneau est noté GL,, (K) et appelé n-éme groupe
linéaire de K. C’est un groupe pour la loi multiplicative.

Définitions. On note :

e D,(K) I'ensemble des matrices diagonales, i.e., telles que :
V(i,5)€{l,....,n}> i#j = a;=0

De plus D = diag(\, ..., \,) désigne la matrice diagonale de coefficients diagonaux
ALy s Ap

* T.(K) I'ensemble des matrices triangulaires supérieures, i.e., telles que :
Y(i,7) € {1,...,n}° i>j = ay=0

e T7!(K) I'ensemble des matrices triangulaires inférieures, i.e., telles que :
V(i,5) € {l,....,n}> i<j = a;=0

» S,.(K) 'ensemble des matrices symétriques, i.e., telles que *A = A, ou :
V(i ) € {1,...,77,}2 a;; = aj;

» A,(K) 'ensemble des matrices antisymétriques, i.e., telles que ‘A = —A, ou :

V<Z,j) - {]_, . ,n}2 CLij = —aji

Propositions. Ces ensembles sont tous des sous-espaces vectoriels de M,,(K).

Les trois premiers sont stables par multiplication interne. De plus :
Tn(K) N T, (K) = Dn(K) To(K) + 7,(K) = M, (K)
Sn(K) & A, (K) = M, (K)
Leurs dimensions sont :
dim D,,(K) = dim 7, (K) = dim 7(K) =
dim S, (K) = dim A, (K) =

> Exercice 1.
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Chapitre B11. Matrices et applications linéaires I. Rappels et compléments

B. Trace

Définition. La trace d’une matrice carrée est la somme de ses coefficients diagonaux.

On note tr A la trace d’une matrice A :

a1 ° - Qin
VA= | : L e ML(K)

aln..an

Proposition. Pour tout n € N* Uapplication tr : M,,(K) — K est une forme linéaire :

Démonstration. Si A = (a;j)1<i<n €t B = (b;j) 1<i<n alors les coefficients de AA + B sont

1<i<n 1<G<n
()\aij + bl]) donc :

tl‘()\A + B) = Z(/\Gm + bm) = )\ZCL” + Zb” = AtrA +tr B

i=1 =1 =1

D’apres la caractérisation la trace est linéaire, et comme ses valeurs sont des scalaires
alors c¢’est une forme linéaire. O

Proposition. Soit A € M,,(K) et B € M,,,(K). Alors tr(AB) = tr(BA).

Démonstration.

Corollaire. Soit A et P deuz matrices carrées de tailles (n,n), avec P inversible. Alors

tr(P71AP) = tr A.

Démonstration.
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Chapitre B11. Matrices et applications linéaires II. Représentations matricielles

I1. Représentations matricielles

A. Définitions

Définition. Soit F un espace vectoriel de dimension finie et B une base de E. Soit u un
vecteur de E, de coordonnées (A, ..., A\,) dans la base B.

La représentation matricielle de u dans la base B est la matrice colonne :

Exemples.
(i) Soit E = R2. On note B, sa base canonique et B la base (uy,uy) avec u; = (—2,1) et
uy = (2,0).
Donner la représentation matricielle du vecteur v = (4,7) dans la base B, puis dans
la base B.

(i) Soit E = K3[X]. Donner la représentation matricielle de P = 4 — X + 5X? dans la
base canonique.

Définition. Soit F = (uq,...,u,) une famille de vecteurs de E. La représentation ma-
tricielle de cette famille dans la base B est la matrice dont les colonnes contiennent les
coordonnées des vecteurs de F dans la base B.
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Chapitre B11. Matrices et applications linéaires II. Représentations matricielles

Définition. Soit F et F' deux espaces vectoriels de dimensions finies et f : E — F une
application linéaire.
Soit B une base de E, B’ une base de F.

On appelle matrice de f dans les bases B et B’ et on note Mpg (f) la matrice dont les
colonnes sont les coordonnées dans la base B’ de I'image des vecteurs de B par f.

Remarque. Notons B = (ey,...,¢e,) et B' = (€], ..., €,). Pour tout vecteur e; de B, f(e;)

est un élément de F', donc il admet des coordonnées dans la base B’ :
flej) = arjer + - + aney,

Alors on obtient :

2
—
S
—
=

Mpp/(f) =

all .. DERERY a"ﬂ,p

En d’autres termes la matrice de f dans les bases B et B’ et la représentation matricielle
la famille f(B) dans la base B’ :

Mpp (f) = Mg (f(B))

Exemple. Soit I'application linéaire f : R3 — R?
(x,y,2) — (dx + 2z, —x — by)
Alors la matrice de f dans les bases canoniques de R3 et de R? est :

A= Mp,g,(f) =

Soit B = (uy, us, us) et B’ = (v1,vq) avec :

up = (1,1,1) uy=(1,1,-1) wug=(-5,1,10) vy =(1,-1) vy =1(0,2)
Les familles B et B’ sont des bases respectivement de R? et de R2.
La matrice de f dans les bases B et B’ est :

Mgpp(f) =

Exemple 1. Soit d : K3[X] — Kj[X]
P+— P

Alors d est linéaire. Sa matrice dans la base canonique de K[ X] est :

Exercices 2, 3, 4.
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Chapitre B11. Matrices et applications linéaires II. Représentations matricielles

B. Correspondances bijectives

Proposition. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n et B une base de E. Alors
lapplication My :

est un isomorphisme.

Démonstration. On note B = (eq, ..., €,).

Si u et v sont deux vecteurs de E de coordonnées respectives (Aq, ..., A\,) et (p1, ..., fn)
dans la base B alors :

U= A\e;+ -+ ey
et U= juer+-+ finen

Par somme :

u+v=()\1+u1)el+-~~—|—()\n—|—un)en

Ainsi les coordonnées de u + v dans la base B sont (A + p1, ..., Ay + 11,,) et donc :
A1+ A M1
Mp(u+v) = : =1 |+ ¢ | =Mslu)+ Ms(v) (1)
A+ fn An fn
De méme si u est un vecteur de E de coordonnées (Ay,. .., A,) dans la base B et « est un

scalaire alors :
au = adie; + -+ alye,
et donc :
Oé)\l )\1
Mg(au) = | =a| ! | =aMs(u) (2)
a, An
Les points (1) et (2) étant valables pour tous vecteurs u et v de E et tout scalaire «,
I’application Mp est linéaire.
On définit 'application :
NB : Mnl(K) — K
A1
: '—>)\1€1+"'+)\n€n
An
Alors on vérifie que Ng o Mg = Idg et Mg o Np = Ida,, k), ce qui montre que Mp est
une bijection (et que Np est sa réciproque).

Finalement ’application My est linéaire et bijective, donc ¢’est un isomorphisme. [l
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Chapitre B11. Matrices et applications linéaires II. Représentations matricielles

Proposition. Soit E et F' deux espaces vectoriels de dimensions finies p et n respective-
ment. Soit B une base de E et B' une base de F'. Alors l'application Mpg: :

est un isomorphisme.

Démonstration. Admise. O

Remarques.
(i) La matrice de I'application nulle est la matrice nulle : Mg (Oz(p,r)) = Opm,., &)
(1) La linéarité s’écrit :

Y(f.9) € (L(E, F))? Mpp/(f 4 g) = Mpp (f) + M (g)
VfeL(E,F) VAeK  Mpp(Af) = AMps(f)

Corollaire. Si E est de dimension p et F est de dimension n alors L(E, F) est de
dimension finie np.

Démonstration. En effet un isomorphisme conserve la dimension, et M,,,(K) est de di-
mension np. U

C. Liens avec la multiplication matricielle

Exemple. Soit f: R? — R?
On note B, et Bs les bases canoniques respectives de R? et R3.

On remarque que pour tout vecteur u = (x,y) de R? :

M, (f (1) =

Proposition. Soit f : E — F une application linéaire, B une base de E et B’ une base
de F'. Alors pour tout u de E :

B. Gonard 7



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires II. Représentations matricielles

Démonstration. Notons B = (e, ...,e,) et B' = (e],...,€)).

rn

Soit (a;;) les coefficients de A = Mpp/(f). Ceci signifie que :
Vi=1...p  f(e;) =aye| + -+ aye,
Soit w un vecteur de £, de coordonnées (A, ..., \,) dans la base B. Alors :
U= Ae; + -+ Apep
Par linéarité :

flu) = Aifler) +- 4+ A fep)

(
- zp:</\ ﬁ:% ,) ﬁ;(ﬁ;%)\j) &

=1\ =
Or si
a1x ... Qip )\1
A= : : et X =
pi ... Gy Ap
p
alors les coefficients de AX sont bien Zaij)% pour ¢ allant de 1 a n. 0
j=1

Exemple 1 (suite). Soit d 'endomorphisme de dérivation de K3[X] et P =5+ 2X —
4X? + X3, Alors la représentation matricielle de d(P) dans la base canonique est :

Proposition. Soit E, F, G trois espaces vectoriels de dimensions finies. Soit B, B’ et
B" des bases respectives de E, F, G. Soit f : E — F et g : F — G deux applications
linéaires. Alors

Exemple 2. Vérification avec les bases canoniques pour :
f: R? — R? et g: R — R?
(z,y) +— (52 + 3y, 5z + 2y) (z,y) — (z —y,3z)

Notation. La matrice d'un endomorphisme f de E dans les bases B et B est notée Mp(f).
C’est une matrice carrée.

Remarques. Soit F un espace vectoriel de dimension finie n et B une base de E. Alors :

(1) Mp(ldg) =

(i1) Pour tout endomorphisme f de £ : | Mg(f o f) =
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Chapitre B11. Matrices et applications linéaires II. Représentations matricielles

Proposition. Soit E un espace vectoriel de dimension finie n et B une base de E. Alors
lapplication suivante est un isomorphisme :

f— Ms(f)
Cet isomorphisme fait correspondre la composition des endomorphismes avec la multi-
plication des matrices, c¢’est également un isomorphisme d’anneaux de (L(E),+,0) dans
(M (K), +, ).
Proposition. Soit B une base de E, B’ une base de F. Soit f : E — F une application
linéaire, de matrice A dans les bases B et B'. Alors f est un isomorphisme si et seulement
si A est inversible, et dans ce cas :

Démonstration. Si f est un isomorphisme alors f~! : ' — E est défini, sa matrice dans
les bases B’ et B également. Par proposition :

Mpg(f~)Mpp (f) = Mps(f~" o ) = Mpp(1dg) = I,
et Mpp (f)Mps(f~") = Mpp(fo f') = Mpp(ldp) = 1,

Ceci montre que Mpg (f) est inversible, d’inverse Mgp(f™').

Réciproquement, si A est inversible alors A~! appartient a M,,(K).

Par proposition Mpp : L(F,E) — M,,(K) est un isomorphisme donc il existe une
application linéaire g : F — F telle que Mpp(g) = A~%

Alors fog = Idp et go f = Idg, car les matrices de ces composées sont les matrices
identités. Ainsi f est bijective, de réciproque g. O

D. Application linéaire associée a une matrice

Définitions. Soit A une matrice a n lignes et p colonnes.
(1) L’application linéaire canoniquement associée a A est 'application f : KP — K" dont
A est la matrice dans les bases canoniques de K? et K”.
(7i) Le noyau et I'image de A sont le noyau et I'image de son application linéaire canoni-
quement associée.

Remarque. Ainsi ker A est un sous-espace vectoriel de K? et im A est un sous-espace
vectoriel de K".

Exemple 3. Déterminer le noyau et I'image de : A = (g ?j ;))
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Chapitre B11. Matrices et applications linéaires II. Représentations matricielles

Remarques.
(i) L’image de A est le sous-espace vectoriel engendré par ses colonnes.
On le simplifie en effectuant des opérations élémentaires sur les colonnes.
(7i) Le noyau de A est I'ensemble de solutions du systéme homogene AX = 0.
On le calcule en effectuant des opérations élémentaires sur les lignes.

Théoréme du rang. Soit A une matrice a p colonnes. Alors :

Démonstration. Soit f I'application linéaire canoniquement associée a A. Alors f est une
application de K? dans K", ou n est le nombre de lignes de A :

f:KF — K"
D’apres le théoreme du rang :
dimker f + dimim f = dim K”
Ceci donne bien la formule voulue car ker A = ker f et im A = im f. O

Définition. Soit A une matrice de taille (n,p). Le rang de A, noté rg A, est la dimension
du sous-espace vectoriel de K™ engendré par les colonnes de A.
Remarque. Le rang de A est donc la dimension de son image : rg A = dimim A.

C’est aussi le rang de 'application linéaire f : KP — K" canoniquement associée a A.

Corollaire. Soit A une matrice carrée de taille (n,n).
(i) S’il existe une matrice B telle que BA = I,, alors A est inversible et B est son inverse.
(ii) S’il existe une matrice B telle que AB = I,, alors A est inversible et B est son inverse.

Démonstration.
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Chapitre B11. Matrices et applications linéaires II. Représentations matricielles

Proposition. Une matrice triangulaire est inversible si et seulement si tous ses coeffi-
cients diagonauxr sont non-nuls.

L’inverse d’une matrice triangulaire supérieure (resp. inférieure) inversible est une ma-
trice triangulaire supérieure (resp. inférieure).

Démonstration. Soit n € N. Un matrice carrée de M,,(K) est inversible si et seulement si
elle est de rang maximal, i.e., elle possede n pivots.
Une matrice triangulaire supérieure possede n pivots si et seulement si tous ses coeffi-
cients diagonaux sont non-nuls, donc elle est inversible si et seulement si ses coefficients
diagonaux sont non-nuls.
Démontrons que dans ce cas la matrice inverse 7! est triangulaire supérieure.
On sait que le produit de deux matrices triangulaires supérieures est triangulaire supé-
rieure, donc 'application

F i Ta(K) — To(K)

M —TM

est bien définie. Elle est linéaire car la multiplication matricielle a gauche est linéaire.
Son noyau est réduit a I’élément nul. En effet, si TM = 0,, alors T-'TM = 0,, donc
M =0,.

Ainsi f est injective. Or ¢’est un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie,
donc elle est surjective par corollaire du théoréme du rang.

La matrice identité est triangulaire supérieure, donc elle appartient a 'image de f. Il
existe donc S € T,(K) tel que f(S) = I, i.e., T'S = I,.

En multipliant & gauche par T-! on obtient S = T7!, et donc T~! est triangulaire
supérieure.

On démontre les mémes résultats dans le cas ou 7" est triangulaire inférieure en considérant
ET, qui est alors triangulaire supérieure. 0

Corollaire. Une matrice diagonale D = diag(Ay, ..., \,) est inversible si et seulement si
tous les \; sont non-nuls.

Son inverse est alors D71 = diag()\fl, ey )\;1)
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Chapitre B11. Matrices et applications linéaires ITI. Changement de base

III. Changement de base

A. Matrices de passage

Définition 1. Soit B et B’ deux bases de E.

La matrice de passage de B a B’ est la matrice notée Pgp dont les colonnes sont les
coordonnées des vecteurs de B’ dans la base B.

Exemple 4. Dans E = R?, soit u; = (2,1) et uy = (5, 3).
On note B, la base canonique de E et B = (uy, us). Cette famille est bien une base de FE.
La matrice de passage de B. a B est alors :

Remarque. La matrice de ’exemple ci-dessus est la matrice de passage de la base cano-
nique a la base B. C’est un cas fréquent :

La matrice de passage de la base canonique de K" a une base B est la matrice Py 3 dont
les colonnes sont les vecteurs de B.

Exemple 4 (suite). Le vecteur u = (5,3) a pour coordonnées (5,3) dans la base cano-
nique, et (0,1) dans la base B. Or on constate que :

Définition 2. La matrice de passage de B a B’ est la matrice de I'identité dans les bases

B et B:
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Chapitre B11. Matrices et applications linéaires ITI. Changement de base

Proposition. Soit u un vecteur de EE, X et X' ses représentations matricielles dans les
bases B et B' respectivement. Soit P la matrice de passage de B a B'. Alors :

Démonstration. On utilise la définition 2 :

Proposition. La matrice de passage de la base B a la base B' est inversible, son inverse
est la matrice de passage de la base B’ a la base B.

Démonstration. En effet si P est la matrice de passage de la base B a la base B, alors
P est la matrice de l'identité de E dans les bases B’ et B. Or l'identité de E est un
isomorphisme, d’inverse lui-méme. Ainsi P est inversible, et son inverse est la matrice de
Iidentité dans les bases B et B’, donc la matrice de passage de B’ a B. O

Remarque. On peut justifier de deux fagons différentes 1’équivalence :

X = PX' — X' =P'X
Exemple 4 (suite). Soit B = (u1,us) avec u; = (2,1) et us = (5, 3).
Quelle est la matrice de passage de B a B.7

Appelons @ celle-ci. Deux méthodes permettent de la calculer.

Exercices 5, 6.

Proposition (Réciproque de la précédente). Soit P une matrice inversible de taille
(n,n). Alors les colonnes de P forment une base de K", et P est la matrice de passage de
la base canonique de K" a cette base.

Remarque. Ainsi les matrices de passage sont les matrices inversibles.

Démonstration. Soit f I’endomorphisme de K" canoniquement associé a P. Comme P est
inversible alors f est un isomorphisme.

L’image d’une base par un isomorphisme est une base. Or les colonnes de P sont les
images par f des vecteurs de la base canonique de K", donc elles forment une base de K".

Par définition P est la matrice de passage de la base canonique a cette base. U
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Chapitre B11. Matrices et applications linéaires ITI. Changement de base

B. Théorémes

Théoréme de changement de base. Soit f : E — F une application linéaire, By et B}
deuz bases de E, By et B, deux bases de F. Alors :

Démonstration. Comme f = Idp o f o Idg alors I’égalité matricielle s’écrit en considérant
les bonnes bases aux bons endroits.

Corollaire. Soit f : E — E un endomorphisme. Soit B et B deux bases de E. Soit P
la matrice de passage de B a B', A la matrice de f dans la base B et A’ la matrice de f
dans la base B'. Alors :

Remarque. De maniére équivalente :

On a multiplié & gauche par P! et a droite par P.

Démonstration. Il s’agit d'un cas particulier du théoreme précédent. 0

Exemple 4 (suite). On note f ’endomorphisme défini par :
f: R? — R?
(x,y) — (z — 10y, 3z — 10y)

> Exercice 7.
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Chapitre B11. Matrices et applications linéaires ITI. Changement de base

C. Matrices équivalentes

Définition. Deux matrices A et B de taille (n,p) sont dites équivalentes s’il existe deux
matrices inversibles P et () telles que A = PBQ.
Remarques.

(1) 1l s’agit bien d’une relation d’équivalence.

(ii) D’apres le théoreme de la partie précédente deux matrices représentant la méme
application linéaire sont équivalentes.

La réciproque est vraie également.
Proposition. Soit A et B deux matrices de taille (n,p).
Soit f Uapplication linéaire canoniquement associée a A.
Si A et B sont équivalentes alors il existe une base By de KP et une base By de K™ telles

que B est la matrice de f dans les bases By et Bs.

Démonstration. On note C; et Cs les bases canoniques de K? et de K™. Alors A = Me, ¢, (f).

Comme B est équivalente a A alors il existe deux matrices inversibles P et () telles que
A = PBQ. Ceci s’écrit aussi B = P~1AQ L.

Comme (Q est inversible alors Q! est définie. Soit B; la famille des vecteurs-colonnes de
Q. Alors Q7' = Me,(B;). Comme Q! est inversible alors B; est une base de KP, et
Q! est la matrice de passage de la base C; a la base B;.

Soit By la famille des vecteurs colonnes de P. Alors P = M, (B2). Comme P est inversible
alors By est une base de K", et P est la matrice de passage de la base Cs a la base B;.

D’apres le théoreme de changement de base :

P_IAQ_l - MC232 (IdF>MC1C2<f)M81C1 (IdE) - MB1B2<f)

Comme B = P7'AQ™! alors B est la matrice de f dans les bases B; et Bs. d

Définition. Soit r est un entier plus petit que n et que p alors on note :

Rappel. Le rang d'une matrice est la dimension de I'espace vectoriel engendré par ses
colonnes. En particulier J,,,, est de rang 7.

Théoréme. Soit A une matrice de taille (n,p).

Alors A est de rang r si et seulement si elle est équivalente a Jy,,.

Corollaire (Caractérisation des matrices équivalentes par le rang).

Deux matrices de méme taille sont équivalentes si et seulement si elles ont méme rang.
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Chapitre B11. Matrices et applications linéaires IIT. Changement de base

Lemme. Soit E et F' deux espaces vectoriels de dimensions finies, et f : F — F une
application linéaire.

St f et de rang r alors il existe une base By de E et une base By de F telles que la matrice
de f dans ces bases est Jypr.

Démonstration.
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Chapitre B11. Matrices et applications linéaires ITI. Changement de base

Démonstration du théoréme. Soit f l'application linéaire canoniquement associée a A.
Par définition 'image de A est 'image de f, donc le rang de la matrice A est le rang de
I’application linéaire f.

Supposons que A est de rang 7.

D’apres la proposition précédente il existe une base By de KP et une base By de K" telle
que la matrice de f dans ces bases est J,,-. En notant P et () les matrices de changement
de base on a A = PJ,,,Q avec P et () inversibles, donc A est équivalente a J,,.

Réciproquement, supposons que A est équivalente a J,,,.
Alors il existe deux matrices inversibles P et @ telles que A = PJ,,, Q.

On note ¢, g et ¢ les applications linéaires canoniquement associées a P, J,,. et @
respectivement. Alors f = @ o go1.

De plus ¢, 1 sont des isomorphismes car P et () sont inversibles. Donc rg f = rg g car le
rang est invariant par composition avec un isomorphisme.

Par définition le rang de g est le rang de J,,,, donc g est de rang r, puis f est de rang 7,
et finalement A est de rang r. O

Démonstration du corollaire. Soit A et B deux matrices de méme taille.

Si A et B sont de méme rang r alors elles sont toutes les deux équivalentes a la matrice
J,, donc par transitivité elles sont équivalentes.

Réciproquement, si A et B sont équivalentes, comme A est équivalente a la matrice J,. ou
r =rg A, alors par transitivité B est équivalente a la matrice J,., et donc B est de rang r
également. 0

Remarques.

(i) Ainsi le rang d’une application linéaire est le rang de sa matrice dans n’importe
quelles bases.

(7i) De plus, les classes d’équivalence des matrices de taille (n,p) sont en bijection avec
I'ensemble {0,...,m} ou m = Min {n, p}.
Elles sont représentées par les matrices Jyp0, - - . , Jrpm-

D. Matrices semblables

Définition. Deux matrices carrées A et B de taille (n,n) sont dites semblables s'il existe
une matrice P inversible telle que A = PBP~L.

Remarques.
(1) La relation de semblance est une relation d’équivalence.

(77) Si deux matrices sont semblables alors elles sont équivalentes, mais la réciproque (si
elle est définie) est fausse en général.

(777) Deux matrices sont semblables si et seulement si elles représentent le méme endomor-
phisme de K™ dans deux bases différentes.
En effet, si f est 'endomorphisme canoniquement associé a A, et B est semblable a
A alors il existe P inversible telle que A = PBP~.
Comme P est inversible alors P est la matrice de passage de la base canonique a la
base B formée par ses colonnes. Alors B est la matrice de f dans la base B.
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Proposition. Deux matrices semblables ont méme trace.

Démonstration. Si A = PBP~! alors la relation tr (M N) = tr (NM) donne :

Les matrices semblables A et B ont bien méme trace. O
1 —10

Exemple 4 (suite). Les matrices A = <3 10

) et A = <_§ _g) sont semblables.

Exemple 5. On considere des matrices de taille (2,2).
a. Démontrer que les matrices F1; et Fs sont semblables, de méme que Ei5 et Fo;.
b. Les matrices F;; et Ei5 sont-elles semblables ?

c. Les matrices EFy et 2E;5 sont-elles semblables ?

> Exercice 8.

E. Trace d’'un endomorphisme

Définition. Soit E un espace vectoriel de dimension finie, et f un endomorphisme de F.
On appelle trace de f et on note tr f la trace de la matrice de f dans une base quelconque

de F :

Remarques.

(i) En effet la trace de la matrice de f ne dépend pas de la base choisie. Si A et B sont
deux matrices de f dans deux bases différentes alors A et B sont semblables et donc
elles ont méme trace :

trf=trA=tr (PBP_l) =trB

(7i) Si f et g sont deux endomorphismes de E alors tr(f o g) = tr(g o f).
Ceci est conséquence de la formule tr(MN) = tr(NM) pour les matrices.

Exemple 6.

(i) Si E est de dimension finie alors la trace de identité est : | tr (Idg) =
(i) Soit d : K,,[X] — K, [X] 'endomorphisme de dérivation. Alors : trd =

> Exercice 9.
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IV. Rangs

A. Pivot de Gauss

Remarque. Soit A et B deux matrices de méme taille.

On dit que A et B sont équivalentes par lignes si on peut passer de I'une a 'autre par
opérations élémentaires sur les lignes.

Ceci a lieu si et seulement si il existe une matrice inversible P telle que A = PB. En
effet :

» Réaliser une opération élémentaire sur les lignes d’une matrice revient a la multiplier
par une matrice d’opération élémentaire.

e Les matrices élémentaires sont inversibles, et un produit de matrices inversibles est
inversible.

o L’algorithme du pivot de Gauss montre que toute matrice inversible est produit de
matrices élémentaires, car elle est équivalente par lignes a la matrice identité.

De méme les matrices A et B sont équivalentes par colonnes si on peut passer de I'une
a l'autre par opérations élémentaires sur les colonnes, ce qui a lieu si et seulement si il
existe une matrice inversible @) telle que A = BQ).

Enfin les matrices A et B sont équivalentes par lignes et par colonnes si on peut passer
de T'une a l'autre par opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes. Ceci a lieu si
et seulement si il existe deux matrices inversibles P et () telles que A = PB(, donc si et
seulement si A et B sont équivalentes.

Proposition. Deuz matrices sont équivalentes si et seulement si elles sont équivalentes
par lignes et par colonnes. En d’autres termes les relations «équivalentesy et «équivalentes
par lignes et par colonnes» sont identiques.

Remarque. L’algorithme du pivot de gauss montre que toute matrice est équivalente par
ligne & une matrice échelonnée réduite par ligne. Appliqué aux colonnes il montre que
toute matrice est équivalente par lignes et colonnes a une matrice J,,,.

Ceci démontre de nouveau que toute matrice est équivalente a une matrice .J,,,. Comme
I’équivalence conserve le rang alors r est le rang de la matrice.

Corollaire. Les opérations élémentaire sur les lignes et les colonnes ne modifient par le
rang d’une matrice.

Démonstration. En effet, si A et B sont équivalentes par lignes et colonnes alors elles sont
équivalentes donc elles ont méme rang. O

Proposition. Les opérations élémentaires sur les lignes d’une matrice ne changent pas
son noyaau.

Les opérations élémentaires sur les colonnes d’une matrice ne changent pas son image.

Démonstration. Soit A une matrice de taille (n,p).

Soit P une matrice inversible de taille (n,n). Alors :

VX € M1 (K) AX =0 < PAX =0
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Ceci montre que ker A = ker(PA), et comme les matrices d’opérations élémentaires sont
inversibles on en déduit le premier point.

Pour toute matrice inversible @ de taille (p, p) Papplication X +— QX réalise une bijection
de M, (K) donc M (K) ={QX | X € M,1(K)}. On en déduit :

imA={AX | X e Mu(K)} ={AQX | X € M,;;(K)} =im(AQ)
Ceci permet de conclure car les matrices d’opérations élémentaires sont inversibles. [

B. Liens entre les différents rangs

Exemple 7. On définit F = ((2,1,4),(4,1,2),(4,3,3)) et :
f: R — RS

2 4 4 2¢ + 4y + 4z = ¢

A=1|11 3 S T+ y+3r=c z . Qﬁ%i?ﬁ
4 2 3 dr + 2y + 32 = ¢3 - Az +2y+ 3

Alors F est une famille de vecteurs, A est une matrice, S un systéme linéaire (quels que
soient les scalaires ¢;) et f est une application linéaire.

Par théoreme ces quatre objets ont méme rang.

Remarque. Par définition le rang d’un systéme linéaire est le nombre de pivots du
systeme échelonné réduit qui lui est équivalent.

Théoréeme. Soit :

e A une matrice,

e [ Dapplication linéaire qui lui est canoniquement associée,

e S un systeme linéaire de la forme AX = B ou B est une matrice colonne,

e F la famille des colonnes de A.

Alors A, f, S, et F ont méme rang.

Démonstration. Par définition :

rg F = dim (Vect (F)) rg A = dim(im A) rg f = dim(im f)

Comme f est 'application linéaire canoniquement associée a A alors 'image de A est celle
de f, et elle est engendrée par les colonnes de A, donc les trois rangs ci-dessus sont égaux.

Soit 7 le rang de S. Alors la matrice échelonnée réduite par lignes R équivalente par lignes
a A contient r pivots. Ses colonnes engendrent donc un espace vectoriel de dimension r.

Ainsi R est de rang r. Les opérations élémentaires ne changent pas le rang, donc A est
de rang r, et ainsi S et A ont méme rang. O

Remarque. Pour calculer le rang d'une famille de vecteurs, d’une application linéaire,
ou d’un systeme linéaire, on calcule le rang de la matrice associée.

Méthode. Pour déterminer le rang d’une matrice on utilise 'algorithme du pivot de
Gauss, il permet de se ramener a une matrice triangulaire en utilisant les opérations
élémentaires :

(Lz +— L; + OéLj) (LZ — /\Lz) avec A 7é 0 (Lz < LJ>
(Cz < Oz + OéCj) (OZ — )\OZ) avec A 7& 0 (CZ g C’])

En effet, le rang est invariant par opérations élémentaires sur les lignes et les colonnes.
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Exemple 7 (suite). On obtient
rgF=rgA=r1g(S)=rgf=

Exercice 10.
C. Propriétés

Proposition (rang maximal). Soit A une matrice, S un systéme de la forme AX = B,
f Uapplication linéaire canoniquement associée a A, et F la famille des colonnes de A.
Alors les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) A est inversible
(i1) S est un systéme de Cramer
(1i7) f est un isomorphisme
(iv) F est une base de K", ot n est le nombre de lignes et de colonnes de A.

Démonstration. Toutes ses propriétés sont déja connues, il s’agit descasn=p=r. [

Proposition. Le rang d’une matrice est égal a celui de sa transposée.

Démonstration. En effet, une matrice A de taille (n,p) est de rang r si et seulement si il
existe deux matrices inversibles P et () telles que A = PJ,,, Q.

Dans ce cas "A = 'QJpn, ' P.

Les matrices ‘@ et 'P sont inversibles car P et ) le sont, donc *A est de rang r. O

Remarques. En conséquence :

(1) Le rang d’une matrice est égal a la dimension de 'espace vectoriel engendré par ses
lignes.

(77) La transposition est aussi autorisée dans le calcul du rang d’une matrice.

D. Matrices extraites

Définition. On note I = (1,...,n) et J = (1,...,p).
Une matrice A de M,,,,(K) peut étre notée A = (aij)(ij)erx.-

On appelle matrice extraite ou sous-matrice de A une matrice (aij)(i,j)e xgr ou I’ est une
sous-suite de I et J’ est une sous-suite de J.

Ceci revient & supprimer des lignes et des colonnes de A.

1 320
Exemple. Soit A= |8 2 5 4 |. Quelles matrices ci-dessous sont extraites de A?
4 1 6 7

(%) § oo (20 () (3)

1 30
8 2 4
4 17
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Proposition. Si une matrice A est de rang r alors toute matrice extraite de A est de
rang inférieur ou égal a r.

Démonstration. On note A = (a;;) @ )erxs. Soit A" = (ai;) @ )er <y une matrice extraite
de A, avec I' C T et J CJ.

Posons Ay = (aij)(ij)crxur, ¢'est-a-dire qu’'on ne garde de A que les colonnes qui appa-
raissent dans A’. Alors A; ne contient que certaines colonnes de A et A’ ne contient que
certaines lignes de A;.

La famille des colonnes de A est de rang r car A est de rang r, donc la famille des colonnes
de A; est de rang au plus r : rg A; <rg A.

La famille des lignes de A; est de rang r; = rg A; donc la famille des lignes de A’ est de
rang au plus r : rg A’ <rg A

Par transitivité rg A’ < rg A. O
Proposition. Une matrice A est de rang r si et seulement si :

e [l existe une sous-matrice de A inversible de taille (r,r).

e Pour tout s > r aucune sous-matrice de A de taille (s,s) n’est inversible.

Ainsi une matrice est de rang r si et seulement si sa plus grande sous-matrice inversible
est de taille (r,r).

Démonstration. Supposons que A est de rang r.

Alors la famille des colonnes de A est de rang r, donc on peut en extraire une famille libre
de r colonnes.

En effet, la famille des colonnes de A est une famille génératrice de im A, par théoreme
on peut en extraire une base de im A.

Ces colonnes forment une matrice A; de taille (n,r) extraite de A, et cette matrice est de
rang 7.

La famille des lignes de A; est donc de rang r, et de méme on peut en extraire une famille
libre de r lignes.

On obtient alors une matrice A’ extraite de A, de taille (r,r) et de rang r. Cette matrice
est inversible car elle est carrée de rang maximal.

Soit s > r. Si une sous-matrice de A de taille (s, s) est inversible, alors elle est de rang s.
Ceci contredit la proposition précédente : toute sous-matrice de A est de rang au plus r.
Donc aucune sous-matrice de A de taille (s, s) n’est inversible.

Supposons maintenant que A admet une sous-matrice A" inversible de taille (r,7), et
qu’aucune sous-matrice de taille (s, s) avec s > r n’est inversible. Montrons que A est de
rang r.

La matrice A’ est inversible donc elle est de rang r. Or c¢’est une sous-matrice de A donc
r<rgA.

Supposons que rg A > r. Alors d’apres la premiere partie de cette démonstration A
admet une sous-matrice inversible de taille (s,s) avec s = rg A > r. Mais ceci est faux
par hypothese, donc rg A = r. O
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