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Intégration

Exercices de cours

@ Pour tout n € N on note :

ﬂ'tn
I, = — costdt.
o nl
Wn+1
Démontrer que : Vn €N I,| < .
d 1] (n+1)!

En déduire la limite de la suite (I,,).

@ Soit a un réel strictement positif et f un fonc-
tion continue par morceaux sur [—a, a]. Démontrer
que :

a. Si f est impaire alors : f( )dt =0
b. Si f est paire alors : f t)dt = 2/ f@)
Utiliser le changement de variable u = —t.

@ Soit f une fonction continue par morceaux sur
R et T-périodique (T > 0). Démontrer que :

Va eR /a+T t)dt:/Tf(t)dt.
a 0

@ En utilisant les sommes de Riemann, calculer :

3 1
11:/t2dt 12:/ et dt.
1 0

k
@ Calculer : nt

=1n2 + k27
@Soit I=

Vo el @(m)z/:

n
lim
wﬁ+wk

11, 400[ et :

‘1

— dt.
Int

2
Todt
a. Calculer A(x) :/ — .
» tlnt

b. Démontrer que poﬁr tout x € 1:
rA(z) < ®(z) < 2?A(x).
c. Justifier que ® peut étre prolongée par continuité
a lintervalle I = [1, +00], et que ce prolongement
est de classe C!.

d. Calculer un développement limité de ®(z) en
2 =1 a l’ordre 3.

@ Calculer les dérivées des fonctions suivantes.

2z Nz ,
fl(a:):/2 Intdt fQ(x):/l et dt

3z VT
f?,(:o:/ =Ly f4(x)=/1 1:(114.

9

Exprimer l'inégalité Taylor-Lagrange pour la
fonction exponentielle avec ¢ = 0, x = 1, a un ordre
n quelconque. En déduire :

. 1
nﬂrfoo(Hp* +3,+ —l—m)—e.

@ Calculer de deux fagons différentes :
I = / ett dt.
0

V3o
Calculer : I = / - dt.
0

t+1

Travaux dirigés

Démontrer que les suites suivantes convergent
et déterminer leurs limites.

- k - 1
—_ b. u, = _—
kZ:lnz—sz I;Sn—Qk

a. U, =

" k2 - 1
cum=d e b= e

k=1 k=0

e. <f+f+ + V/2n
Up =N 2: %5

k=n-+1 k
Sans utiliser de primitive, calculer :

C(a:):/ costdt et S(I’):/ sin t dt.
0 0

Pour tout x € Ry calculer :

F(z) /me dt.

Démontrer que la fonction F' est continue.

Pour tout n € N* on définit la fonction :
fn:[ovu — R
1

2
+ n si m < t XN
0  sinon.

ware [ (m_no)a

1
Soit f :[0,1] — R continue telle que / f =3
0

Démontrer que f admet un point fixe.

lim
n—-+4oo

Calculer
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@ Soit f : [a,b] — R continue telle que :

[r=[r=[r

En considérant une combinaison linéaire judicieuse,
démontrer que f est constante égale a 0 ou a 1.

Soit f l'application définie par :

f: R2 —R
(a,b) — / @ + b dz.
(z+1)(z—-2)

a. Démontrer que f est hnealre.

b. On pose u; = (1,1) et us = (1,—2). Démon-
trer que la famille (u;,us) est une base de R2.
Donner les coordonnées d’un vecteur quelconque
u = (a,b) dans cette base.

c. Calculer f(uq1) et f(uz).

d. Expliciter f(a,b) pour tout (a,b) € R2.

Déterminer une primitive de fy, f1 et fo ou :

1
falz) = 22 —2r+a

@ Calculer les intégrales :
T 2
dt
F(z)= | tlntdt L=/ ——
() Aﬁ " ! !A 2% — 6t +5
dx

I _/lnlO I _/1000 dt
2T In7 Chx—l - 1 2%—1

Calculer les intégrales suivantes.
°dt to 3 5
I = Iy = | t*(t°+1)°dt
- o= [ e+
1 1 2
t+3
I3 = / 3 I4 e / L dt
0o 341 o\t —2
5 d T
I :/ 7z F(x) :/ e dt
z sinz + tanx 0

1 e”
k:/(pﬁﬁa h:/)mmww
1

-1

Pour tout n € N on note :

1 £2n
h:/;—fd
o 1112

a. Démontrer que pour tout n € N :
1
S2n+ 1
En déduire que la suite (I,,) converge.
b. Calculer I, + I,,41.
c. Déterminer la limite de la suite :

+ (="

3t2+t+1

0< I,

1

=1 1+1+
" om+1

3 5

Intégrales de Wallis
Pour tout entier positif n on pose :

z
In:/ sin™t dt¢.
0

a. Calculer I et I;.
b. Démontrer que la suite (I,,) est convergente.

c. A l'aide d’une intégration par parties démontrer
que :

Yn e N (n+2)Lh42 = (n+1)1,.

d. Démontrer que la suite ((n 4 1)1 [ 41),,cy €St
constante et donner sa valeur.

e. En déduire la limite de la suite (I,)nen.

f. Justifier que :

Vn € N In+2 < In+1 < In

En déduire que les suites (I,,)nen €t (Lnt+1)nen
sont équivalentes.

T
Iy~ /=

g. Démontrer que : T

Soit ¢ : R — R une fonction continue, et :

frax— /Ox(x —t)p(t) dt.

a. Justifier que la fonction f est bien définie.

b. Démontrer qu’elle est dérivable et exprimer sa
dérivée en fonction de .

¢. Mémes questions avec la fonction :

1
g:xb—>/ o(tx)dt
0

Soit ¢ : R — R une fonction dérivable et :

Ve eR fx) = /Omap(t) cos(x — t) dt.

a. Justifier que f est dérivable.

b. Justifier que f est deux fois dérivable et déter-
miner une équation différentielle dont elle est so-
lution.

Soit a € R% et

a. Justifier que pour tout k € N :

WENA%ZE}W
k=1
k+1
kag/) t*dt < (k+ 1)~
k

b. En déduire un encadrement de S,, par deux in-
noHrl

tégrales, puis démontrer que S, ~ .
a+1

c. Retrouver ce résultat grace aux sommes de Rie-
mann.

Pour tout n € N* on pose :

1 1
n=1l— =4 ==

1
-1 n_lf.
2 3 +(=1) n

a. Expliciter la formule de Taylor avec reste intégral
pour la fonction f: z — In(1 + ) en 0.

b. En déduire que la suite (u, )nen+ converge et don-
ner sa limite.
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Pour m et n entiers positifs on pose :

1
Imn:/ (1 —t)™t™ dt.
0

Utiliser la formule de Taylor avec reste intégral pour
calculer la valeur de I,,,,.

Démontrer que :
n . a2kt
i | 2D gy | s

Lemme de Lebesgue v1
Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C!.

Vr eR

Démontrer que :

/f

Lemme de Lebesgue v2

Soit f : [a,b] — R une fonction. Démontrer que :

/f

a. Si f est constante.

sin(nt) dt —— 0.

n——+4oo

sin(nt) dt 4> 0.
——+0o0

b. Si f est en escalier.
c. Si f est continue par morceaux.

Soit f la fonction définie par :
Ry
~Jo 1+cos?t’

a. Justifier que f est bien définie sur R et impaire.

VreR

b. Justifier que f est de classe C*°, décrire ses va-
riations.

c. Soit « € [0,Z[. Calculer f(z) & l'aide du chan-
gement de variable u = tant.

™

dit

1+ cos?t
e. Démontrer que pour tout k € Z et x € R :

/'T dt
e L+ cos?t

d. En déduire la valeur de : / ’
0

= f(x — km).

Pour tout x € R* on pose :
2 t
fz) = / %dt.

a. Justifier que f est bien définie sur R*.
b. Démontrer que f est dérivable, calculer sa déri-
vée, puis décrire ses variations.

c. Soit z > 0. Justifier I’encadrement

Vit € [z, 2] e < et L e

et en déduire un encadrement de f sur R .
d. Donner un encadrement similaire de f sur R* .
e. Déterminer les limites de f en Foo.

f. Justifier que f est prolongeable par continuité en
0. On notera f la prolongement obtenu.

g. A l'aide du théoréme de limite de la dérivée, dé-
montrer que f est de classe C' en 0.

h. Donner un développement limité a ’ordre 3 de f
en 0 .

i. Tracer I'allure de la courbe de f.

Pour tout = € R% on pose :

Loae
f@:/om'

a. Justifier que la fonction f est bien définie et dé-
croissante.

b. Déterminer sa limite en +oo.
(R%)?

|z —al

c. Démontrer que pour tout (z,a) €

[f(x) = fla)| <

En déduire que f est continue.

xra

d. Démontrer que f est dérivable et donner sa dé-
rivée.
Indication : deviner quelle fonction g convien-
drait pour f' et démontrer que f est dérivable de
dérivée g.
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