Lycée Bellevue — Toulouse 3 mars 2025
MPSI — Mathématiques

Corrigé du Devoir a la Maison n°10

Partie A.
1. Soit P, la propriété :
P, est de degré 2n + 1 et son coefficient dominant est (—4)".

On démontre par récurrence double que cette propriété est vraie pour tout n € N.

Initialisation. Comme Py = X et P, = —4X3 + 3X alors les propriétés Py et P; sont
vrales.

Hérédité. Supposons que pour un certain n € N les propriétés P,, et P,,11 sont vraies.

Le polynéme P, est défini par :
Py =2(1-2X*)P,.y — P, = —4X*P,,1 +2P,,, — P,
Par hypothese de récurrence P, est de degré 2n + 3 et P, est de degré 2n + 1, donc :
deg (—4X?Po1) =2n+5  deg(2P1) =2n+3  deg(—P,) =2n+1
Le premier de ces degrés est strictement supérieur aux deux autres, donc par propriété :
deg (—4X2Poy1 +2Puj1 — Po) = deg (—4X?P, 1) =20+ 5

Ainsi P, ;4 est de degré 2n + 5.

De plus, le coefficient dominant de P, 1 est de (—4)"™! par hypothése de récurrence,
donc celui de —4P,,; est (—4)”*2. Les polynomes 2P, et —P, sont de degrés stricte-
ment inférieurs & 2n + 5, donc le coefficient dominant de P, 5 est (—4)""2.

La propriété P, .o est donc vraie.

Nous avons démontré que la propriété P, est héréditaire.

Conclusion. Par récurrence double la propriété P, est vraie pour tout n € N*.
2. (a) Pour tout n € N on note P,, la propriété :

VteR P,(sint) = sin ((2n + 1)t)

On démontre par récurrence double que cette propriété est vraie pour tout n € N.

Initialisation. Comme Py = X alors Py(sint) = sint. Or sin((2n + 1)t) = sint pour
n = 0, donc la propriété P, est vraie.

D’apres les formules de trigonométrie, pour tout t € R :
sin 3t = sin(2t + t) = sin(2t) cost + sin t cos(2t)
= 2sintcos’t + sint(1 — 2sin’t)

= 2sint — 2sin®t +sint — 2sin®t = 3sint — 4sin’¢

Comme P; = 3X — 4X? alors Pi(sint) = sin(3t), donc la propriété P; est vraie.
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Hérédité. Supposons que pour un certain n € N* les propriétés P,,_, et P, sont
vraies, i.e., P,_1(sint) = sin ((2n — 1)t) et P,(sint) = sin ((2n + 1)t).
Par définition de la suite (P,) :

Poi1=2(1-2X*P, - P,_,
Ceci donne :
P, (sint) = 2(1 — 2sin? t) sin ((2n 4 1)t) —sin ((2n — 1))

= 2cos(2t) sin ((2n + 1)t) — sin ((2n — 1)t)
= sin ((2n + 3)t) 4+ sin ((2n — 1)t) —sin ((2n — 1)) = sin ((2n + 3)t)

On a utilisé la formule :
cosasinb = L (sin(a + b) + sin(a — b))

Ainsi P, 41 (sint) = sin ((2n + 3)t), donc la propriété P, est vraie.
L’hérédité est établie.

Conclusion. Par récurrence double on a démontré que :
VneN VteR  P,(sint) =sin((2n+ 1)t) (1)

(b) Pour ¢t = 0 et n € N quelconque la relation ci-dessus donne P,(0) = 0, donc 0 est
racine de P,.

Ceci implique que X divise P,.
Il existe donc @,, € R[X] tel que P, = X@,,.

3. (a) Les fonctions polynomiales et la fonction sinus sont dérivables, donc par composition
les fonctions ¢t — P,(sint) et ¢ — sin ((2n + 1)t) sont dérivables. La relation du (1)
donne par dérivation :

vVt e R cost P! (sint) = (2n + 1) cos ((2n + 1)t)

Pour t = 0 on obtient P/ (0) = (2n + 1).
(b) On dérive de nouveau la relation précédente :

VteR —sint P! (sint) + cos®t P’ (sint) = —(2n + 1)?sin ((2n + 1)t)
On peut écrire ceci sous la forme :
VteR (1 —sin’t)P/(sint) —sint P/ (sint) + (2n + 1)*P,(sint) = 0
La fonction sin : R — [—1, 1] est surjective donc :
Ve e[-1,1] (1 —2®)P/(z) —zP.(z)+ (2n + 1)?P,(x) =0
Le polynéme nul est le seul polynéme admettant une infinité de racines, donc :

(1-X*)P/ -~ XP +(2n+1)*P, =0 (2)
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(c) On rappelle que P,(0) =0 et P/(0) = (2n + 1).
La relation (2) donne par spécialisation en 0 :  P”(0) =0

Puis par dérivation :
(1 - X%PP(0) —3XP/ +4n(n+1)P. =0

La spécialisation en 0 donne : P (0) = —4n(n + 1)(2n + 1)
Comme P, = X(@Q, alors :

Pr=Qu+XQ, P/=20,+XQ; PP =307+XQ
Les spécialisations en 0 donnent :
Qn(0) = P,(0) = (2n+1)  Q,(0)=3P/(0)=0
Qn(0) =LiP3(0) = —4n(n+1)(2n + 1)
4. (a) D’apres la question 3a :
P,(sint) =0 = sin((2n+1)t) =0

Donc :
P,(sint) =0 = Cn+1t=kr  avec keZ

L’ensemble des solutions de 'équation P,(sint) = 0 est donc :

km
S”_{2n+1 | kez}

(b) Soit = une racine de P, appartenant a Uintervalle [—1, 1].

La fonction sin : R — [—1, 1] est surjective, donc il existe ¢t € R tel que « = sint.
Comme P,(z) = 0 alors P,(sint) = 0, et d’apres la question précédente il existe

k € Z tel que t = 25_’;1.

Les racines de P, appartenant a l'intervalle [—1, 1] sont donc les sin (2511) ou k est

un entier.
(c) Soit k un entier. Si k € {—n,...,0,...n} alors —n < k < n donc :

nmw < km < nmw . T - km - T
— uis —— < —— < =
m+1 Son+1 Son+1 P 2 S+l 2
La fonction sinus est injective sur [—g, g} Comme les entiers k& compris entre —n
km

et n sont distincts alors les réels sin ( ) sont distincts.

2n+1
Or ils sont au nombre de 2n + 1, et le polynoéme P, est de degré 2n + 1, donc il ne

peut avoir plus de 2n + 1 racines. Ainsi les sin (2 :11) sont toutes les racines de P,.

L’ensemble des racines de P, est finalement {sin (2SL> ’ —n<k< n}

(d) Connaissant toutes les racines de P, et son coefficient directeur on peut écrire sa
forme factorisée :

P, = (—4)" ﬁ (X —sin (5271)).

k=—n
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Partie B.
1. (a) Les éléments de I'ensemble D sont différents de tous les «; donc :

VeeD  |f(z)] > 0.

Ceci montre que la fonction ¢ : x +— In|f(x)| est bien définie sur D.

La fonction f est polynomiale donc dérivable. Elle ne s’annule pas sur D donc la
fonction | f| est dérivable par composition, puis g est dérivable.

. . 7 . 7 . /7 4
Si u est une fonction dérivable ne s’annulant alors la dérivée de In |u| est .

On obtient donc pour tout z € D = ¢'(x) = J;/((f)).

De plus, comme f(z) = ANz —ay) -+ (x — «,) alors :

g(z) =1n <|)\| Iz - ai\> =In|Al+ ) Injz — .
i1

i=1

Par dérivation :

Ve € D f'(z) = zn:

(b) On applique le résultat précédent a la fonction f(z) = Qn(x).
Comme P, = X(@Q,, alors :

Ve e R Qn(z) =(-9)" ] (x — sin (2511))
kk:;é_on
Comme sin (2271”1) = —sin (25_’;1) alors :

Ve eR Qu(z) = (—4)"I1 (oc — sin (2511)) (x + sin (2511))

k=1

On note D = R\ {:I:sin (2511) ’ k=1... ,n}. D’apres le résultat de la question
précédente :

Qulz) ¢ 1 1
vreb Qn(z) ,;(x—sin(k”)+x+sin(k” ))

= 2n+1 2n+1
" 2x

2 2 km ’
k=1 7 — Sl (2n+1>

Il s’agit bien du résultat attendu.
(c) Les fonctions ci-dessus sont dérivables et par dérivation :
rep B - Q) _ g 2t —sind () 4
Q7 () k=1 (332 — sin? ( km ))2
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On sait que @Q’,(0) = 0. Pour x = 0, en divisant par —2 la relation ci-dessus donne
I’égalité souhaitée :

Q)
1;::1 sin’ (2511) 2Qn(0)

2. (a) La fonction f est supposée dérivable sur U'intervalle [0, z] donc :

e [ est continue sur [0, z],
e f est dérivable sur |0, x|,
« Pour tout t €]0,z[: 0< f/(t) <z~
D’apres I'inégalité des accroissements finis :
0(z = 0) < f(z) = f(0) < a(z - 0).
Ceci donne bien le résultat attendu : 0 < f(z) — f(0) < 2*L.
(b) La fonction h :  — sinz — z + %3 est de classe C*°, ses premieres dérivées sont :
2

Ve e R h’(a:):cosx—l—l—% h'(z) = —sinz +x

h"(z) = —cosz + 1 W (z) = sinz.
On sait que : Vt € {0, g} 0 <sint < ¢t.

Ceci donne, pour z € [O, g} fixé: Vtel[0,z] 0<hP() <t

La fonction h" est dérivable, donc en appliquant le résultat de la question précé-

dente :
0 < hm(l'> _ h///(o) < $2.

Comme h”'(0) = 0 alors : 0 < A" (z) < 22
Ce résultat est valable pour tout = € {0, g}

On reproduit ceci pour 2" puis A et enfin h, comme h”(0) = A'(0) = h(0) = 0 alors
on obtient successivement :

0< ' (z) <a® 0< A (z) <at 0 < h(z) < 2°.

Ceci montre que :

h
vxe}o,ﬁ] 0< M@)o
2 x3
. , . h(z) 5
Par théoréme d’encadrement  lim —= =0 et donc: h(z) = o(z”).
T— €T
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3. Pour tout x € }O,g on peut écrire sinx = x — %3 + h(zx), ou h est la fonction définie
dans la question précédente.

On en déduit, pour tout z € }O, g} :

1 1 2?—sin*z  (z—sinz)(z+sinz)

o)=L L _aosnte .
sinz 22 x2sin? x x2sin® x

(% = h(@)) (20 — & + h(z))
T2 (x — ”%3 + h(x))Q

(1= Sh@) x2(1- B+ 2h) 1 (1-6"2)(1- % 4 21)
71— 2 + (@)’ 3 (-2 ety
Comme % — 0 alors  lim p(z) = 3.

Cette limite est finie donc ¢ est prolongeable par continuité en 0.

La fonction ainsi prolongée est continue sur {O, g}
Une fonction continue sur un segment est bornée, donc ¢ est bornée sur {O, g}

A fortiori la fonction ¢ est bornée sur }O, g}
4. On note M la borne supérieure de la fonction ||, bien définie en vertu de la question
précédente.

. _ km .
Soit n € N*. Pour tout k =1,...,n, comme 575 € }0, g} alors :

()| < M.

Par inégalité triangulaire :

Xn: 90(2511)
k=1

< Xfe(at)| <t ®)
=1

Or on calcule :

n e\ e 1 _(2n+1)2 L 1 _(2n+1)2"i
Z@(m) = Z(Sing( b ) (km.)Q ) - Z P ) 2 Zk:2‘

.9
k=1 k=1 1 k=1 Sl (2n+1

D’apres la question 1c de cette partie :

S = 2O _ (1t

2n+1 2

= 20Q,(0) T

On a calculé Q1(0) = —zn(n +1)(2n + 1) et Q,(0) = (2n + 1), donc I'inégalité (3)
donne :

(2n + 1)
2

2
Vn € N* gn(n +1) — Sp| < nM

™
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En divisant par n(n+ 1) :

2 2 1)? M
3 n(n+1)n? n+1
Par théoreme d’encadrement :
M (2n+1)2 2
Comme (Tﬂ) m 0 alors (n(n+1)ﬂ'2 Sn) 5

On en déduit :
2n(n+ 1)7? 2

S s
" (+o) 3 (2n+1)2 (+o0) 6

fisd

Ainsi la suite (S,) converge vers % :

J“z":o 1 w2
= k2 6
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