Lycée Bellevue — Toulouse Année 2024-2025
MPSI — Mathématiques

Chapitre B9
Applications linéaires

On note « K=R ou C
e FE. F deux espaces vectoriels sur K.

I. Généralités

A. Définition

Définitions. Une application f : F — F est dite linéaire si elle est compatible avec
I’addition et la multiplication par un scalaire :

Un endomorphisme est une application linéaire d’un espace vectoriel dans lui-méme.

Proposition (Caractérisation d’une application linéaire).

Une application f : E — F est linéaire si et seulement si

Contre-exemples.

f:R—R g:R —R
x —> x+1 r — 12

Remarque. Si f : E — F est linéaire alors

f()E = Yu € F f—'b)::

Exemple 1. Les applications f : R — R linéaires sont de la forme f(z) = ax ou a € R.
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Chapitre B9. Applications linéaires I. Généralités

Exemples et définitions.

Les applications suivantes sont linéaires.

(i) 1dentité de £ ldg: E— F
uU—u

(7i) Application nulle de F dans F E—F
u+— Op

(7ii) Homothétie de E de rapport «  h,: E — E  ouaekK

u o ou
(iv) Dérivation D: D(I,R) — F(I,R)
fr—=f
(v) Spécialisation en « fo: KX] — K ouaeK
P +— P(a)

B. Opérations sur les applications linéaires

Notations. Pour tous espaces vectoriels £ et F' on note :

L’ensemble des applications linéaires de £ dans F! :

L’ensemble des endomorphismes de E' :

Rappel. Soit f et g deux éléments de L(E, F') et A un scalaire. Alors les applications de
E dans F notées (f + g) et A\f sont définies par :

Vue B (f+9)(u) = f(u) +g(u)
(Af)(u) = A f(u)
Proposition. Les applications (f + g) et Af sont linéaires.

Proposition. L’ensemble L(E, F) muni des opérations rappelées ci-dessus est un espace
vectoriel sur K. Son élément nul Ogp )y est application nulle de E dans F.
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Chapitre B9. Applications linéaires I. Généralités

Proposition. Soit E, F' et G trois espaces vectoriels, f : E — F et g : F' — G deux
applications linéaires. Alors g o f est linéaire.

Démonstration.

Proposition. Soit E, F' et G trois espaces vectoriels. L’ application :

L(F,G) x L(E,F) — L(E,G)
(9, f) = gof

est bilinéaire.

Ceci signifie qu’elle est linéaire par rapport a chacune de ses variables :

VfeL(EF) Uapplication L(F,G) — L(E,G) est linéaire
gr—gof

Vg € L(F, Q) Uapplication L(E,F) — L(E,G) est linéaire
f—gof

On peut écrire ceci :

v(fvfl)f?) € ‘C(E7F)3

VA eK
v(g7gl792> € ‘C(F7 G)3

go(AMfi+ fa) =Ago fi)+gofe
Agr+g2)of =Mgr1of)+gaof

Démonstration. La premiere linéarité est conséquence de la linéarité de g. La seconde est
conséquence de la définition de I'application Ag; + gs. [l

Remarque. Le triplet (L(E), +, o) est donc un anneau. Il n’est pas commutatif en général.
L’élément neutre pour la loi o est Idg, noté aussi idg ou id.

On note couramment ¢f, f2, f* aulieude go f, fo f, fo---0o f.
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Chapitre B9. Applications linéaires I. Généralités

C. Isomorphismes

Définition. Un isomorphisme est une application linéaire bijective.

Proposition. Soit f : E — F une application linéaire. Si f est un isomorphisme, alors
sa réciproque [~ : F — E est linéaire (c’est donc également un isomorphisme).

Démonstration.

Proposition. Si f € L(E, F) et g € L(F,G) sont deux isomorphismes alors go [ est un
isomorphisme, et (go f)™' = f~log™!.

Définition. Un automorphisme est un endomorphisme bijectif, ou de fagon équivalente
un isomorphisme d’un espace vectoriel dans lui-méme.

L’ensemble des automorphismes de E est noté GL(E) et appelé groupe linéaire de E.

Alors (GL(FE), o) est un groupe. C’est le groupe des inversibles de I'anneau (L(E),+,0).

D. Applications linéaires et somme directe

Proposition. Soit f : E — F une application linéaire et E un sous-espace vectoriel de
E. Alors la restriction de f a E, notée fig,, est une application linéaire de E, dans F'.
De plus Uapplication de L(E,F) dans L(Ey, F) qui a f associe sa restriction a Ey est
linéaire.
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Chapitre B9. Applications linéaires [. Généralités

Démonstration. Soit (u,v) € Ff et A € K.

Alors AMu + v € E; car E; est un sous-espace vectoriel de E, et :

fie,(Au+v) = f(Au+v) par définition de la restriction
= Af(u)+ f(v) car f est linéaire
= Mg, (u) + fig,(v) car u et v appartiennent a Ej.
Ceci montre que fig, est linéaire.

De plus si f et g sont deux applications linéaires de E dans F' et \ est un scalaire alors :

Vue B (A +9)ig(u) = (Af +9)(u) = Af(u) + g(u) = Afig, (v) + g1 (u)
Ceci montre que (Af + g)g, = Mg, + 9|&,, donc 'application de restriction f +— fg, est
bien linéaire. O

Théoreme. Soit E et F' deux espace vectoriels. Soient Ey et Ey deux sous-espaces vecto-
riels supplémentaires de E. Soit f1 : By — F et fo : Ey — F deuz applications linéaires.

Alors il existe une unique application linéaire f : B — I telle que fig, = f1 et fig, = fo.

Remarque. On retient que si E; et E, sont supplémentaires dans E alors une application
linéaire de E est uniquement déterminée par ses restrictions a F et Es.

Démonstration. Si une telle application existe, alors :

\V/’Uq c E1 f(ul) = f1 (Ul) et VUQ < E2 f(UQ) = fg(’UQ)

Comme f est linéaire alors :

V(u,uz) € By X By flun +u2) = fi(ur) + fa(u2)
Ceci définit une application de E dans F' car tout élément u de E s’écrit de fagon unique
comme somme u = u; + Ug avec Uy € Ey et ug € Ey, puisque E; & Fy = E.
Démontrons qu’elle est linéaire.

Soit (u,v) € E. On note u = uy + uy et v = vy + vy avec uy et uy éléments de Eq, et vy,
vy éléments de Fs. Soit également A un scalaire.

Comme FE; et Fy sont des sous-espaces vectoriels alors Au; + us est élément de Fy et
Av1 4 v est élément de Es. De plus :

f()\u + U) = f(()\ul + ’Ul) + ()\UQ + UQ)) = fl()\ul + ’01) + fg()\UQ + ’02)
Comme fi et fy sont linéaires alors :
fQu+v) = Ai(ur) + fi(v) + Afa(uz) + fa(ve) = Af(u) + f(v)

La fonction f est donc bien linéaire. Elle est uniquement déterminée par la formule f(u; +
ug) = fi(uy) + fa(uz) d’apres le début de cette démonstration, donc la propriété est
démontrée. 0
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Chapitre B9. Applications linéaires IT. Image et noyau

II. Image et noyau

A. Définitions

Proposition. Soit f : E — F une application linéaire.
(i) Si Ey est un sous-espace vectoriel de E alors f(E)) est un sous-espace vectoriel de F'.
(ii) Si Fy est un sous-espace vectoriel de F' alors f~*(Fy) est un sous-espace vectoriel de
E.

Démonstration.

Exemples.

({0}) = B

Ce sont bien des sous-espaces vectoriels respectivement de F' et de E.
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Chapitre B9. Applications linéaires IT. Image et noyau

Définitions. Soit f : ' — F' une application linéaire.

On appelle image de f et on note im f 'ensemble :

On appelle noyau de f et on note ker f ’ensemble :

B. Propriétés

Proposition. L’image de f est un sous-espace vectoriel de F, le noyau de [ est un
sous-espace vectoriel de E.

Remarque. Caractérisation des éléments de I'image et du noyau :

Exemple 2. Soit f : R3 — R?
(may72) — (.ﬁL’ - 2y—272$— Z)
Démontrer que f est linéaire, calculer son noyau et son image.

Exercices 1, 2.

Exemple 3. Soit A une matrice fixée de taille (n, p). L’application suivante est linéaire :
[ Mpi(K) — M (K)
X — AX
Ceci est conséquence de la distributivité de la multiplication matricielle par rapport a
I’addition.
Le noyau de cette application est I’ensemble des matrices colonnes a p lignes X telles que
AX =0,1.
On en déduit que I'ensemble des solutions d’un systeme linéaire homogene est un sous-
espace vectoriel de KP, ceci en identifiant K? et M, (K) grace a I'isomorphisme évident
K?P — M, (K).
Exemple 4. L’application suivante est bien définie et linéaire :
f:C®R) — C*(R)
y —y" + 5y — 6y
On en déduit que I’ensemble des solutions de 1’équation différentielle homogene :
y'+5y —6y=0

est un sous-espace vectoriel de C*°(R). En effet, c’est le noyau de f.
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Chapitre B9. Applications linéaires IT. Image et noyau

Théoréeme. Soit f : E — F une application linéaire. Alors :
(i) [ est injective si et seulement si ker f = {0g}.
(ii) f est surjective si et seulement si im f = F'.

> Exercice 3.

Démonstration.

C. Application : systémes et équations différentielles linéaires

Propositions.
(i) L’ensemble des solutions d’un systéme linéaire homogéne da p inconnues est un sous-
espace vectoriel de KP.
(ii) Soit I un intervalle, et a : I — K une fonction continue.
L’ensemble des solutions de [’équation différentielle homogeéne

y —alt)y =0
est un sous-espace vectoriel de C*(I,K).

(iii) Soit a, b, c trois scalaires.
L’ensemble des solutions de [’équation différentielle homogéne

ay” +by +cy=0

est un sous-espace vectoriel de C*°(R,K).
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Chapitre B9. Applications linéaires IT. Image et noyau

Démonstration.

(1) Soit S un systéme linéaire homogene de n lignes a p colonnes. Soit A la matrice qui
lui est associée. Alors la représentation matricielle de ce systeme est AX = 0, ou 0
est la matrice colonne nulle a n lignes.

L’application f : Mp;(K) — M,,;(K) est linéaire. En effet :
X — AX

V(X1, Xo) € M, (K> VAeK

Donc le noyau de f est un sous-espace vectoriel de M, ;(K).
L’application
Op KP — M, 1(K)
L1
(1,...,2p) —

P
est un isomorphisme (dit canonique).
L’ensemble des solutions du systeme linéaire S est ¢, !(ker f).

C’est donc un sous-espace vectoriel de KP, car image réciproque d’un sous-espace
vectoriel par une application linéaire.
(7i) L’application
f:CYI,K) — C°(I,K)
y —y —a(t)y
est linéaire car elle est combinaison linéaire de I'application de dérivation y +— 1/ et
de 'homothétie y — a(t)y, qui sont linéaires.
L’ensemble des solutions de 1’équation différentielle 3y’ — a(t)y = 0 est le noyau de
cette application, donc c¢’est un sous-espace vectoriel de C'(7,K).
(#ii) L’application
f:C*R,K) — C*(R,K)
y — ay” +by +cy
est linéaire car elle est combinaison linéaire des applications y — ", y — ¥ et
y — vy, qui sont linéaires. En effet la dérivation seconde est composée deux fois de
I’application de dérivation.
L’ensemble des solutions de 1’équation différentielle ay” + by’ + cy = 0 est le noyau
de cette application, donc c¢’est un sous-espace vectoriel de C* (R, K). U

Proposition. Soit f : E — F une application linéaire, et b un élément de F'.

Alors l'ensemble des solutions de l’équation f(u) = b d’inconnue u € E est soit vide, soit
un sous-espace affine de E de direction ker f.

Remarques. Une équation de la forme f(u) = b est appelée équation linéaire.

La proposition ci-dessus donne en particulier les résultats suivants :
(i) L’ensemble des solutions d’un systéme linéaire est soit vide, soit un sous-espace affine
dirigé par 'ensemble des solutions du systeme homogene associé.
(77) L’ensemble des solutions d'une équation différentielle linéaire est un sous-espace affine
dirigé par I'’ensemble des solutions de I’équation homogene associée.
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Chapitre B9. Applications linéaires ITI. Formes linéaires

Démonstration. Supposons que I'ensemble des solutions de 1'équation f(u) = b est non-
vide. Il contient alors un vecteur u; de E.

Pour tout autre vecteur u de E on peut écrire :

flwy=b = [f(u)=f(w)
— f(u) = f(ur) =0p
“— flu—uy)=0p car f est linéaire
= u—up € ker f
= u € uy + ker f

Ceci montre que I'ensemble des solutions de ’équation f(u) = b d’inconnue u € E est
I’ensemble u; + ker f, qui est bien un sous-espace affine de E dirigé par ker f. 0

IT1. Formes linéaires

A. Définition et exemples

Définition. Une forme linéaire est une application linéaire de E dans K.

Exemple 5.
(i) Soit f : R} — R
(x,y,2) — ©— 2y + 5z
Alors f est linéaire.

(i) Spécialisation d’un polynéme, d’une fonction, ou d’une suite :

K[X] — K FR,R) — R RY — R
P —— P(5) f— f(3) (up) — ug
(17i) Par composition I'application suivante est une forme linéaire :
C'R,R) — R
f—f(2)

Proposition. Soit B = (eq,...,e,) une base de E. Alors pour tout i = 1,...,n Uappli-
cation qui a un vecteur de E associe sa i-eme coordonnée dans la base B est une forme
linéaire :

Définition. Ces formes linéaires sont appelées formes coordonnées relativement a la base
B et notées (€])1<i<n-

Exemple. Soit p € N*. Les formes linéaires coordonnées selon la base canonique de K?
sont, pour tout 1 =1,...,p:
er: KP — K
(T1,...,2p) — ;
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Chapitre B9. Applications linéaires ITI. Formes linéaires

Démonstration. Soit u et v deux vecteurs de F, de coordonnées respectives (Aq,...,\,)
et (p1,. .., n) dans la base B. Soit a un scalaire. Alors :

au+v=a(ler + -+ A\ep) + (puer + -+ + pinen)

= (@A +p)er + -+ (@A + pn)en
Ceci montre que les coordonnées de avu 4+ v dans la base B sont (aA; + p1, . .., X, + i),
et donc :

ef(au+v) = a\ + p; = ae;(u) + el (v)
L’application e est linéaire. Comme ses valeurs sont des scalaires elle est bien une forme
linéaire. O
Proposition. Soit p € N*. Toute forme linéaire f : KP — K est de la forme :
[z, xp) = a1z + - + apxy

ot ay,...,a, sont des scalaires.

Remarque. On constate que f est I'application aje] + - -+ + a,€;,.

Une combinaison linéaire d’applications linéaires est linéaire donc f est une forme linéaire.

Démonstration. Soit f : K?» — K une forme linéaire. Soit (ey,...,e,) la base canonique
de KP. On note a; = f(e;) pour tout ¢ = 1,...,p. Les a; sont donc des scalaires.
Soit u un vecteur de K” de coordonnées (z1, ..., z,) dans la base canonique :

U =1x1€1 + -+ Tpep

Par linéarité :
f(“) - I1f<€1) + -+ xpf(ep) = a1 + -+ a7z,

Ceci est bien le résultat annoncé. O

B. Applications a valeurs dans K"

Définition. Soit f : £ — K" une application. Pour tout v € E et i € {1,...,n} on note
fi(u) la composante d’indice ¢ de f(u), i.e., fi(u) est un scalaire et :

L’application f; : E — K est appelée composante de f d’indice 7.

Proposition. Une application f : E — K" est linéaire si et seulement si toutes ses
composantes f; sont linéaires. (Ce sont alors des formes linéaires.)

Exemple. L’application f : R? — R? définie par
V(z,y) €R®  f(x,y) = (4x + 3y, 2 — 5y)

admet pour composantes :

Ces deux applications sont des formes linéaires car elles sont de la forme (z,y) — ax + by,
donc par propriété f est linéaire.
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Chapitre B9. Applications linéaires ITI. Formes linéaires

Démonstration. Soit (e, ..., e,) la base canonique de K". Alors les f; sont les composées
el o f. On sait que les e} sont linéaires. Par composition, si f est linéaire alors les f; sont
linéaires.

Réciproquement, supposons que les f; sont linéaires.

Soit u et v deux vecteurs de E et A un scalaire. Alors :

fAu+v) = (itdu+v),..., fu(Au+v))
= (Mfi(uw) + fi(v),.. ., Afu(w) + fu(v)) par linéarité des f;
= Af1(u), ., fulw) + (f1(0), ., ful0))
= Af(u) + f(v)
Ceci montre que f est linéaire. 0

Remarque. Les deux propositions précédentes montrent que toute application linéaire
de K? dans K™ (ou p et n sont deux entiers naturels non-nuls) est de la forme :

flxr, .. 2p) = (@ + - -+ apTp, - o A1 @1 + -+ + Appy)

ou les a;; pouri=1,...,net j =1,...,p sont des scalaires.

Ceci correspond a la multiplication matricielle a gauche :

ma : My (K) — M1 (K)
X — AX

ou A est la matrice (a;;)1<i<n, de taille (n,p).
1<isp

Plus précisément, si on note ¢, I'isomorphisme canonique de K" dans M,,;(K), qui a un
vecteur (x1,...,x,) associe la matrice colonne contenant les x;, alors f = ¢, Lomyo ©p-

Nous avons démontré que toute application linéaire de K? dans K™ est donnée par une
matrice de taille (n, p).

C. Droites et hyperplans

Définition. Une droite vectorielle est un sous-espace vectoriel engendré par un vecteur
non-nul.

Remarque. Si ug est un vecteur non-nul d’une droite vectorielle D, alors il engendre D :
D = Vect (uyg).

Exemple. Toute droite de K? est de la forme :
D ={(Aay,...,Aa,) | A € K}

ou u = (ay,...,a,) est un vecteur non-nul de K”.
Définition. Un hyperplan de F est le noyau d’une forme linéaire non-nulle de E.

Remarque. Soit H un hyperplan de E. Alors il existe ¢ : E — K linéaire telle que
H = ker p. En particulier H est un sous-espace vectoriel de F.
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Chapitre B9. Applications linéaires ITI. Formes linéaires

Exemple. Un hyperplan de K? est un ensemble d’équation :
ayry + - +apry, =0
ou les a; sont des scalaires non tous nuls.
Si p = 2 il s’agit d’une droite vectorielle, si p = 3 il s’agit d’un plan vectoriel.
Proposition. Soit H un hyperplan de E.

Alors 1l existe une droite vectorielle supplémentaire de H dans E.

Plus généralement toute droite vectorielle non contenue dans H est supplémentaire de H
dans E : Si D ¢ H alors E=H & D.

Démonstration. Comme H est un hyperplan de E alors il existe une forme linéaire ¢ :
E — K non-nulle dont H est le noyau.

Comme ¢ est non-nulle alors il existe uy € E tel que p(ug) # 0.

Posons D = Vect (ug). Comme ¢(ug) est non-nul alors ug est non-nul, et donc D est une
droite vectorielle.

Démontrons que H et D sont supplémentaires dans F.

Les points () et (ii) montrent que H et D sont supplémentaires dans £ : E=H & D

Si maintenant D est une droite vectorielle non incluse dans H alors elle contient un vecteur
up n’appartenant pas H, donc tel que ¢(ug) # 0. On peut donc appliquer ce qui précede :
H et D sont supplémentaires dans F. 0
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Chapitre B9. Applications linéaires ITI. Formes linéaires

Proposition. Soit D une droite vectorielle de E. Alors tout supplémentaire de D dans
E est un hyperplan de E.

Démonstration. Soit H un supplémentaire de D dans F.

Comme D est une droite vectorielle alors elle est engendrée par un vecteur non-nul wug.
Celui-ci forme une base de D. La forme coordonnée uf est alors une forme linéaire de D
dans K, qui au vecteur u = Aug associe \.

Notons ¢ : D — K cette application linéaire, et o : H — K l'application nulle de H
dans K.

Comme F = D & H alors il existe une et une seule application linéaire ¢ : £ — K dont
la restriction a D est ¢; et la restriction a H est .

Soit u un élément de E. Alors u se décompose dans la somme F = D @& H en somme
u = AMug+ v avec A € K et v € H. Par définition de ¢ :  ¢(u) = v1(Aug) + 2(v) = A

Ceci montre que @(u) est nul si et seulement si A = 0, donc si et seulement si u € H.
Ainsi H = ker ¢.
Or ¢ est une forme linéaire, non-nulle car p(ug) = 1, donc H est un hyperplan. O

Proposition. Soit ¢ et ¥ deux formes linéaires. Si kerp = kert alors ¢ et i sont
proportionnelles, i.e., il existe A € K* tel que ) = \p.

Remarque. Ainsi, pour tout hyperplan H de FE, les formes linéaires dont H est le noyau
sont proportionnelles.

Par exemple si un plan vectoriel de R admet pour équation ax + by + cz = 0, alors ses

équations sont toutes de la forme \ax + \by + Acz = 0 avec \ # 0.

Démonstration. Si ¢ est nulle alors son noyau est E tout entier. Comme ker ¢ = ker ¢
alors ¢ est nulle également, donc ¢ et ¥ sont proportionnelles.

Supposons que ¢ est non-nulle. Alors ker ¢ est un hyperplan que 1’on note H.
Il admet une droite vectorielle supplémentaire D, engendrée par un vecteur ug non-nul.

Alors p(ug) # 0, et comme ker ¢ = ker v alors 1(ug) # 0. On peut donc définir A = :ﬁgzgi

Ainsi A est bien défini, ¢’est un scalaire non-nul. On pose ensuite f =1 — \p.
Par combinaison linéaire f est une forme linéaire. Montrons qu’elle est nulle.

Soit v un élément de H. Alors v est dans le noyau de ¢ et de v, donc :

f(w) =) = Ap(v) =0

Soit w est un élément de D. Alors il existe o € K tel que w = awuy, donc :

f(w) = af(u) = a(¥(ug) — Ap(ug)) =0 car \ = Y(wo)

¢(uo)
Ainsi f est nulle sur H et D, avec H et D supplémentaires dans E. Une application
linéaire sur £ = H @ D est uniquement déterminée par ses restrictions a H et D, donc f
est 'application nulle de E dans K.

Ceci montre que ¥ = Ap. Or A est non-nul, donc ¥ et ¢ sont proportionnelles. 0
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Chapitre B9. Applications linéaires IV. Projecteurs et symétries

IV. Projecteurs et symétries

A. Projecteurs

Définition. Soit £ un espace vectoriel, F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémen-
taires de E. Pour tout u € F il existe un unique couple (v, w) € F x G tel que u = v+ w.
On appelle projecteur de E sur F parallelement a G l'application de E dans E qui a u
associe v.

Proposition. Soit p le projecteur de E sur F' parallélement a G. Alors

(1) p est un endomorphisme de E
(i) imp = F et kerp = G.

Démonstration.

(1) Comme E = F'& G alors un endomorphisme de F est uniquement déterminé par ses
restrictions a F et a G.
Le projecteur de E sur F parallelement a GG est 'unique endomorphisme de E vérifiant
pr(u) = u pour tout w € F et pg(u) = Op pour tout v € G. C’est donc un
endomorphisme.

(7i) Soit u € E. On note u = v + w avec v € F et w € G. Alors p(u) = v, donc p(u) est
élément de F. Ceci montre que imp C F'.
Réciproquement, si v est un élément de F', alors a fortiori v est élément de E et sa
décomposition selon la somme directe £ = F' @ G est v = v + 0. Ceci montre que
p(v) = v, puis que v € imp. Ainsi F' C imp, et imp = F' par double inclusion.
Si p(u) = 0g alors u = w, donc u € G. Ceci montre que kerp C G.
Réciproquement, si w est élément de G alors a fortiori w est élément de F et sa
décomposition selon la somme directe £ = F @ G est w = 0 + w. Ceci montre que
p(w) = Og, puis que w € ker p. Ainsi G C ker p, et ker p = G par double inclusion. [J

Remarque. On a démontré également que : Yv € F p(v) = v

Théoréme. Soit p un endomorphisme de E. Alors p est un projecteur si et seulement si
pop=p. Dans ce cas p est le projecteur sur im p parallélement a ker p.

Lemme. Soit p un endomorphisme de E. Soit F' son image et G son noyau.
Sipop=palors E=F®&G.

B. Gonard 15



Chapitre B9. Applications linéaires IV. Projecteurs et symétries

Démonstration.

Démonstration du théoreme. Supposons que p est le projecteur sur F' parallelement a G.
D’apres la proposition précédente imp = F et ker p = GG. Démontrons que pop = p.

Soit u € E et v, w ses composantes selon la somme directe £ = F & G : u = v + w avec
veFetwedG.

Alors p(u) = v, donc p o p(u) = p(v). Comme v € F alors d’apres la remarque ci-dessus
p(v) = v et donc :

pop(u) =v = p(u)
Ceci est valable pour tout u € E donc pop = p.

Réciproquement, supposons que p est un endomorphisme de F vérifiant pop = p. Posons
F=impet G =kerp.

D’apres le lemme F' et G sont supplémentaires.

De plus, si u est élément de E alors u = p(u) + v — p(u), avec p(u) € F et u —p(u) € G,
donc p(u) est bien I'image de u par le projecteur de E sur F' parallelement & G. ([l

Exercices 4, 5.
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Chapitre B9. Applications linéaires IV. Projecteurs et symétries

B. Symétries

Définition. Soit E un espace vectoriel, F' et G deux sous-espaces vectoriels supplémen-
taires de F. Pour tout u € F il existe un unique couple (v, w) € F' x G tel que u = v+ w.
On appelle symétrie de E par rapport a F' parallelement a G I'application de F dans F
qui a u associe v — w.

Proposition. Soit p le projecteur de E sur F' parallélement a G. Alors

Démonstration. Il suffit d’écrire, pour tout u € E :

2p(u) —u=2v—(v+w)=v—w=s(u) O
Proposition. Soit s la symétrie de E par rapport a F parallelement a G. Alors

(1) s est un endomorphisme de E.
(i) F={ue E| s(u)y=u} e G={uekE]| s(u)=—u}.

Démonstration. Soit p le projecteur de E sur F parallelement a G. Alors s = 2p — Idg.

(1) Comme p et Idg sont des endomorphismes de E alors par combinaison linéaire s est
un endomorphisme de E.

(77) On sait que p est un projecteur et F' =1imp, donc FF={u € E | p(u) = u}
Par équivalences, pour tout u € E :

s(uy=u <= 2p(u)—u=u <= plu)=u <<= wEF
De méme G =kerp = {u € E | p(u) = 0}. Par équivalences, pour tout u € F :
s(u)y=—u <= 2plu)—u=-u <= plu)=0 <<= uwel

Ceci montre que F ={u € E | s(u) =u} et G={uec E| s(u) =—u}. O
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Chapitre B9. Applications linéaires IV. Projecteurs et symétries

Théoréme. Soit s un endomorphisme de E. Alors s est une symétrie si et seulement
si sos = Idg. Dans ce cas s est la symétrie par rapport a F parallélement a G, ou
F={ueF| s(u)y=u} etG={uecFE| s(u)=—u}.

Démonstration. Si s est la symétrie par rapport a F parallelement a G, alors pour tout
ue FE siu=v+wavecv € F et w e G alors :

sos(u)=s(v—w)=v—(—w)=u
Ceci montre que so s = Idg.

Réciproquement, supposons que s est un endomorphisme de E tel que sos = Idg. Posons
D= %(s +1Idg). On calcule alors :

1 1
pop:Z(SOS+28+IdE):§(S+IdE):p

D’apres le théoreme de caractérisation des projecteurs, p est le projecteur de E sur F' =
im p parallelement a G = kerp. Comme s = 2p — Idg, alors s est la symétrie de E par
rapport a F' parallelement a G. U

Remarque. Une symétrie est bijective, égale a sa propre réciproque.

> Exercice 6.
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