Lycée Bellevue — Toulouse pour le 3 février 2025
MPSI — Mathématiques

Devoir a la Maison n°9

Exercice 1.

Le but de cet exercice est de déterminer toutes les fonctions f : R — R continues telles
que :

) = 2@ + Fw))

V(z,y) € R? f( ;

1. Soit f une solution du probleme.
On pose a = f(0) et = f(1).
(a) Déterminer f(2) en fonction de « et [3.
(b) Déterminer, pour tout n € N, f(n) en fonction de «, 5 et n.
Vérifier qu’il existe deux réels a et b tels que : Vn € N f(n) = an + b.
(c) Démontrer que pour tout n € Z :  f(n) =an +b.

(d) Démontrer que pour tout p € Z et n € N : f(2%> =aL +0.

on
[2"z]
2n

(e) Soit x un réel et pour tout n € N: =z, =

Etudier la suite (z,,) puis déterminer la valeur de f(z).

2. Conclure : quelles sont toutes les solutions du probléme ?

Exercice 2.

Soit f : R — R une fonction continue, non constante et périodique.

Une période de f est un réel strictement positif 7" tel que : Vx e R f(z+T) = f(z).
Le but de cet exercice est de démontrer que f posséde une plus petite période.

On définit : A= {7’ eRY | Ve eR f(z+7)= f(x)}

1. Justifier que A admet une borne inférieure. On note ¢ celle-ci.

2. Démontrer que f est bornée. On note a sa borne inférieure et b sa borne supérieure.
3. On suppose que t = 0.
(a) Démontrer que pour tout n € N* il existe x,, € [0, %[tel que f(x,) =aety, € [0, %{

tel que f(y,) = 0.
(b) En déduire une contradiction.

4.5t H={reR| VzeR f(z+71)=f(2)}.
Démontrer que H est un sous-groupe de (R, +).

5. On suppose que t € A.
(a) Justifier qu’il existe 7 € |t,2t{NH et » € |t, 1[N H.
(b) En déduire une contradiction.

6. Justifier que t est la plus petite période de f.



