Lycée Bellevue — Toulouse 7 février 2025
MPSI — Mathématiques

Devoir Surveillé n°5

Durée : 3 heures — Calculatrices non autorisées

e On rappelle qu’'une grande attention est portée a la présentation, [’orthographe, la qua-
lité de la rédaction.

e En général les symboles mathématiques ne doivent pas figurer dans une phrase.
e Les objets introduits doivent étre présentés correctement.

e Les références au cours doivent étre citées, de méme que les questions précédentes si
elles sont utilisées.

e [l est inutile de recopier [’énoncé.

e Les copies doivent étre numérotées, leur nombre total indiqué.
e Les annotations au crayon ne sont pas prises en compte.

e Le baréeme est indicatif.

e Siun éléve est amené a repérer ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signalera
sur sa copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives
qu’il a été amené a prendre.

Probléme 1. Une équation fonctionnelle (8 points)

Le but de ce probleme est de déterminer toutes les fonctions f : R — R continues telles
que :

V(,y) €R*  flz+y)=fz)+ f(y) +2y.
Soit f une telle fonction.

1. Calculer f(0).
2. Démontrer que pour tout z € R :  f(—z) = —f(x) + 22
3. En déduire que pour tout x € R et n € N :

f(nz) =nf(z) — ina® + in2”.
4. En déduire que pour tout z € Q :
flz) =127 — 1o+ f(1)a.
5. Démontrer qu’il existe A € R tel que :
Ve e R f(z) =122 + M.

6. Conclure : déterminer I’ensemble des solutions du probleme, sans oublier la synthese.
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Probléme 2. Une suite implicite (15 points)

1. Soit (tn)nen €t (vp)nen deux suites de réels strictement positifs. On suppose que (u,)
tend vers +oo et que u, ~ v, Inuv,.

(a) Démontrer que pour tout n € N : Inw, < v,.

(

b)
(c) Déterminer la limite de In (
d)

(

Pour tout n € N* on définit f, : R} — R
r — 2" Inz.

En déduire que (v,) tend vers +o0.

Un
vy Inw

) et en déduire que Inu,, ~ Inv,.

Démontrer que v,, ~ ==

Inuy, *

2. Soit n € N*. Démontrer que 1’équation f,(x) = 1 possede une et une seule solution sur
R* , et que cette solution est strictement supérieure a 1.

On note x,, cette solution. Elle vérifie donc f,(z,) = 1.

3. Démontrer que la suite (z,,),en+ est décroissante.

. En déduire qu’elle est convergente.

4
5. Démontrer que lim,, o x, = 1.
6

In (lﬂlzn) .

. Soit n € N*. Démontrer que n =

Inxy,
En utilisant la premiere question de ce probleme, démontrer que ﬁ ~
7. En déduire un équivalent simple de (z, — 1).
Probleme 3. Une équation de Pell-Fermat (20 points)

Le but de ce probléme est de résoudre ’équation suivante d’inconnues a, b € N :

a® =2" +1 (E)

Pour ceci on note :

S={(a,b)eNxZ]| a®—2b” =1},
Les solutions de I’équation (£) sont donc les couples (a,b) de S tels que b > 0.

10
01

02

On note I, = ( ) et on définit J = (1 O)’ puis on pose :

G={aly+bJ| (a,b) € S}.

On rappelle que GLy(R) est ’ensemble des matrices inversibles de taille (2, 2) a coefficients
réels, et que (GLy(R), X) est un groupe, ou x désigne la multiplication des matrices.

1. Dans cette question on démontre que G est un sous-groupe de (GLy(R), ).
(a) Soit M € G, c’est-a~dire M = aly + bJ ou (a,b) est un élément de S.
Démontrer que M est inversible et que M~ € G.

(b) Démontrer que G est stable par multiplication.
(c¢) Compléter la démonstration.
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On note maintenant A = 31, +2J = <g g)

2. Justifier que pour tout n € N: A" € G.
Pour tout n € N on note (ay,, b,) 'élément de S tel que A™ = a,ls + b, J.
3. (a) Donner une expression de a,1 et de b,; en fonction de a,, et b,.
(b) Justifier que pour tout n € N: (a,,b,) € S.
En déduire trois solutions distinctes de I’équation (E).
4. (a) Donner une expression de a,,2 en fonction de a,1 et a,.
(b) En déduire le terme général de a,,.

On notera A\ et \y les racines de I’équation caractéristique.

Le terme général de b, se déduit de celui de a,, il n’est pas nécessaire pour la suite
du probléme.

On souhaite maintenant démontrer que toutes les solutions de ’équation (F) sont des
couples (ay,, b,) ou n € N.

5. On définit I'application NV : G —R
aly +bJ — a+ bv/2.

(a) Démontrer que pour tout (a,b) € S: N(aly+bJ) # 0.

(b) Démontrer que N est un morphisme de groupes de (G, x) dans (R*, x).
6. Soit (a,b) un élément de S tel que b # 0.

Vérifier que |b| # 1. En déduire que :

e Sib>0alors a >3 et donc N(aly +bJ) = 3+ 2/2.

e Sib<0alors N(aly +bJ) <3 —2V2.

On pourra considérer la matrice inverse de als + bJ.

On note p = 3 + 2v/2.
7. Soit (¢, d) une solution de (F), c’est-a-dire un élément de S tels que d > 0.

d c

(a) Justifier que pour tout n e N: A™"B e G.
(b) Démontrer qu’il existe un entier m tel que p™ < N(B) < p™*L.
)

On note B =cly +dJ = (C 2d>.

(c) En déduire que 1 < N(A™™B) < p.
(d) Démontrer que B = A™.

8. En conclusion, démontrer que I'ensemble des solutions de 1'équation (E) est I’ensemble
{

(an,byn) | n €N}
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