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Corrigé du Devoir a la Maison n°8

Théoreme de Cesaro monotone et applications

Partie A. Démonstration dans le cas monotone

1. La suite (x,)nen est croissante donc elle admet une limite.

Si elle n’était pas majorée cette limite serait +oo d’apres le théoreme de la limite
monotone. Or la suite (z,,) est convergente, donc elle est majorée.

Par théoreme la suite (u,,) est croissante majorée donc par théoreme de la limite mo-
notone elle converge vers sa borne supérieure.

Ainsi la borne supérieure de la suite (z,,) est sa limite ¢.
2. (a) Soit n un entier strictement positif. Comme la suite (x,,) est croissante alors :

Vk € N k<n — x,<x,.

Ceci donne :

Par somme :
n—1 n—1
Zxk < an = nw,.
k=0 k=0
En divisant par n, qui est strictement positif, on obtient :
Vn € N* Yn < T

Ceci est le résultat attendu.
(b) On calcule, pour un n € N* :

n 1n71

1
Yn+1 — Yn = m];]xk - 5;;)%

"Zl< 1 1) N 1 “i 1 N 1
= — — | Ty — — xXr e
=Z\n+1 o) T ng Znan+1)F T

1 1t Tn — Yn
et :CTL _ — X prmng
i)
D’apres la question précédente y, < x, pour tout n € N* donc :

Vn € N* Yn+1 — Yn > 0.

Ainsi la suite (y,,) est croissante.
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(c) Par transitivité, comme y, < z, et (z,) est majorée par ¢ alors :
Vn € N* Yn < Tp <.

Ainsi la suite (y,,) est majorée par /.
La suite (y,) est croissante majorée, donc par théoreme elle converge.
3. (a) Soit n € N*. On écrit :

2n 1 1n 1 12n 1
2Yon — Yn = — Zxk—*zxk— Zl'k
Comme la suite xj, est croissante alors :
Vke{n,...,2n—1} T = Tp.

Par somme :
2n—1 2n—1

Z Ty = Z Ty = NTy.
Ceci donne :
Vn € N* 2Yon — Yn = Tp.
(b) Soit ¢ la limite de la suite (yy).

La suite (y2,) est extraite de la suite (y,) qui converge vers ¢/, donc par théoréme
elle converge vers /.

On a démontré dans la question précédente que :
Vn € N* 2Yon — Yn = Tp.
Par théoreme de comparaison :
2000 >4,
Ceci donne ¢’ > (. De plus, comme :
Vn € N* Yn < Tp
alors par théoréeme de comparaison :
<L

Finalement ¢ = ¢’ la suite (y,) converge vers la méme limite que la suite ().
Ceci démontre le théoréme de Cesaro dans le cas ou la suite (z,,) est croissante.

4. Supposons que la suite (z,,) est décroissante. Alors la suite (—x,,) est croissante, et elle
converge vers —¢. On pose alors :

%o — X1 — T Tpd

Vn € N* Zp =
n

D’apres ce qui précede, comme la suite (—z,) est croissante et converge vers —¢ alors
la suite (z,) converge vers —/.

En conséquence la suite (y,) = (—z,) converge vers ¢, ce qui démontre le théoréme
dans le cas ou la suite (z,) est décroissante.
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Partie B.

1. Soit A la fonction définie par h(z) = .
Si x > 0 alors h(x) est défini, c’est un réel positif.
Ainsi 'ensemble R est stable par la fonction h.
Or ug € R et la suite (a,) est définie par la relation de récurrence a,11 = h(ay).

Par propriété la suite (an)nen est bien définie et incluse dans l'intervalle R, donc
strictement positive.

2. Comme la suite (an)nen est strictement positive alors :

. 1
VneN  Intl_

<1
an, 1+ a,

Ceci montre que la suite (a,,) est décroissante.

Or elle est minorée par 0, donc par théoreme elle converge.

Soit ¢ sa limite. On sait que :
Vn e N ap+1 = h(ay).

La suite (an41) converge vers ¢ car elle est extraite de la suite (a,), la suite (h(a,))
converge vers h({) car la fonction h est continue. Par unicité de la limite ¢ = h(¢).

Ceci donne :
(VI+i-1)=0.
Ainsi £ =0 ou v1+ /¢ =1, ce qui donne dans les deux cas ¢ = 0.

Donc la suite (ay,)nen converge vers 0.

3. (a) La fonction  +— /1 + x est dérivable sur R car 1 4 x est strictement positif sur
cet intervalle. Par composition, somme et quotient la fonction f est dérivable sur
R?% . Sa dérivée est :

B —2—z+2V14+z2

wERL  f) = —

Par équivalences :

Vo e R f2)<0 <= 2Vl+z<2+x
— d4dr<d+4r+2? = 0<22

Cette derniere égalité étant vraie pour tout = € R, la fonction f’ est négative sur
R* et f est décroissante sur cet intervalle.

(b) La relation de récurrence pour a, donne :

WneN b =YITW L)

ap ap
La limite de f en 0 est calculée de la fagon suivante :

(1+z)—1 1 1

\

Vo e R} T) = =

DO |
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On sait que b, = f(a,) et que (a,) converge vers 0. Par composition de limites :

1
lim b, = lim f(z) = 3

n——+0oo z—0

(c) La suite (a,) est décroissante, la fonction f est décroissante, donc la suite (b,,) est
croissante. En effet :

Vn € N ap = apn1 =  flan) < flany) = by < bpy.

4. La suite (b,) est croissante et converge vers 3

cas monotone la suite (¢,) converge aussi vers

. D’apres le théoreme de Cesaro dans le

N[ —=

Or par télescopage :

1! 1=/ 1 1 1/1 1
Vn eN cn—Zbk—Z< _>—(_)'
"o

N\ a1 G n\a, Qo

Comme L converge vers 0 et (Cn) converge vers 1 alors 1L converge vers l.
nag 2 Nayn 2

On en déduit que (%) converge vers 1 et enfin :

Ap ~ —.

3

Partie C.
La fonction g : & — x 4/ est définie sur R,.

Si x est un réel strictement positif alors g(z) est défini et strictement positif, donc 'inter-
valle R’} est stable par g.

Or ug € RY et la suite (u,) satisfait la relation de récurrence u,+1 = g(uy), donc par
propriété elle est bien définie et strictement positive.

1. La suite (u,,) est croissante car :
Vn € N Ups1 — Up = /Uy = 0.

Supposons qu’elle est majorée. Alors par théoreme elle est convergente.

Soit ¢ sa limite. Comme précédemment, la relation wu, 1 = u, + /u, et la continuité
de la fonction x +— = + y/z montre que £ = ¢ ++/¢, donc ¢ = 0.

Comme la suite (u,) est strictement croissante alors :
Vn e N Uy < Uy,

Par théoreme de comparaison ceci donne ug < ¢, ce qui est absurde car ug > 0.
Cette contradiction montre que la suite (u,) n’est pas majorée.

Elle est croissante non majorée donc par théoreme elle tend vers +oo.
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2. La relation de récurrence pour (u,) donne :

1 1
Vn e N Upa1 = =

Vini1 Uy + \/u_n

Comme v,, = 7 alors v,, est positif et u,, = U% donc :
Uy, n

1 Up,

VTLEN Un, = = .
o S+ Vit

Ainsi la suite (v,,) vérifie la relation de récurrence de la suite (a,,) de la partie précédente,
et on a bien vy > 0.

Le résultat de la partie précédente montre que v,, ~ %

Comme u,, = U% alors :
n

S

Uy ~ —.

Partie D. Cas général
1. (a) (i) Comme € > 0 alors 5 > 0.

La suite (z,) converge vers 0 donc par définition il existe un entier N; tel que :

Vn eN n>N = \xn\gg.

(7i) La suite (x,) est convergente, donc par théoréme elle est bornée Or une suite
(x,,) est bornée si et seulement si la suite (|z,|) est majorée. Ainsi la suite (|z,|)
est majorée, et on peut lui choisir un majorant M. On a alors M > 0.
(b) Par inégalité triangulaire :

N 1+ a, 1
Vn € N | = | = < =(Jwa| + -+ + |zal)-
n n
Soit n un entier non-nul supérieur a Nj.
Soit k£ un entier compris entre et n—1: 0<k<n—1

e Si0< k< N;—1alors x| < M d’apres le point (%) de la question précédente.
« Si Ny <k <n—1alors |z < § d’apres le point (7) de la question précédente.

Ceci montre que si n > N; alors :

1
[Ynl < = (ol + -+ leny—a] + fem |+ -+ [20-1])
1 €
n 2
On obtient bien I'inégalité demandée.
(c) Comme € > 0 alors le réel 21 existe bien, et donc il existe un entier No qui lui
est supérieur. On peut poser par exemple Ny = {MJ + 1.
Posons N = Max { Ny, Ny }.

Soit n un entier supérieur ou égal a N. Alors n est supérieur ou égal a Ny et a Nj.
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Comme n > N alors d’apres la question précédente :

NiM n—Nje
Y| < + -
n n 2
Comme n > Ny alors :
2N, M N, M
n > ! donc c > Ll
€ 2 n

On a utilisé le fait que € et n sont strictement positifs.
On a également l'inégalité :
n—N; ¢ €
no 22
Donc finalement :

19 19
|yn’<§+§:5-

Cette inégalité est vraie pour tout n > N, donc a partir du rang N.

2. Soit (x,,)nen une suite convergeant vers 0, et soit (Y, )nen+ la suite définie par I’énoncé
du théoreme.

Soit € un réel strictement supérieur a 0. La question 1.(c) démontre l'existence d'un
entier N tel que :
Vn € N* n=N = |y, <e.

Ceci est vrai pour tout réel e strictement positif, donc par définition la suite (y,)
converge vers 0.
Le théoreme est démontré si £ = 0.

3. Soit (z,,)nen une suite convergeant vers un réel £ et soit (y,)nen+ la suite définie dans
I’énoncé du théoreme.

Soit (2] )nen la suite définie par :

Vn € N x =ux, — .

Soit (4, )nen+ la suite définie par :

/ /
JJD+"'+£L‘n_1

Vne Ny =
n

Comme la suite (z,,) converge vers ¢, alors la suite (/) converge vers 0. Par application
du théoreme dans le cas ou £ = 0, lequel a été démontré dans la question précédente,
la suite (y!,) converge vers 0.
Or :

,_Il—g‘i‘l’g—g‘i“i‘l’n—g rp+ -+

Vn € N* Yy, = - = - xn—fzyn—é.

Ainsi y,, =y, + ¢. Comme la suite (y,,) converge vers 0 alors la suite (y,) converge vers
l, et le théoreme est démontré.
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