Lycée Bellevue — Toulouse 6 janvier 2025
MPSI — Mathématiques

Corrigé du Devoir a la Maison n°7

1. On suppose d’abord que A est non-nul.
Soit (uy,)neny un élément de F', c’est-a-dire une suite telle que :

Vn e N Up = aA] + A

avec a et  deux nombres complexes fixés.
Soit n € N. Alors :

Qg2 + b1 + ety = a(aXT2 4 BATT2) + b + BATTY) + c(ad] + BA)
= aA[(aA] 4+ bA; + ¢) + BAS(aX3 + bg + c)
Comme A; et Ay sont les solutions de 1'équation (C') alors :
a4+ bA\ +c=a\+bl+c=0
Ceci montre que :

Vn € N AUpio + Dtpiq + cu, =0

En d’autres termes la suite (u,),en appartient a E.
On a démontré que tout élément de F' appartient a E, donc que F' C F.

On suppose maintenant que A est nul. Soit (u,),eny un élément de F, c’est-a-dire une
suite telle que :
VneN  w, = (an+ [\

avec a et B sont deux nombres complexes fixés.
Soit n € N. Alors :
AUy + by g1 + cu, = ala(n +2) + A2 +bla(n + 1) + BN + clan + BN
= Ag[an(ard + bho + ¢) + BAo(2aXo + b)]
Or Ay est solution de (C). De plus le discriminant de (C) est nul donc \g = —, et

2a’
alnsli :

a/\(2)+b)\0+c:2a)\g—l—b:O

Ceci montre que :
Vn €N AUpio + Dtpiq + cu, =0

Dans ce cas aussi la suite (u,),en appartient a F.

Finalement on a démontré que tout élément de F' appartient a E, donc que F' C E.
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2. Comme la suite (u,)neny appartient & E et a est non-nul alors :

b c
Vn € N Upyo = ——Upt1 — —Up
a a

On peut donc écrire :

b c b
Uyt = Unt2 | _ [ TgUnt1l — ZUn | _ [ =y —
] = = =
Un+1 Un+1 1

Ceci donne U,, .1 = AU, en posant :
1 f=b—c
a a a 0

_b _
A= a
(s
On démontre par récurrence que cette propriété est vraie pour tout n € N.

) ()

oele

oeln

3. Soit P, la propriété : U, = A"U,.

Initialisation. Comme A° = I, alors U, = AU, et donc la propriété P, est vraie.
Hérédité. Supposons que pour un certain n € N la propriété P, est vraie : U, = A"U,.
D’apres la question précédente on a U, = AU,, donc U, = AA"Uy = A""1U,. La
propriété P, est vraie.

On a démontré que la propriété P, est héréditaire.

Conclusion. Par récurrence la propriété P, est vraie pour tout n € N :

Vn € N U, = A"U.

4. (a) Comme A; et Ay sont les racines de ’équation (C') alors \; + Ay = —g et Mg = ¢,
donc :
(A A
(M)

On cherche un vecteur non-nul Cy tel que AC; = \;C;, ce qui s’écrit

0
(A — )\1[2)01 = <0> .

Par équivalences, pour tout (x,y) € C? :

(A_A112>(Z>=(8> = <A12 _—Af) <Z>:<O>
. {)\g(x—)\ly) =0 —

r—My =0 T =y

Le vecteur C; = </\1

1 ) convient.

De méme le vecteur Cy = <)12> vérifie ACy = \oCs.

La matrice P est donc: P = <)il /\12 >
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(b) Le déterminant de P est :

A Ay

1| TN

detP:‘

Comme le discriminant A est non-nul alors les deux solutions de ’équation (C')
sont distinctes, donc Ay # Ag, et ainsi le déterminant de P est non-nul.

Par propriété P est inversible, et sa matrice inverse est :

1 -1 A
P—l — 2
)\2 — )\1 ( 1 _>\1>

(c) Le calcul donne :

_ 1 -1 A A+ A2 — A AL A
_ 1 _ 2 1 2 172 1 A2
b=r AP_AQ_)\1< 1 =X\ ( 1 0 )(1 1)

1 (Me=AN) 0
Ao — N\ 0 Aa(Ag — A1)

A O
D =
(o)
(d) Soit P, la propriété : A" = pD"P~!
On démontre par récurrence que cette propriété est vraie pour tout n € N.

Soit finalement :

Initialisation. Comme A° = D° = I, alors :
pPD'Pt=pPLP t=ppt=1=A"

La propriété Py est vraie.
Hérédité. Supposons que pour un certain n € N la propriété P, est vraie :

A" = pp"p!

On sait que D = P~'AP. En multipliant par P & gauche et par P~ & droite on
obtient :
PDP'=PP'APP ' = A

Ceci donne
A"t = AA" = pDP'PD"P~ ' = PDI,D"P~ ! = pp"tipTt

La propriété P, est vraie.
On a démontré que la propriété P est héréditaire.
Conclusion. Par récurrence la propriété P,, est vraie pour tout n € N :

Vn € N A" = pp"p!

page 3/6



MPSI — Mathématiques Corrigé du Devoir a la Maison n°7

(e) On obtient :

P_lU _ 1 —1 )\2 (5 _ 1 —uy + )\2u0
’ A2 — A I =\ U Ay — N\ U1 — AUy

Comme la matrice D est diagonale alors :

" n_ (AT 0
Vn e N D_<O/\§>

Cette égalité est valable aussi pour n = 0 car A\; et Ay ne peuvent étre nuls.
En effet, A Ay = £ avec ¢ supposé non-nul.
On calcule ensuite :

_ 1 (—u1 + )\QU/O))\TL
DnP lU — 1
T A ( (u1 = Arug) A3

D’apres les questions précédentes :

VYn € N U, = A"U, et A" = pp"pt donc U, = PD"P'U,

Up+1 _ )\1 )\2 1 (—Ul + )\QUU))\?’
Un 1 1 )\2 — )\1 (u1 — )\1“0))\721

La seconde ligne de cette égalité matricielle donne :

On en déduit :

A2y — Uy U — A
A N = ———(A)"+ ———(A)"
n € U )\2_)\1(1)+)\2_)\1(2>
(f) On pose :
)\QU/O — Up Uy — )\1160
e t _ - - =
jvoss vl At v

Alors a et 8 sont deux complexes et :
Vn e N Up = a(A)" + B(A)"

Ceci montre que la suite (u,) est élément de ’ensemble F.

On a donc démontré que tout élément de E appartient a F': E C F

Dans la premiere question on a démontré que F' C FE.

Par double inclusion on obtient le résultat désiré dans le cas ou A est non-nul :

E=F
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)2
5. (a) Comme dans la question 4 (a) on obtient A = <2i0 0)\0 )

)\10> est non-nul et vérifie ACy = \yCy.

On cherche un vecteur Cf tel que AC) = A\C{, + Cy, ce qui équivaut a :

De plus comme ci-dessus le vecteur Cy = (

(A - )\0]2)06 - C()

Or pour tout (z,y) € C? :

() (3)

Le vecteur Cj = (1

0 > convient.

La matrice P est donc: P = (io é)

(b) Le déterminant de P est :

Ao 1

1 0’:_1

detP:‘

Comme il n’est pas nul alors P est inversible et sa matrice inverse est :

(0 1
P _<1—)\0>

(c) On obtient :

s (0 TN (20 =2\ (A1) | (A 1
b=r AP_<1—/\0><1 0 10) ] \0 X

(d) On pourrait calculer D™ par récurrence, en devinant son expression générale.

On utilise ici plutot la formule du bindme pour les matrices.

On remarque que :

(X O 01\ (01
D_<0)\0>+<OO)_)\0[2+J avec J—<00>

On calcule que J? = 0y, ce dont on déduit :

Vk > 2 JF =0,
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Les matrices Aoly et J commutent (car AgloJ = JAgls = AgJ) donc d’apres la
formule du binéme :

Vn € N D" = ()\0[2 + J)n = Z (Z) ()\olg)n_kjk
k=0

Comme J* = 0, pour k > 2 alors :
Vn e N D" = (g) ()\0]2)” + (T) ()\0]2)71_1(]

= (M) "Iz + (M) 'nd = (M)" ' (AoL2 +nJ) = (M) <>\8 AZ)

On a démontré :

0 Ao

men pr =0 (% )

(e) Comme dans la question 4 on obtient U, = PD"P~'U; pour tout n € N, donc :

()= (o) () (0 ) (i)

Ceci donne, en ne gardant que la seconde ligne de la matrice-colonne obtenue ci-
dessus :
VneN o, = (u — Aoug)n(No)™ + uo(No)”

(f) Comme A\§ = £ et ¢ est supposé non-nul alors Ay est non-nul.
On peut donc écrire :

Vn e N Up = <(UI - Uo)” + UO) (Ao)"
Ao
On pose :
u
o= )\—(1) — U et B = ug

Alors « et 8 sont deux complexes et :
VneN  u, = (an+5)(N\)"

La suite (u,) est donc élément de ’ensemble F'.

On a démontré que tout élément de E appartient & F': E C F

Dans la premiere question on a démontré que F' C F.

Par double inclusion on obtient le résultat désiré dans le cas ou A est non-nul :

E=F

Ce résultat est maintenant démontré pour toutes valeurs de A.
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