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Corrigé du Devoir à la Maison no7

1. Soit f la fonction définie sur I = ]−1, +∞[ par f(x) = x2

1+x
.

Alors pour tout n ∈ N : un+1 = f(un)
Si x > 0 alors f(x) > 0, donc l’intervalle R∗+ est stable par f .
Comme u0 ∈ R∗+ alors par propriété la suite (un)n∈N est bien définie et incluse dans
R∗+, donc strictement positive.
On peut aussi démontrer par récurrence que la propriété Pn : «un est bien défini et
un > 0» est vraie pour tout n ∈ N.

2. On calcule : ∀n ∈ N un+1 − un = −un

1+un
< 0

En effet, un est strictement positif.
La suite (un) est donc strictement décroissante, et minorée par 0. D’après le théorème
de la limite monotone elle converge.
On note ` sa limite.
La suite (un+1) est extraite de la suite (un) donc elle converge vers `.
De plus la suite (un) est strictement positive, donc ` > 0 et 1 + ` 6= 0.
Par opérations sur les limites la suite (un+1) =

(
u2

n

1+un

)
converge vers `2

1+`
.

Par unicité de la limite de la suite (un+1) on en déduit que ` = `2

1+`
, ce qui donne ` = 0.

3. (a) Pour tout n > 1 : an+1
an

=
(
1 + 1

n

)
un

1+un

Comme (un) converge vers 0 alors par opérations sur les limites la suite
(

an+1
an

)
converge vers 0.

(b) Soit ε = 1. Alors ε > 0. Comme la suite
(

an+1
an

)
converge vers 0 alors il existe un

entier N tel que :
∀n ∈ N n > N =⇒

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ 6 1

Comme un > 0 pour tout n ∈ N alors an > 0 pour tout n > 1, donc à partir du
rang N on a an+1 6 an.
La suite (an) est donc décroissante à partir d’un certain rang. Comme elle est
minorée par 0 (car (un) est positive) alors d’après le théorème de la limite monotone
elle converge.
Soit ` = lim an.
La suite extraite (an+1) converge également vers `, par propriété.
Si ` 6= 0 alors par quotient la suite

(
an+1

an

)
converge vers `

`
= 1.

Or on sait que cette suite converge vers 0.
Cette contradiction montre que ` = 0, et donc la suite (an) converge vers 0.
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4. Pour tout n ∈ N on pose bn = n! un.
La suite (bn) est strictement positive et :

∀n ∈ N
bn+1

bn

= (n + 1) un

1 + un

∼ n un = an

En effet, comme (un) converge vers 0 alors un

1+un
∼ un.

Comme la suite (an) converge vers 0 alors la suite
(

bn+1
bn

)
converge vers 0.

On reproduit le même raisonnement : la suite (bn) est décroissante à partir d’un certain
rang, minorée par 0, donc elle est convergente. Si sa limite est non-nulle alors la suite(

bn+1
bn

)
converge vers 1, ce qui est faux, donc la suite (bn) converge vers 0.

Comme la suite (n! un) converge vers 0 alors : un = o
(

1
n!

)
.

5. (a) Première méthode. Soit f(x) = x− ln(1 + x).
Cette fonction est définie sur l’intervalle ]−1, +∞[. Elle est dérivable de dérivée
f ′ : x 7→ 1− 1

1+x
= x

1+x
. Cette dérivée est du signe de x, donc f est décroissante sur

l’intervalle ]−1, 0] et croissante sur l’intervalle [0, +∞[.
Or f(0) = 0, donc f est positive sur l’intervalle ]−1, +∞[, ce qui montre que :

∀x ∈ R∗+ ln(1 + x) 6 x.

Seconde méthode. Soit g(x) = ln(1 + x).
Cette fonction est définie sur l’intervalle ]−1, +∞[ et deux fois dérivable. Sa dérivée
seconde est g′′ : x 7→ − 1

(1+x)2 , elle est strictement négative.
Ceci montre que la fonction g est concave.
Comme g(0) = 0 et g′(0) = 1 alors sa tangente en x = 0 a pour équation y = x.
Comme la fonction g est concave alors sa courbe est en-dessous de toutes ces tan-
gentes, ce qui montre que :

∀x ∈ R∗+ ln(1 + x) 6 x.

(b) On calcule :

∀n ∈ N vn − vn+1 = 1
2n+1 ln(u2

n)− 1
2n+1 ln u2

n

1 + un

= 1
2n+1 ln(1 + un)

Comme la suite (un) est positive alors ln(1 + un) > 0, donc vn − vn+1 > 0.
L’inégalité ln(1 + x) 6 x est valable pour tout x > −1, comme la suite (un) est
positive alors ln(1 + un) 6 un, puis finalement :

∀n ∈ N 0 6 vn − vn+1 6
un

2n+1
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(c) Soit p et n deux entiers tels que p 6 n.
D’après la question précédente :

∀k = p, . . . , n− 1 0 6 vk − vk+1 6
uk

2k+1

Par somme :
n−1∑
k=p

0 6
n−1∑
k=p

(vk − vk+1) 6
n−1∑
k=p

uk

2k+1 (1)

Par télescopage :

n−1∑
k=p

(vk − vk+1) =
n−1∑
k=p

vk −
n−1∑
k=p

vk+1 =
n−1∑
k=p

vk −
n∑

k=p+1
vk = vn − vp

Ensuite, comme la suite (un) est décroissante alors :

∀k = p, . . . , n− 1 k > p donc uk 6 up

Ceci montre que :

n−1∑
k=p

uk

2k+1 6
n−1∑
k=p

up

2k+1 = up

n−1∑
k=p

(1
2

)k+1
= up

(
1
2

)p+1
−
(

1
2

)n+1

1− 1
2

= up

((1
2

)p

−
(1

2

)n)

Ceci donne :
n−1∑
k=p

uk

2k+1 6 up

(1
2

)p

= up

2p
(2)

Par transitivité, les inégalités (1) et (2) donnent : 0 6 vp − vn 6 up

2p

Ceci est valable pour tout couple d’entiers (n, p) tel que p 6 n.
6. Pour p = 0 la proposition (?) donne :

∀n ∈ N 0 6 v0 − vn 6 u0

Ceci équivaut à vn > v0 − u0, donc la suite (vn) est minorée par v0 − u0.
On a démontré dans la question (5b) que pour tout n ∈ N : 0 6 vn − vn+1

La suite (vn) est donc décroissante. Or elle est minorée donc par théorème elle converge.
Soit A sa limite.
La suite (un) converge vers 0 donc à partir d’un certain rang elle est strictement infé-
rieure à 1.
Soit n0 un entier tel que un0 < 1.
Comme vn0 = 1

2n0 ln(un0) alors vn0 < 0.
La suite (vn) est décroissante donc : ∀n > n0 vn < vn0

Par théorème de comparaison : lim vn 6 vn0 < 0 et donc A < 0.
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7. Soit p ∈ N. Dans la propriété (?), les trois membres admettent une limite lorsque n
tend vers +∞. Par théorème de comparaison on en déduit :

0 6 vp − A 6
up

2p

Ceci donne :
A 6 vp 6 A + up

2p

Puis :
ln a 6

1
2p

ln up 6 ln a + up

2p

Et enfin :
2p ln a 6 ln up 6 up + 2p ln a

Comme la fonction exponentielle est croissante :

a2p

6 up 6 a2p

eup

Finalement :
∀p ∈ N 1 6

up

a2p 6 eup

Comme la suite (up) converge vers 0 alors par composition de limites la suite (eup)
converge vers 1, et par théorème d’encadrement la suite up

a2p converge vers 1.
Ceci montre que : up ∼

p→+∞
a2p .

La suite u converge donc vers 0 très rapidement.
À partir d’un certain rang à chaque itération on multiplie par deux le nombre de 0 suivant
la virgule.
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