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Devoir à la Maison n°6

Le but de ce devoir est de démontrer que si A est une matrice réelle antisymétrique de taille
(n, n) alors pour tout λ ∈ R∗ la matrice A− λIn est inversible.

1. Un exemple. On pose A =

 0 1 0
−1 0 1

0 −1 0

.

(a) Soit λ un réel. À l’aide de l’algorithme du pivot de Gauss et en explicitant les opérations
utilisées, démontrer que la matrice A− λI3 est inversible si et seulement si λ est non-nul.
Donner sa matrice inverse dans ce cas.

Une autre méthode :

(b) Calculer A2 puis A3.
Exprimer A3 en fonction de A et démontrer par l’absurde que A n’est pas inversible.

(c) On suppose que λ est un réel non-nul. Démontrer qu’il existe trois réels x, y, z tels que :

(xA2 + yA+ zI3)(A− λI3) = I3.

Calculer ces réels.
En déduire que (A− λI3) est inversible et retrouver l’expression de sa matrice inverse.

Soit n ∈ N∗ et A une matrice carrée de taille (n, n) à coefficients réels.
Soit X une matrice-colonne à n lignes, à coefficients réels notés x1, . . . , xn.

2. (a) Justifier que les matrices tXX et tXAX sont bien définies et donner leurs tailles.

(b) Exprimer tXX en fonction des xi.

On suppose dorénavant que A est antisymétrique.

3. Démontrer que tXAX est nulle.

On note dans la suite 0 la matrice-colonne nulle à n lignes.

4. Soit λ un réel. Démontrer que si (A− λIn)X = 0 alors λ tXX = 0.

5. On suppose que λ est non-nul.

(a) Démontrer que : ∀X ∈Mn,1(R) (A− λIn)X = 0 =⇒ X = 0
(b) On admet le lemme suivant : si pour toute matrice-colonneB à n lignes le systèmeAX = B

admet au plus une solution alors la matrice A est inversible.
Démontrer que (A− λIn) est inversible.


