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MPSI — Mathématiques

Corrigé du Devoir a la Maison n°4

Nombres de Fermat

Partie A. Définition

1. (a) Premiere méthode. On utilise la congruence.
Tout d’abord a+1=0 [a+ 1] donne =—1 [a+1].
En conséquence a“ = (—1)" [a+ 1] et comme u est impair alors (—1)* = —1,
donc a*=-1[a+1] puis a*+1=0 [a+1].
Ceci montre que a + 1 divise a* + 1.

Seconde méthode. Comme u est impair alors (—1)* = —1.

On utilise la formule pour a™ — b". Elle donne :

a"+1=a"— (_1)u — (a _ (_1)):iau—1—k(_l)k _ (a + 1)Ziak(_1)u_1_k

Comme la somme est une somme d’entiers alors elle est entiere, donc a 4+ 1 divise
a® + 1.
(b) Supposons que a* + 1 est premier.

D’apres la question précédente a+ 1 est un diviseur de a4+ 1, or un nombre premier
n’admet pour diviseurs que 1 et lui-méme, donca+1=1oua+1=a"+ 1.

Sia+1=1alors a = 0, mais a est supposé strictement positif donc ce cas n’est
pas possible.

Donc a+1 = a*+1, puis a* = a. En appliquant le logarithme népérien on en déduit
ulna = Ina, et comme a est strictement supérieur a 1 alors Ina est non-nul donc
u=1.
On a démontré que si a" + 1 est premier alors u = 1.

2. (a) Soit m la valuation 2-adique de n. Alors m est un entier et 2™ est la plus grande
puissance de 2 qui divise m, ce qui signifie que n s’écrit 2"u avec u non multiple de
2, donc u est impair.

(b) Supposons que 2™ + 1 est premier.

Comme 2™ + 1 = 22" + 1 alors (22")% + 1 est premier.
D’apres la question (1b), pour a > 1 et u impair, si a* + 1 est premier alors u = 1.
On pose a = 2?". Comme n > 0 alors 2" > 1 donc 22" > 2.
Ainsi 2™ + 1 = a" 4+ 1 est premier, avec a > 1 et u impair, donc u = 1.
On en déduit que m = 2", i.e., m est une puissance de 2.
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Partie B. Non-primalité de F;
1. Comme 2 +5* =0 [5* + 21 alors 2'= -5 [5* +2%] puis par implications :
2t=—5' [5'+2!] = 2'x 2% =5 2% [5¢4 2]
— 932 — —(5 x 27)4 {54 + 24]

On a bien obtenu : 232 = —(5 x 27)* [5* 4 2]
2. On calcule 5% + 2% = 625 + 16 = 641 et 27 x 5 = 2% x 10 = 640.
D’apres la question précédente :

232 = 640" [641]
Or 640 = —1 [641] donc :
2% = —(—1)* = —1 [641]
Comme F® = 22" 4 1 alors :
Fy =22 4+1=0 [641]

Ceci montre que Fj est divisible par 641, qui est strictement compris entre 1 et Fj,
donc il n’est pas premier.

Partie C. Les F,, sont premiers entre eux.

n—1
1. On démontre par récurrence que la propriété P, : F,, = 2 + HFk est vraie pour tout
k=0
n € N.
Initialisation. Par définition Fy = 22° + 1 = 3. D’autre part un produit vide est égal a
—1
1, donc 2 + HFk = 3, et ainsi la propriété Py est vraie.
k=0
Hérédité. Soit n € N. Supposons que la propriété P,, est vraie et démontrons qu’alors
la propriété P, est vraie.

n—1
Comme P, est vraie alors [[ Fr = F,, — 2, donc :
k=0
n n—1
24 [[Fr =2+ E [ Fr =2+ Fu(F, — 2)
k=0 k=0

Par définition des nombres de Fermat :
24+ Fy(F,—2)=2+ 02" + 12" = 1) =242 —1=2"" 1 1=F,,

Ceci montre que la propriété P, est vraie.

La propriété P, est donc héréditaire.

Conclusion. La propriété Py est vraie, et pour tout n € N la propriété P, implique la
propriété P, 1. Par récurrence, la propriété P, est vraie pour tout n € N.
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2. Comme 0 < m < n alors la propriété que nous venons de démontrer s’écrit :
prop q

Fo=Fpnx [[ Fi+2

o<k<n—1
k#m

On pose :

=11 F
0<ks<n—1
k#m

Alors g est entier et :
F, =qF,, +2 avec 0<2< F,

Cette derniere condition est vérifiée car les nombres de Fermat sont strictement supé-
rieurs & 2 : m > 0 donc 2™ > 1 puis 2®™) > 2 et enfin F,,, > 3.
Ceci montre que ¢ et 2 sont respectivement le quotient et le reste de la division eucli-
dienne de F,, par F,,.

3. Par propriété, pour tout couple d’entier (a,b), si r est le quotient de la division eucli-
dienne de a par b alorsa Ab=0bAr.
Comme m > 0 alors 2™ > 1 puis 22™) est pair, ainsi F,, = 22™) + 1 est impair. La
division euclidienne de F;, par 2 admet r = 1 pour reste.
On en déduit :

FoNE,=F,AN2=2AN1=1

Il s’agit en fait de I'algorithme d’Euclide :

F,=q x F,, +2
F,=q¢ x 2 +1 avec q € 7
2=2x 1 40

Le dernier reste non-nul est 1, donc le PGCD de F;, et F},, est 1.
Ainsi F,, et F,, sont premiers entre eux.

Ceci est valable des que m et n sont deux entiers distincts, car on peut supposer que
m < n quitte a les inverser.

Ainsi deux nombres de Fermat distincts sont premiers entre eux.

Partie D. Facteurs premiers de F,,
1. D’apres le petit théoreme de Fermat : 2P =2 [p]
Ceci signifie que 2P —2 =0 [p| donc p divise 2P — 2.
On a supposé que p est impair, donc il est premier avec 2. Or 2P — 2 = 2(2P~1 — 1).
Ainsi p divise 2 x (271 — 1) et p est premier avec 2 donc d’aprés le lemme de Gauss,
p divise 2P~ — 1.
En conséquence 2P~!—1=0 [p] puis 2P"1=1 [p]
Comme p est un nombre premier impair alors p > 2 donc p — 1 > 0.
Comme M = {k eEN*| 2k =1 [p]} alors p — 1 appartient a M.
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2. L’ensemble M est une partie de N, non-vide puisqu’elle contient p — 1. Elle admet donc
un minimum.

3. Comme M est une partie de N* alors m est non-nul. On peut donc appliquer la division
euclidienne de k par m. Il existe deux entiers ¢ et r tels que :

k=qm+r avec 0<r<m
Comme k et m appartiennent a M alors 2% et 2™ sont congrus & 1 modulo p. Or :
2k — 2mq+r — (Qm)q % 9T

Modulo p ceci donne :

1=17x2" [p]
Ainsi 2" =1 [p].
Si r est non-nul alors ceci implique que r € M.

Mais comme 0 < 7 < m et m est le minimum de M, alors r n’appartient pas a M.
Cette contradiction montre que r = 0.

Comme r = 0 alors £ = gm, et donc m divise k.
4. On suppose que p divise F}, = 22" + 1.
Ceci donne 22" +1=0 [p] puis 22" =-1 [p].
Comme p est impair alors —1 n’est pas congru a 1 modulo p. En effet ceci reviendrait
a2=0 [p| alors que p ne divise pas 2.
Donc 22" n’est pas congru & 1 modulo p et ainsi 2" n’appartient pas a M.
Par contre 22" = —1 [p] donne (22n)2 = (—1)2 [p] donc 2" =1 [p], et
ainsi 2" appartient a M.
Comme 2"*1 appartient & M alors d’apres la question (3) m divise 2",
Les seuls diviseurs de 2" sont les 2/ pour j =0,...,n + 1.

Si j <mn+1alors j < n, donc 2" est un multiple de 27, donc de m, ce qui montrerai
que 2" € M, alors que ceci est faux d’apres ce qui précede.

Donc j =n+ 1, et m = 2"+,
5. D’apres la question (1) on sait que p — 1 appartient a M.
D’apres la question (3) on en déduit que m divise p — 1.
D’aprés la question précédente on sait que m = 2"*! donc 2"+ divise p — 1.
Ceci montre que p—1=0 [2""!] donc p=1 [2""].
Il existe donc un entier ¢ tel que p = 1 + 271/,
Les diviseurs premiers de F), sont donc bien de la forme p = 2"t/ +1 ot £ est un entier.

Par exemple pour n = 5 et £ = 10 on obtient p = 26 x 10 + 1 = 641, c’est le diviseur
de F5 que nous avons obtenu dans la partie B.
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