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Feuille de T. D. A5
Primitives

Exercices de cours

@ Donner une primitive de chacune des fonctions
suivantes.

fi(z) = 62" —42® — 32 +5

2x
@) = g Ja(w) = '
3 2
file) = T po) = 52
1 sinx
fo(z) = 2z —3)p fr(z) = sz 1
chz 3
fs(z) = m fo(z) = \/ﬁ

@ Calculer de deux fagons différentes :

©
11:/ sin? z cos x dz
0

@ Calculer une primitive de  f: 2 — sh’z

2
@ Calculer : Iy = / e sint dt
0

1 2
1—
@Calculer: 13:/ acg dx
o 1L+=x

@ Calculer la primitive qui s’annule en 0 de :

f:]-1,400] — R
2245246
T SR

@ Déterminer une primitive de :  f:z +— —lfrg

Calculer:

3 3xr—4 2 dx
L= 2% 4 = %
1 /12x2+3x—2x 5 /13:2—4m+7

3

4 —5x

L= [ -2 4
T /0x2—8x+16x

zdz

2
= —t
6 /1x2—4w+7

@ Calculer :

Uy T
Igz/ xcosx dx F(x):/ arctant dt
0 0

Utiliser les changements de variable :

xr=et x=23t—2 x:%
T = cost t=tanj ou z=7F -2t

2
Pour calculer les intégrales suivantes.

In3
I_/Qﬁ

o o cht

I —/2 1
R N N

I %71 d
13_/0 1+sinz v
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2 2
32 — 2
Lo = dt
10 /1 3t—2
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3 sin2t
]12:/ _smat g
o 1-+cost

Travaux dirigés

Calculer une primitive de chacune des fonctions

suivantes.
f1(30)=9£2+3w710 f2($)=ﬁ
fa(z) = m falz) = m
o) = s o) = s
fr(z) = mxm fs(z) = 1_3;_’_3302
Calculer une primitive des fonctions :

cos T sinx

fz) =

cosT + sinx

sur l'intervalle }71 Bugy

47 4

Calculer I'intégrale :

s

9(x) = cosx + sinx

I:/4ln(1+tant)dt
0

en utilisant un changement de variable affine échan-
geant ses bornes.

Soit N un entier naturel. Pour tout entier m tel
que 0 < m < N on note :

1
I, = / z™(1—2)V " da
0
a. Calculer Ij.
b. Démontrer que pour tout m € {0, ..., N — 1} :
m+1
1
N—-m™
c. En déduire une formule générale pour I, et la
démontrer par récurrence.

Im+1 =

Vérifier cette formule pour Iy.

d. Donner pour tout (m,n) € N? la valeur de :

1
/ 2™(1— )" dx
0



Déterminer, pour chacune des intégrales suivantes, quelle méthode permet de la calculer : primitives

usuelles, manipulation d’expressions polynomiales

et décomposition en éléments simples, linéarisation

d’expressions trigonométriques, intégration par parties, changement de variable (dire lequel), autre.

4 1 2 1,2
2t 3t—4 2t — 1 t“+t+1
L= —dt Ir,= —dt I3= | —=dt Ii= [ ——dt
' /ot+2 ? /,1@—2)2 ’ /o<t+1>2 ! / 2t +1
8 2a 1
4dt dt 4t +1
Is= _— Ig= 0 I;= dt
5 /4 2 — 4t + 3 0 /a t(t +a) avec a # ! /0 2+1
2 . _/ﬁ 8t dt . _/0 tdt . _/2 dt
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1 tdt 3 S A e )
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o tt—t2—2 0 0 0
%Sin2t z 3 7t2/2 % 2
= [ sin®tcos®tdt 7= — dt Lig= | t’e dt L= e cos 3t dt
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:/ e~tchtdt 121:/ tshtdt .[22:/ sin 3t cos 2t dt 123:/ chtsh2tdt
In3 -2 0 0

1242/2008 (t—l—%) cos( )dt
0

T e T4 e Sl N
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135:/ nt 136:/ V2 +1de
1 0

Calculer ensuite ces intégrales.

On pourra puiser dans la liste suivante de changements de variables utiles :

Iy arccost dt

A
126:/ t26_t dt
0

/é

1
2

21In2 ks
dt 6 dt
129:/ - 130:/ —
In2 et —1 —z cost
5 cosdt In2 dt
I33= - Jay = e S
53 /0 1+4sin?t o /0 el —2— 3¢t
6 2 1 .
In(t* 4 4) 2 [arcsint
I37= ————dt I35 = —dt
37 /1 7 38 /0 —

x = at + b avec (a,b) a

déterminer, x = t2, x =13, x = tant, x =sint, s =et, x =e? — 1,z =+t + 1, t =shzx...

@ On note F' et G les primitives s’annulant en 0
des fonctions :

frx—

et g:x—

1+ cosz 1+sinz
a. Exprimer les fonctions F' et G a l'aide d’inté-
grales, et préciser sur quels intervalles maximaux
elles sont définies.
b. Calculer F(x) en utilisant le changement de va-
riable ¢ = tan 3.
Exprimer le résultat en fonction de cosz et sin x.
c. Expliciter de méme G(z).

Soit f une fonction continue sur R. Pour tout
x € R on pose :

P(z)

x
/ (x—t)f(t)dt
0
. Justifier que la fonction ® est bien définie sur R.
. Justifier que ® est dérivable, et calculer sa déri-
vée.
Justifier que ® est deux fois dérivable et donner
sa dérivée seconde.

Pour tout n € N on note :

1
tn
In:/
0

142
a. Démontrer que pour tout n € N :

0< 1,

dt

<

En déduire que la suite (I,,) converge.
b. Calculer I, + I;,41.
c. Déterminer la limite de la suite :

=1 1+1+
"7 93

1
_1n—17
+ (-1

x

——dt.
11+ ¢2

@ Pour tout z € R% on pose F(z) = /

xT
Int  admet une

1+t2

a. Justifier que la fonction ¢ : ¢ —
primitive ® sur RY .
En déduire que F' est bien définie.

b. Démontrer que F' est dérivable et calculer sa dé-
rivée. Que peut-en en déduire ?

c. Appliquer le changement de variable t = % a

F(z) et retrouver le résultat précédent.




