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CHAPITRE 3

PRINCIPE FONDAMENTAL DE LA DYNAMIQUE
SYNTHESE

TYPES DE PB :

1. Dimensionner un actionner : on connait les lois de mouvement et les inerties = voir exo 1 \
Quelle liaison ? = une équation judicieuse du PFD avec I'actionneur et pas d’inconnues de liaisons
- il faut exploiter le « 0 » du torseur d’AMT de la liaison ou agit I'actionneur a I'aide du TMD sur un axe de
rotation ou du TRD sur un axe de translation
=> Sur une chaine ouverte, il suffit d’isoler tout le systéme en mouvement aprés la liaison de I'actionneur. Pour une

chaine fermée, il n'est pas possible avec une seule application du PFD d'obtenir le résultat recherché. 1l faut donc
réaliser plusieurs isolements successifs, de proche en proche

2. Trouver les lois de mouvements : on connait les actionneurs et les inerties
=>» Sur une chaine ouverte : exo 2
On compte le nombre de parameétres cinématiques pour lesquels on ne connait pas les lois du mouvement
- |l faut écrire avec le PFD autant d’équations scalaires que de paramétres cinématiques inconnus
comptés, le tout, sans faire intervenir d’inconnues de liaison

- il faut exploiter le « 0 » du torseur d’AMT de la liaison ou agit I'actionneur a I'aide du TMD sur

pwamivey | [0 pocamisced
un axe de rotation ou du TRD sur un axe de translation { {

= Sur une chaine fermée : exo 3

On compte le nombre de paramétres cinématiques pour lesquels on ne connait pas les lois I paramétre @

Fya=lkyY ER F(O‘V )

E paramétre X

«ouvrir la chaine » en supprimant une liaison de la chaine fermée (si possible celle avec "%} On coupe ici la liaison 5.3 ﬁ:rf:g:.rnem?e
le moins d’inconnues de liaison). Les actions mécaniques de la liaison coupée sont
désormais considérées comme des AME inconnues

-> écrire N équations scalaires (fermeture géométrique + PFD) dans lesquelles il n’y a pas d’inconnues de liaison supplémentaires

-> il faut exploiter le « 0 » du torseur d’AMT de la liaison ou agit 'actionneur a I'aide du TMD sur un axe de rotation ou du TRD sur un axe de translation

3. Dimensionner une liaison : on connait les actionneurs, les lois de mouvement et les inerties = voir équilibrage

. . Cycle 3 : Résolution des actions mécaniques en utilisant
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La mise en équation a I’aide du PFD permet de déterminer les actions mécaniques dans les liaisons avec le bati puis permet de mettre en évidence
les conditions pratiques d’équilibrage
= Conséquence pratique 1 : Un rotor est équilibré statiquement si son centre de gravité est positionné sur son axe de rotation
= Conséquence pratique 2 : Un rotor est équilibré dynamiquement si son centre de gravité est positionné sur son axe de rotation et si son
axe de rotation est axe principal d’inertie.

EXERCICE 1 : BRAS DE MANUTENTION (VOIR PARAMETRAGE TD CYCLE 2)

Requirement
Débattements angulaires

Requirement
Idée générale

Id «1.4»
Id «1» ®/ Le systéme doit pouvoir assurer les
Le bras de robot doit débattement angulaires

pouvoir se mouvoir comme

correspondant au bras humain

bras humaii
un bras humain 4 k\
, Refine \ Refine
A Y
! N
Requirement Requirement
Axe 0 Axe @
; 1d «1.4.1» 1d «1.4.2»
Vi 2. T
0<f<— ————<@p=<—
2 3 2

Pour déterminer le coupa’é ‘moteur Cy, il faut isoler I'ensemble E = 1+2+3 et utiliser le théoréme
du moment dynamique écrit au point O, projeté sur I'axe z,. Ce choix permet d’obtenir une

équation scalaire ot aucune inconnue de liaison n’intervient puisqu’elle correspond au 0 du
torseur d’action mécanique transmissible.

Onadonc: Oy 02 =My, GogrZo AveC My e .20 =Co.

Démarche de calcul pour : 9o,,e/0 =%,,1/0 t9,,2/0 + %, 370

N

Inertie et masse négligées

Nature du mouvement de 1/0 ? :
Rotation autour de I'axe (O, Eﬂ )

On connait les éléments d’inertie du solide 1
au centre de gravité G,

—> le plus simple pour calculer 501’1!,0 est:

-de calculer 0 170 =15,(51)-L21 9

- d’utiliser le theoreme du transport puisque
0, est un point fixe dans 0 :

Oo,, 1/0 =0, 170 ¥ 0165 AR¢

Nature du mouvement de 2/0 ? :
Mouvement quelconque

On connait les éléments d’inertie du solide 2
au centre de gravité G,

- le plus simple pour calculer ‘?01,2!0 est:

- de calculer G, 50 =g, (52)-L23/4

- d’utiliser le theoreme du transport puisque
0, est un point fixe dans O :

Oo,, 2/0 =0s,, 270 0162 AR50

1/0
- d’appliquer enfin la définition : - d’appliquer enfin la définition :
= - d - - - d "
0o, 10 =—00,,1/0 9o,,2/0 =00, 2/0
i ] r' dt 1¢ r' " 1 dt 1 0
Fabien Hospital 2 Cycle 3 : Résolution des actions mécaniques en utilisant
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")oL, E/0 :"’ol, 1/0 'Hbol, 2/0 +(50L, 3/0

\Inern’e et masse négligées

Ona 0 ,,,=167 Ona o ,,,=M0+¢)7,
- Oo,,1/0 =0g,, 1/0 +0,G, ARCl!O -~ Og,, 2/0 = 0g,, 2/0 +0,G, ""Rcz;n
. L. — . N T —
= Op,, 10 =10.7 +E.><1 ARey/0 = Og,, 270 =LO+@).25+(LX, +5.x2)ARczm
L .-~ - L . . -
Avec Rey o =mVg, o —mE-ﬁ’-\r‘l Avec Re, o =mV, , - =mLO.y, +m.5.[9 +0).Y,
AP , oo o= L - Lo
> O, 1y0=|1+m.— 0.2, Dot (LX; +5.x2},-\{m.L.9.\,f1 +m.5.(9+(;0}.v2)
) 2 . L2 .
=m.2.6.Z, + m.—.(6 + @).cos .7, +m.— .6.cosp.Z,
— d 2 2
puis par définition : 8y 1,0 =—0q, 10 2
ot 0 (04 9) 3,
Lz ! . 4
) =|l+m.— 6.2
0,,1/0 \. 4| 0
R : : 2 .
Oo,, 20 =LO+@).Z, +m.2.07, +m.?{9 + ).
7 2 .
cos .z, +m.— .6.cos@.z, +m.—.(0 + ¢).Z,
2 4
. e = d
puis par définition : o, 270 =00, 2/0
1r dt 1 0
_ _ _ [ 2. .. 5 s 12 . B
o,,e/0 =9%%,,1/0 + 90,,2/0 :[ I+ m.z 0.2, +L(0 +§).7,+m.L".6.7, +m.E.{9 +¢).cos@.z,

Dol :
2 2 2 2

—m.%.{9+(b).¢.sinw.'z’o+m.% .é.cosmiﬂ—m.% .9.({'?.sinq?.iﬂ+m.%.{-§+(’9}.i’0

Au final I'utilisation du PFD donne :
2 A

: L2 L \ 2 2 2
C,=|l+m.—+m.L>+m.— .cos |6+
4 2

I+m.L3.c05(o+ m.LIJ.{éﬂ;Ei}—m.% .(b.sim;o.(z.9+¢}

Cycle 3 : Résolution des actions mécaniques en utilisant
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EXERCICE 2 : GYROSCOPE

Réel

Cadre intérieur Axe de rotation

en roulis

Axe de rotation e
en tangage "\Q‘ Carter extérieur

de la barre
*« d'horizon

Doigt d’entrainement

Barre d’horizon

J | parameétre y paramétre
[ bl G b2 G
Pesanteur
P(G,Z,) ~ PlGX) ~ PGZ,) (A 0 0)
0 {1) {2 ) {3'4"‘" LBI=|0 A 0
Tl ‘,r’ 0 0 cj,
Gréce a un moteur électrique qui délivre o Masse m

un couple Cy; le rotor tourne @ une vitesse —% Actionneur C5.Z,

constante de 20000 tours/min

\‘71 \70

A\ a 2
;=14

Le modéle posséde 3 paramétres cinématiques : v, 6 et @.ll existe une condition liée a la loi
horaire : ¢ =€ =cte

- il y a donc 2 degrés de liberté de mouvement en y et 6 et il faut rechercher 2 équations
scalaires a 'aide du PFD liées a ces 2 degrés de liberté de mouvement ne faisant pas intervenir
les inconnues de liaisons :

paramétre © ‘ "l parametre @ parametrey | paramétre 6

1. iNGH | Lo Lo
P(Q x,) Zq 2 } PG, 7,) 3 \ P(FZ,) X p.- ameétre @
Actionneur C,;.Z, o .

@
r——t——y

Pesanteur
On isole 2+3 et on utilise le théoreme du Pesanteur
moment dynamique écrit en G et projeté ‘
SUr X, > O 5y5/0%, =0 On isole 1+2+3 et on utilise le théoréme du

moment dynamique écrit en G et projeté sur z,

- 56, 142+3/0-21 =0

4 Cycle 3 : Résolution des actions mécaniques en utilisant
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Calcul de O 5,3/0%, =0 :

Il faut exploiter pour des calculs de ce type : u’.v = [u.v] — u.v’
d

dt

(fonctionne car G centre de gravité)
0

05, 213/0%2 =06, 213/0%| ~ g, 243/07 4 %2

0

06,243/0 = 06,270 706,370 = 06,370 = 15(3).L25, avec Qg =Y.z, +0.X, + 9.7,

A 0 O
Ocs0=|0 A 0| .(f.sin0y,+0X,+(@+y.cosb).Z,)
0 0 C{bz}

06 30 = AOX, + A.sin6.y, + C.(@+1.cos6).2,

Os 20 %y = A0 —(AOX, + Ayr.sin0.y, +C.(¢+17.cos6).2,) 4.y,
=A.0—(Ay?.sinb.y,.y, +Cyr(¢+yr.cos6).Z,.y,)
=A.0 —(Ay*.sinb.cos& — Cy(¢+y7.cosB).sinb)

> |A.6 — Ay sinb.cosO + Cyr (@ +7.cos B).sin@ =0 (1)

Calcul de O 1.5,3/0-2, =0 :

Il faut utiliser la encore pour ce calcul une u’.v = [u.v]' —u.v’

5 3 d

2, =—0, 2| —O —1
G, 1+24+3/0° "1 G, 1+2+3/0"71 G,1+243/0 1
/ dt o /%" gt

(fonctionne car G centre de gravité)

0

Og, 142+3/0 = 06,170 TO0¢,2/0 T 05,370 = 0g,3/0 = A-g-iz + A.W.Sinﬁ.gz +C.(¢p+y.cos 9)-22

= %A.y}.smz 6+ C.(p+17.cosB).cos b

- d . . - -
Oc, 112+3/0- 11 :aA.W.sm 0.y,.z, +C.(¢p+y.cosb).z,.z,

0 0

= |Ayr.sin” 8+ C.(¢+r.cos B).cos 8 = cte (2)

Bilan :
Les équations (1) et (2) correspondent aux lois du mouvement du systéme :

A.6 — Ay sinb.cos B + C.yr(@ +yr.cos B).sinf = 0

Ar.sin” @+ C.(¢+yr.cos6).cos 8 =cte

Cycle 3 : Résolution des actions mécaniques en utilisant
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EXERCICE 3 : VIBREUR D’OLIVIER (VOIR PARAMETRAGE TD CYCLE 2)

Le systéme est une chaine cinématique fermée avec 5 degrés de liberté (5 DDLs) de paramétres :
Y, 6, X, @ et B. Pour déterminer les lois du mouvement il faut « ouvrir» cette chaine
cinématique. Cela permet d’obtenir ainsi une chaine cinématique « ouverte ».

E} paramétre O
b1

P{OZJ ?]_ )

2
paramétre X
paramétre Y G(0, X, ) ‘ ‘
a, < b2
J paramétre B
[ ] 3 -“’rr-

{F5—>3}
parametre (p

} on coupe ici la liaison 5-3! (loi programmée)

On injecte par conséquent 3 inconnues de liaisons supplémentaires dans le systéme d’équation
qui permettra d’obtenir les lois du mouvement = Soit un total de 8 équations a trouver.

La fermeture géométrique de la boucle permet de lier certain de ces paramétres et d’obtenir les

1éres équations simples % :

. Y :—|5,ﬁ (1)
e X=d,—l —l,=cte (2)
I
. g=— > cte (3)
X+,
De plus une loi horaire est imposée™ sur le paramétre @ : avec Q=cte (4)

Cycle 3 : Résolution des actions mécaniques en utilisant
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Ce qui fait déja 4 équations sur les 8 recherchées.

En analysant les 4 équations (1), (2), (3) et (4) on constate qu’il y a au final un seul degré de
liberté en mouvement de parametre B et I'équation du mouvement est donc une équation en
fonction de B et des ses dérivées.

Pour trouver cette equation, il reste 4 équations a écrire a I'aide du PFD en allant « chercher les
0 » des liaisons :

Equation 5: Equation 6 :

| El paramétre B

Foa=lR¥—bWF, oo

[ =(7\__.\‘7b._.\‘1.\1‘,_ [

G- |—k'.ﬁ—h'\é>.£;- -

paramétre (p paramétre (p
{loi programmée) ‘ {loi programmeée)
On isole 3+4 et on utilise le théoreme de la On isole 2+3+4 et on utilise le théoréeme du
résultante dynamique projeté sur X, . moment dynamique en O, projeté sur vy, .
2 Rd, 3+a10'i2 EFext—>3+4 2 — 502, 2+3+MO'\72 :EMOZ,cxt—>2+3+4 ‘\72
Equation 7 : Equation 8 :
| paramétre @ [ ﬁ paramétre @

P02, ¥, )

] paramétre X
| peramitre¥ - feio,5,) |- -]
1. |

pammetreﬁ ‘

rT_::I—k,.Y—b,.i‘).G,’ 4

Foa=thY-b ¥y ooae-

Glony:) |-

PO, ®y) [

\ é Pl02,) [ ]
Cn‘;=|—k'ﬁ—b'.ﬂ)};-‘_ [
{F -aa o l E’

paramétre (p paramétre (p

{loi programmée) {loi programmeée)

On isole 1+2+3+4 et on utilise le théoréme de On isole 5 et on utilise le théoréme du
la résultante dynamique projeté sur vy, . moment dynamique en O* projeté sur X, .
2 Ry 112:31a70-Y1 = ZFexmioesa Vi > 9, « 570-X0 = EMpe i 5-Xg
Fabien Hospital 7 Cycle 3 : Résolution des actions mécaniques en utilisant
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1. Calculde R 5 40X, =ZF 30X, ¢

Re 30470 =Rc¢ 370 TRc 40 avec:

Re, 210 =Ma-Ve, 3 =MV,
Re a0 =MaVs, , 0 ou
d —— — | . _ d_| .. o
6441/025(0004-{—0464) :Y'y1+e'ay4 :Y-Vl—e.(ﬁ’.xq
0 0
Re, 30470 =My +m4].Y.\71 -m,.e.0.X,
. _d _ d_
R X, =—R X, =R 4., 0—X
d,3+4/0° "2 dt c,3+4/0 20 c,3+4/0 dt 20

:mq.e.gz'iz.sing?j

_ d P d .
Rd,3+4/0'X2:E{_ma-e-ﬁzﬁ-xq-xz) ZE(—mq.e.gﬁ.cosgﬁ)

0 0

—_—

TF X, =Xy > |Mm,.e.d’.sing=X, (5)

ext—3+4 "

2. Calcul de Gy, 5.5.4/0-Y2 = IMo, eximszezea V2

502,2+3+4m'\—"2 = 50214{0.\72 car 2/0 et 3/0 mouvements de translation suivant y,

‘A, 0 O
O, a/0=ls,(54) 2=/ 0 B, 0| .07,=C,0%
0 0 G,
164,4!0:_0-64,41/0 =C,.0.2,

502,4{0 = 064,430 +0,G, "\Rd,a;o avec:

0,G, ARy 40 =((X+15)X, —dy, +ey,)a(m,.V.y, -m, ed’y,)

=m,.Y.(X+1,).Z, -m,.e.0.(X+1,).cos 4.7, +m,.d.e.¢* sing.z, —-m, .V.e.sind.z,

~

Or 7,=7,=7, d'oU 8y /0¥, =0

IMy emszsara-Y2 =Mo, 532 ¥ Mg 1Y,
X, A.f3.cos@ )
{F5_>3}: Yo, 0 2 Mo, 53Y2 = (M03,5—>3 +0,0; A (Xg3.X, + o3y, + 253-22))V2
Z., AB.sin@
0, L3 B (b2)
Fabien Hospital 3 Cycle 3 : Résolution des actions mécaniques en utilisant
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Mo, 53-Y, = [(X+1,).%, A Xz Xy + Yoy ¥, +Zes.2) [y, =—(X +1,) Ze,

502,2+3+4;0-\72 :ZMOZ,cxt—)2+3+d‘\72 - —(X+13).Z53=0 >|Z;;=0 (6)

d, 14243+4/0°Y1 = zcht—>1+?_+3+4'\"1 .

3. Calcul de R

Re 142434470 =(m, +m, +m; +m,).Y.y, —-m,.e.0.x,

d —— — d _

Ry 142:314/0-Y1 = E(Rc, 1s2431a/0Y1) —Re, 1—z+3+a;0'a\’1
0

d

=—(R¢ 1. Y1)
dt C,1+2+3+4/0* ¥ 1

0 0

d : L
:a((ml +m, +m; +m,).Y —m,.e.d.x,.y,)

.. d .
=(m, +m, +m, +ma].Y—qu.e.¢5.sin¢ﬁ

0 0

=(m, +m, +m, +m,).Y —-m,.e.0*.cos®

2F, Xt—1+2+3+4 -\—/1 = _kl-Y - b1Y + Y3

e

_ _— . > :
Ry, 122431470 Y1 = LFewstszsana-Y1 = |(My+my +m;+m,).Y —m,.e.0”.cosd=—k,.Y—b,.Y +Y;| (7)

4. Calcul de: 65 50Xy = XMy o s-Xg *

0, X, = d (o X, )| —O d X
0*, 5/0°™0 dt 0*, 5/0°™0 0*, 5/0‘dt 0

— 4o k)
. dt 0* 5/0™0

0 0

A

(%2}

0 0
B, 0| .BX =A.LXs > Gou 0% =Asf

5

0 C

O-O‘, 5/0 :IO: (SS)'QSO =
\ 5 /(b5)

0
0

ZMO",cxt—B'iO =—k 15 -b '15+ MO",B—)S'iO

'X53 A.f.cos6
{F5—>3}: Yo, 0 = Mg 56X :(M03,5—>3 +0 05 A—=(Xg3.X%, + Y3y, +253.Ez)].§0
0. Zs3 A.p.sin@ o2

Mos 5 5-Xo = —A L+ (l5.25 A—(Xo3:X, + Y3.¥,) )Xo = =48 =15 Xy,.5in B.sin @ +1,.Y,,.cos B

—lg.Xg3.25 AX, =g Xes.(=sin By, +cos B.2,) A X, =l X3.5in .2, —|.X.5.cos f.cos By,

Sor 5/0X0 = EMgs oriss Xo > |As.B=—K .B=b .~ AL I Xey.sinfB.sin0+, Y .cos 3| (8)

ext—5"

Cycle 3 : Résolution des actions mécaniques en utilisant
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Au final : En utilisant les équations (1), (4), (7) et (8) :

(m, +m, +m, +m,).Y —-m,.e.d’.cosd =—k,.Y —b, .Y +Y,,

A, f=K.B=b . B-AP-|.Y,.cos8 > A, ==k .B-b .B-Ap+|.Y., (avec 'hypothése
S angle petit, on considere que |..cos S =I et |..sin 5.sin@ négligeable devant |.)

Y=-A. B > Y=-A.8 > V=3

d=0.t

On obtient :

—(m1+m2+m3+mq).Is.ﬁ—mq.e.Qz.cosQ‘t—kl.ls.ﬁ—bl.l5ﬂ:Y53
1 ., .. .
Et l—.(As.ﬁJrk P+b . f+A.5)=Y.,

5

> —(m, +m, +m, +m, ).~ F—m,l .eQ’ cosQt—k, |2 A-b | . f=A.B+K .p+b B+ 1B
(m, +m, +m, +m,) 2B +k > B+b I S+A, B+K .B+b .f+AL=-m,l eQ’ cosQt

Soit la loi du mouvement :

(A, +(my +m, +my+m,) 17 ) B+ +b, 7 +2).8+(k, J2 +K').f=-m, |,.e. Q. cos Q.t

Cycle 3 : Résolution des actions mécaniques en utilisant
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