2. OPERATEUR D’INERTIE - MATRICE D’INERTIE

Dans ce paragraphe le systéme matériel étudié est un solide indéformabile, il sera noté (S).

2.1. Donneées génerales

Un solide (S) de masse m est en mouvement par rapport a —
—_— — — vz
un repéreRo = (0O, Xo, Yo, Zo).
A est un point fixe du solide (S). EE""’*
_— > —
On définit le repere R=(A, X , Y , Z )liéausolide
(S) v
Soit P un point courant du solide (S) autour duquel on (S
étudiera I'effet de la répartition de la masse et U un )
s O .
vecteur unitaire. On donne les coordonnées de AP et U Rﬂ al F:
dans le repere R:
XNa
jxpl ux
AP =3Yor u=4u,
Zp u

R

2.2. Opérateur d’inertie - Matrice d'inertie d’un solide

L’opérateur d’inertie d’un solide (S) en un point A, est 1’opérateur qui, & tout vecteur U= (Ux,Uy,Uz); fait

. —>
correspondre le vecteur J«(S,U), défini par :

Cette expression un peu complexe apparaitra dans les relations qui permettront de calculer le "moment cinétique" d'un
solide et on se propose d'en trouver une expression plus abordable. Calculons cette intégrale :
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On pose par définition :

Remarques importantes :

- Le point A et le repére R étant fixes par rapport au solide (S), les quantités A, B, C, D, E, F sont constantes au
cours du temps ;

- L'unité Sl dans laquelle seront exprimées les valeurs numériques de A, B, C, D, E, F est : Kg.m?

- Les moments d'inertie A, B, C sont toujours positifs.
—

L'opérateur d'inertie Ja(S,U) s écrit:
—> - —
j«(S,0) =|Au,—Fu,~Eu,] X

- —>
+|-Fu,+Bu,~Du,} ¥

—>

+|-Eu,~Du,+Cu,} Z

On définit la matrice d'inertie du solide (S),
exprimée au point A et dans la base du repére R

par (1(S))g

Remargues:
e Autre appellation utilisee : opérateur

d’inertie.
e La matrice d’inertie est symétrique.

2.3. Base principale d’inertie
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La matrice d’inertie étant symétrique, il existe un systéme de trois

—_— — —

vecteurs propres orthogonaux deux a deux ( X1, Y1, Z1) formant une
base. Dans cette base, appelée base principale d’inerte, la matrice est
diagonale (les produits d’inertie D, E, F sont nuls).

|(A -F -E)
Dans la base de R : (|A(S))R=L—F B _DJ
- -D C (AXY.Z)
l(Al 0 o\|
Dans la base de R1 — (IA(S))R1=LO B: OJ
0 0 Cu (AX1Y1,Z1)

2.4. Techniques de calcul d’une matrice d’inertie

2.4.1. Le solide (S) a un plan de symétrie

Mz ¥
(S)
—
L ¥
: .
A
X

Soit deux points P et P’ de (S) symétriques par rapport au plan
de symétrie (rr). On a:

Xp J Xer= Xp l
OP =1yr et OP'=y ye=Vr
Zr Ip= _ZPJ

R R

Calcul du produit d’inertie D:
D= [.yzdm

Fabien Hospital Dynamique Matrices d'Inertie

Page 3 sur 9




2.4.2. Le solide a un axe de symétrie

—
Le solide (S) a I’axe (O, Z ) comme axe de symétrie.

Soit deux points P et P’ de (S) symétriques par rapport a

laxe (O, Z ).Ona:

prl Xe=—Xo
N —
OP = Ye et OP' = yP‘: —yp
Zp R Ze=12r R
Calcul des produits d’inertie:
Point P Point P’
D=> YeZp  YpZp=-YpZp D=0
E> Xp Zp Xp' Zp= -Xp Zp E=0
F> XpYp  Xp'Yp=XpYp F=0!

2.4.3. Le solide a deux plans de symétrie perpendiculaires

e Leplan (O, Xo, Yo ) est plan de symétrie
= Théoreme 1 = D=E=0

e Leplan (O, Yo, Zo) est plan de symétrie
= Théoréme 1 = F=0

2.4.4. Le solide a deux axes de symétrie perpendiculaires

Méme étude:

.
}\Z

L=<

"
[
[
[
"
[
n
u,
h

"\MJ,
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2.4.5.  Applications:

A partir des différents théorémes étudiés précédemment, on cherchera dans les applications suivantes la forme
simplifiée de la matrice d’inertie.

z
—
) Y
'0 el
X
Solide plat, plan (O, X , Y ) ; Solide de révolution: axe (O, Z ) , ; Solide a symétrie sphérique

2.5 Moments d'inertie particuliers

2.5.1. Moment d’inertie par rapport a un axe quelconque

Soit un repére Ro= (0, Xo,Yo0,Zo), et un axe (A)
défini par le point A et le vecteur unitaire i .

Soit un solide (S) de masse m.

Un point P de (S) se projette en H sur (A).

Le moment d’inertie du solide (S) par rapport a I’axe (A)
est le scalaire positif suivant:

On note que cette définition ne fait pas intervenir le point A ; on
pourra donc souvent simplifier la notation : 1.(S/A) = I(S)/A

Calcul de 1.(S/A):
IPHI=[i]-IPH] = [i].]AP[.sina = [iAAP]|

= 1(S/A) = [(PH)2dm = [(i A AP)2dm
S S

Il
wn —_—

{

- —> - —_—>
On reconnait le produit mixte entre les trois vecteurs (i A AP ), I et AP

Relation6  —

L(S/A) = | T{EA (in ﬁ)}dm _____ PLS )
S

& Relation pour le calcul :
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2.5.2. Moment d’inertie par rapport au plan du triédre lié au solide

_— — —
Un point P de (S) est défini dans le repere R= (0O, X , Y , Z ) lié au solide, par les coordonnées (X,y,z).
e On pose:

* A'= _[Xz.dm = Moment d’inertie de (S) par rapportau plan (O, Y , Z );
s

* B'= jyz.dm = Moment d’inertie de (S) par rapport au plan (O, X , Z );
s

* C'= jzz.dm = Moment d’inertie de (S) par rapport au plan(O, X , Y ).
s

e Ona:

2.5.3. Moment d’inertie par rapport a un point

2.6. CHANGEMENT DE BASE POUR LA MATRICE D'INERTIE

Le changement de base est une démarche qui prend du temps et elle ne doit étre
entreprise qu'apres mare réflexion, seulement si elle est vraiment nécessaire !!

Rappel mathématique : v2 Y1
Soit P la matrice de passage de la base B1 (X1, Y1, Z1) .
a la base B2 (X2, Y2, Z2); /ﬁv
Soit (IA(S))Blla matrice d'inertie de (S) dans la base B1 ; °
4 X1

La matrice d'inertie de (S), (IA(S))BZ exprimée dans la base B2 est :

1 Exemple de la matrice de passage
(14S))gp = P 71 -(1.(S))g - P dune

rotation :

La matrice P de passage de la base B1 a la base B2 est composée des cosfp —sinf 0

vecteurs colonne (X2, Y2, Z2) de la nouvelle base exprimés dans P =|sinf cosp O
I'ancienne base. 0 0 1
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2.7. Théoreme de HUYGENS

2.7.1. Forme générale du théoréme de Huygens :

Soit un solide (S) de masse m, de centre de
gravité G.

On définit :
e deux reperes liésa (S): R=(A, X,Y ,Z)

et R=(G, X,Y ,Z)

e les deux matrlces d inertic dans R et R’ :

—Fa —Ea)
IA(S) | Ba —Da
L —Da Ca JR
(A ~Fe —Eo)
| Fc Be —-De |
L —Dea CGJ

(1«(3)),.

N jXAGl
e les coordonnées des vecteurs: AG=1VYaf ; AP =

Znc

Recherchons une relation entre les deux matrices d’inertie:

_— — —

J/XAP = Xac + Xor
Ona: AP = AG+GP=

Yar = Yac + Yer
Zne = Znc + Zor

Calcul de Aa

l
|
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Calcul de Da:

2 2
Yic t Zac — XAGYAG — XaGZAG
_ 2 2
I,(m € G) =m| —x46Yac Xac T Zag — YaGZac
2 2
—XaGZAG — YaGZac Xic T X4c

Avant tout calcul, définir la forme simplifiée de la matrice = choisir le point, le repére ou I’on
exprimera la matrice sous sa forme la plus simple.

Avant de multiplier ou d’additionner 2 matrices, vérifier qu’elles soient exprimées dans un méme repere
et au méme point.

Conseils Pour le théoréme de Huygens, les deux reperes sont paralleles et il s’écrit entre un point A et le centre
d’inertie G (A£G) et non entre deux points quelconques du solide.
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MATRICES D’INERTIE USUELLES

Parallélépipede rectangle

%(bz-rcz) 0

0 Mpa, .2
12(a+c:) 0

O b g

Cylindre de révolution

mE ) o

0 m—+—)

0
0
m B
2

Cone de révolution

S m (R+-)o 0

2
o Sm(rR%27) o

3 2
0 ﬁmR

Ellipsoide

M b2+c?3) O
5

0 %(ahcz) 0

0 FxbY g
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