Physique-Chimie / TD Tr2

\CorTD-TrZ : Mathématiques pour la Physique-Chimie\

Exercice 1: Equations différentielles linéaires du 1¢ ordre (%)

Déterminer la ou les solution(s) réelle(s) des équations différentielles suivantes.
a. y' =5y
Cette équation différentielle homogéne s’écrit a(x)y'(x) + b(x)y(x) = 0 avec a(x) = 1 et b(x) = —5.
Les solutions réelles sont donc de la forme
y(x) = 1e4™)
ou A estréel et A une primitive de la fonction x — —Z = 5, soit, par exemple, A: x — 5x.

Conclusion :
y(x) = 2e5* avec 1 € R

b. 2f'+3f =6
Les solutions de I'équation homogene s’écrivent

fn(x) = 2e73%/2 avec 1 € R
Une solution particuliére est

fo(x) =2
Conclusion : les solutions sont de la forme
f(x) =2+ e 3*/? avec 1 € R

c. V1 —x2y' 4+ y = 0 sur l'intervalle ] = ]—1,1[ sachant que y(0) = 5

\/%7 sur [ est par exemple A: x — arcos(x)

Une primitive de la fonction x — —
Les solutions s’écrivent donc

y(x) = 1e?T°5X) avec 1 € R
On cherche la solution telle que y(0) = 5 (probléme de Cauchy). Or y(0) = 1e37°5(0) = 2¢™/2 donc A = 5e~"/2.
Conclusion : la solution cherchée est
—1/2 garcos(x)

y(x) = 5e
d. x%y'(x) + y(x) = x% + x surI =10, +oo[

i i . 1 1 . )z q \
Une primitive de la fonction x — — — est A:ix — = donc les solutions de I'’équation homogene sont

yn(x) = 1e'/* avec A € R
Une solution particuliére évidente est
yp(x) =x
Conclusion : les solutions sont

y(x) = x + 2e/* avec 1 € R

d .
e. d—? + % = % sur [ = [0, +oo[ sachant que u(0) = 0 et que E et T sont des constantes réelles

Les solutions de I'équation homogéne sont u(t) = le~%/% avec 1 € R
Une solution particuliére évidente est u(t) = E

Les solutions sont donc u(t) = E + le~/*

On cherche la solution telle que u(0) = 0 d’'ou A = —E.
Conclusion :

u(t) =E(1—e7t7)
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£ d_u n u_ E cos(wt)

s sur [ = [0, +oo[ sachant que u(0) = 0 et que E, T et w sont des constantes réelles.

Les solutions sont de la forme :

U=1uptuy
ou u, est une solution particuliére et u, les solutions de I'équation homogene.
Les solutions uy, ont été établies a la question précédente :

up(t) = le~t/Tavec1 € R
On cherche une solution particuliere sous la forme d'une sinusoide de méme pulsation que le membre de droite :
u, (t) = Acos(wt + ¢)

ou A > 0 est 'amplitude de u, et ¢ estla phase a I'origine.
Pour trouver A et ¢ il y a trois méthodes :
- trigonométrique : on injecte la solution dans I'équation et on fait des calculs de trigonométrie ;
- vectorielle : on utilise la méthode des vecteurs de Fresnel ;

- algébrique : on utilise la méthode des complexes pour transformer I'équation différentielle en une équation
algébrique ; c’est celle que nous mettons en ceuvre ci-dessous.

Posons u,(t) = Ael(@t+®) Jlors uy(t) = Re <up (t)) d’ou :

dRe (ﬁ(f)> Re (ﬁ(f)> Re(Eelot)

dt T T

Les coefficients sont constants et réels donc :

du,(t) wu, (t)] Eelot
= Re [ ]

R
I at

T

Cette égalité est aussi vraie si 'on prend la partie imaginaire au lieu de la partie réelle (y-réfléchir) donc

duy,(t) u,(t) FEeiot
£ 2
dt T T

L’intérét de la méthode réside dans la propriété suivante qui permet de transformer I'’équation différentielle
précédente en une équation algébrique :

duy, (t)
= Jeun(®)
On en déduit en effet que
1 Eel®t Eel®t
(ja) + ;) ﬂ(t) = soit u_p(t) = T]wr
Or u,(t) = Ael@t+d) 4'on 4 = |up(t)| = L t ¢ =arg (—) = —arctan(wt)
2 4 m 1+ jwt

Ainsi

u,(t) = Acos(wt + ¢) = 5 [cos(wt) + wt sin(wt)]

1+ w?t
La derniere égalité se démontre en utilisant I'identité trigonométrique cos(a + b) = cosa cos b — sina sinb

La solution générale est donc

u(t) = le t/* + [cos(wt) + wT sin(wt)]

1+ w?t?
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E
1+w?7?

Oru(0) =0donc0 =1+ et par suite la solution au probleme s’écrit :

u(t) = _E [cos(wt) + wt sin(wt) — e™/7]
14+ w?7?

Exercice 2 : Principe de superposition (%)

On considere I'équation différentielle linaire du 1er ordre
(E) : a(@)y'(x) + b(x)y(x) = c1(x) + c2(x)
oua, b, cq et c; sont des fonctions continues de I'intervalle I de R dans K = C ou R.

On note (E;), (E,), (Ey) les équations différentielles obtenues a partir de (E) lorsque respectivement ¢, = 0,
¢ =0,etcy =¢c, =0.

1. Montrer que si y; et y, sont solutions de (E},) alors, V(14,1,) € K2, 1;¥; + A,y, est aussi solution de (Ey).
[’équation homogene s’écrit :
(Ep) : a(x)y'(x) + b(x)y(x) = 0

Soit (14,4,) € K2 et y; et y, deux solutions de (E},), alors, en utilisant la linéarité de la dérivée : [A;y; + A,y,]" =
A1y1 + A,y3, on obtient

a() [ y1(x) + 2,5, ()] + b(x)[A1y1 (X)) + 2,5, ()] = 44 [a(x)y;" (x) + b(x)y; ()] + 2, [a(x)y,'(x) + b(x)y, (x)]

=0 car y;est solution de (Ep) =0 car y;est solution de (Ep)

a(x)[A1y1(x) + A2, ()] + b(0)[A1y1(x) + A7, (x)] = 0
La combinaison linéaire 1, y; + A,y, est donc aussi solution de (Ep).

2. Montrer que si y; est solution de (E;) et y, est solution de (E,) alors y; + y, est solution de (E).
Les équations (E;) et (E,) s’écrivent :
(E1) : a()y'(x) + b(x)y(x) = ¢;(x) et (Ez): a(x)y'(x) + b(x)y(x) = cz(x)
Soient y; et y, deux solutions respectivement de (E;) et (E,), alors :
a() [y (x) + y2()] + b)) [y1(x) + ¥.(0)] = [a(x)y,'(x) + b(x)y1(x)] + [a(x)y,'(x) + b(x)y,(x)]

=c4(x) car y,est solution de (Eq) =c,(x) car y,est solution de (E;)

a()[y1(x) + y2 ()] + b)) [y1 (x) + ¥ ()] = c1(x) + ¢ (%)
La somme y; + y, est donc solution de (E).

Exercice 3: Equations différentielles linéaires a coefficients constants du 2¢me ordre (% %)

Déterminer les solutions de R dans C, puis les solutions de R dans R des équations différentielles suivantes :
a. 2y" —3y' =2y =0
[’équation caractéristique est

2r2—=3r—2=0

de discriminant A = (=3)? — 4 x 2 X (—=2) = 25 > 0 et de racines r; = 34;5 = —%et T, = 3%5 =2

Les solutions dans C de cette équation homogéne s’écrivent donc
y(x) = 2,e7¥/? + 2,e?* ou (14,1,) € C?
Les solutions dans R ont la méme forme avec (1;,1,) € R?
b. y'" —4y'+13y =0
L’'équation caractéristique est 72 —4r + 13 =0 de discriminant A = (—4)2—4x1x13=-36<0 et de

O 2+ 3ietr, =% =23

racinesr; =

Les solutions dans C de cette équation homogene s’écrivent donc

y(x) = 1,e@+30% 4 3,0C2-3Dx oy (2,,1,) € C?

Lycée Bellevue / MPSI 2026-2027 / JC Bureau 3



Physique-Chimie / TD Tr2
Les solutions dans R s’écrivent

y(x) = (1 cos(3x) + A, sin(3x))e?* ou (14,1,) € R?
c. 4" +12y'+9y =0

L’équation caractéristique est 472 + 12r + 9 = 0 de discriminant A = 122 — 4 x 4 X 9 = 0 et de racine (double)
-12

3 : a . 5 &t
Th=—% =% Les solutions dans C de cette équation homogene s’écrivent donc

y(x) = (A1 + A;x)e ™32 ou (14,4,) € C?

Les solutions dans R ont la méme forme avec (1;,4,) € R?

Résoudre dans R les équations suivantes :
d. y"(x) —4y'(x) + 4y(x) = xe™™ (on cherchera une solution particuliere sous la forme x — (ax + b)e™™)
* On cherche une solution particuliere sous la forme y, (x) = (ax + b)e™™ d’ou
¥p(x) = (a — (ax + b))e‘x =(—axta—b)e™ et y)/(x) = (ax —2a + b)e™
On en déduit
(ax —2a+b)e ™™ —4(—ax+a—Db)e™* +4(ax + b)e ™™ = xe™
1 2

9ax — 6a+9b)e™* =xe™* d'ou a==eth=—
(9ax — 6a +9b)e xe ou a 9e 57

= On cherche ensuite les solutions de '’équation homogene. L’équation caractéristique est
rP—4r+4=0
de discriminant A = (—4)%? — 4 X 1 X 4 = 0 et de racine (double) ry = 2.
Les solutions dans R de I'’équation homogéne s’écrivent donc
yh(x) = (A1 + 1x)e?* ot (A4,1,) € R?
» Les solutions s’écrivent :
2

x + 3
e ™+ (A + 1,x)e?* ou (14,1,) € R?

y(x) = yp(x) + yp(x) =

Exercice 4: Principe de superposition (%)

On considere I'équation différentielle linaire a coefficients constants du 2éme ordre
(E) : ay” (x) + by’ (x) + cy(x) = d1(x) + d2(x)

ou a, b, et c sont des constantes (a # 0) de I'intervalle I de R, et d; et d, des fonctions continues de [ dans K =
CouR.

On note (E;), (E;), (E) les équations différentielles obtenues a partir de (E) lorsque respectivement d, = 0,
d1 = 0,etd1 = d2 = 0.

1. Les résultats de I'exercice 2 restent-ils vrais ?

Les résultats restent vrais (ils sont la conséquence de la linéarité de la dérivée).
2. Peut-on les généraliser a d’autres types d’équations différentielles ?

Ils sont vrais pour n’'importe quelle équation linéaire d’ordre n :

(E) : any ™ (x) + ap1y "D (x) + -+ a1y' (%) + agy(x) = dy (%) + da ()

Lycée Bellevue / MPSI 2026-2027 / JC Bureau 4




    y ′ = 5 y


  a  ( x ) y ′  ( x ) + b  ( x ) y  ( x ) = 0


  a  ( x ) = 1


  b  ( x ) = − 5


  y  ( x ) = 𝜆   e  A ( x )


  𝜆


  A


  x ⟶ −   b  a = 5


  A : x ⟶ 5 x


  y  ( x ) = 𝜆   e  5 x   avec   𝜆 ∈ ℝ


  2   f ′ + 3 f = 6


  2   f ′ + 3 f = 6


    f h  ( x ) = 𝜆   e  − 3 x / 2   avec   𝜆 ∈ ℝ


    f  p  ( x ) = 2


  f  ( x ) = 2 + 𝜆   e  − 3 x / 2   avec   𝜆 ∈ ℝ


   1 −   x 2   y ′ + y = 0


  I =  ] − 1 , 1 [


  y  ( 0 ) = 5


  x ⟶ −  1   1 −   x 2


  I


  A : x ⟶  arcos ⁡  ( x )


  y  ( x ) = 𝜆   e   arcos ⁡  ( x )   avec   𝜆 ∈ ℝ


  y  ( 0 ) = 5


  y  ( 0 ) = 𝜆   e   arcos ⁡  ( 0 ) =   𝜆   e  𝜋 / 2


  𝜆 = 5   e  − 𝜋 / 2


  y  ( x ) = 5   e  − 𝜋 / 2   e   arcos ⁡  ( x )  


    x 2   y ′ ( x ) + y ( x ) =   x 2 + x


  I =  ] 0 , + ∞ [


  x ⟶ −  1    x 2


  A : x ⟶  1  x


    y h  ( x ) = 𝜆   e  1 / x   avec   𝜆 ∈ ℝ


    y  p  ( x ) = x


  y  ( x ) = x + 𝜆   e  1 / x   avec   𝜆 ∈ ℝ


    d u  d t +   u  𝜏 =   E  𝜏  


  I =  [ 0 , + ∞ [


  u  ( 0 ) = 0


  E


  𝜏


  u  ( t ) = 𝜆   e  − t / 𝜏   avec   𝜆 ∈ ℝ


  u  ( t ) = E


  u  ( t ) = E + 𝜆   e  − t / 𝜏  


  u  ( 0 ) = 0


  𝜆 = − E


  u  ( t ) = E  ( 1 −   e  − t / 𝜏 )


    d u  d t +   u  𝜏 =   E  cos ⁡   ( 𝜔 t )  𝜏  


  I =  [ 0 , + ∞ [


  u  ( 0 ) = 0


  E


  𝜏


  𝜔


  u =   u  p +   u h


    u  p


    u h


    u h


    u h  ( t ) = 𝜆   e  − t / 𝜏   avec   𝜆 ∈ ℝ


    u  p  ( t ) = A  cos ⁡   ( 𝜔 t + 𝜙 )


  A > 0


    u  p


  𝜙


  A


  𝜙


      u  p _  ( t ) =   A   e  j  ( 𝜔 t + 𝜙 )


    u  p  ( t ) = ℛ e  (     u  p _  ( t ) )


    d ℛ e  (     u  p _  ( t ) )  d t +   ℛ e  (     u  p _  ( t ) )  𝜏 =   ℛ e  ( E   e  j 𝜔 t )  𝜏    


  ℛ e  [   d     u  p _  ( t )  d t +       u  p _  ( t )  𝜏 ] = ℛ e  [   E   e  j 𝜔 t  𝜏 ]


    d     u  p _  ( t )  d t +       u  p _  ( t )  𝜏 =   E   e  j 𝜔 t  𝜏


    d     u  p _  ( t )  d t = j 𝜔     u  p _  ( t )


   ( j 𝜔 +  1  𝜏 )     u  p _  ( t ) =   E   e  j 𝜔 t  𝜏       soit           u  p _  ( t ) =   E   e  j 𝜔 t  1 + j 𝜔 𝜏  


  Or         u  p _  ( t ) =   A   e  j  ( 𝜔 t + 𝜙 )    d ′ o ù   A =  |     u  p _  ( t ) | =   E   1 +    ( 𝜔 𝜏 ) 2       et     𝜙 = arg  (   E  1 + j 𝜔 𝜏 ) = − arctan  ( 𝜔 𝜏 )


  Or         u  p _  ( t ) =   A   e  j  ( 𝜔 t + 𝜙 )    d ′ o ù   A =  |     u  p _  ( t ) | =   E   1 +    ( 𝜔 𝜏 ) 2       et     𝜙 = arg  (   E  1 + j 𝜔 𝜏 ) = − arctan  ( 𝜔 𝜏 )


    u  p  ( t ) = A  cos ⁡   ( 𝜔 t + 𝜙 ) =   E  1 +   𝜔 2   𝜏 2  [  cos ⁡   ( 𝜔 t ) + 𝜔 𝜏  sin ⁡   ( 𝜔 t ) ]


   cos ⁡   ( a + b ) =  cos ⁡  a  cos ⁡  b −  sin ⁡  a  sin ⁡  b


  u  ( t ) = 𝜆   e  − t / 𝜏 +   E  1 +   𝜔 2   𝜏 2  [  cos ⁡   ( 𝜔 t ) + 𝜔 𝜏  sin ⁡   ( 𝜔 t ) ]


  u  ( 0 ) = 0


  0 = 𝜆 +   E  1 +   𝜔 2   𝜏 2


  u  ( t ) =   E  1 +   𝜔 2   𝜏 2  [  cos ⁡   ( 𝜔 t ) + 𝜔 𝜏  sin ⁡   ( 𝜔 t ) −   e  − t / 𝜏 ]


   ( E )   : a  ( x )   y ′  ( x ) + b  ( x ) y  ( x ) =   c 1  ( x ) +   c 2  ( x )    


  a


  b


    c 1


    c 2


  I


  ℝ


  𝕂 = ℂ   ou   ℝ


   (   E 1 )


   (   E 2 )


   (   E h )


   ( E )


    c 2 = 0


    c 1 = 0


    c 1 =   c 2 = 0


    y 1


    y 2


   (   E h )


  ∀  (   𝜆 1 ,   𝜆 2 ) ∈   𝕂 2


    𝜆 1   y 1 +   𝜆 2   y 2


   (   E h )


   (   E h )   : a  ( x )   y ′  ( x ) + b  ( x ) y  ( x ) = 0


   (   𝜆 1 ,   𝜆 2 ) ∈   𝕂 2


    y 1


    y 2


   (   E h )


     [   𝜆 1   y 1 +   𝜆 2   y 2 ] ′ =   𝜆 1   y 1 ′ +   𝜆 2   y 2 ′


  a  ( x )    [   𝜆 1   y 1  ( x ) +   𝜆 2   y 2  ( x ) ] ′ + b  ( x )  [   𝜆 1   y 1  ( x ) +   𝜆 2   y 2  ( x ) ] =   𝜆 1      [ a  ( x )   y 1 ′  ( x ) + b  ( x )   y 1  ( x ) ] ⏟  = 0   car     y 1 est   solution   de    (   E h )   +   𝜆 2      [ a  ( x )   y 2 ′  ( x ) + b  ( x )   y 2  ( x ) ] ⏟  = 0   car     y 2 est   solution   de    (   E h )  


  a  ( x )    [   𝜆 1   y 1  ( x ) +   𝜆 2   y 2  ( x ) ] ′ + b  ( x )  [   𝜆 1   y 1  ( x ) +   𝜆 2   y 2  ( x ) ] = 0


  a  ( x )    [   𝜆 1   y 1  ( x ) +   𝜆 2   y 2  ( x ) ] ′ + b  ( x )  [   𝜆 1   y 1  ( x ) +   𝜆 2   y 2  ( x ) ] = 0


    𝜆 1   y 1 +   𝜆 2   y 2


   (   E h )


    y 1


   (   E 1 )


    y 2


   (   E 2 )


    y 1 +   y 2


   ( E )


   (   E 1 )


   (   E 2 )


   (   E 1 )   : a  ( x )   y ′  ( x ) + b  ( x ) y  ( x ) =   c 1  ( x )       et          (   E 2 )   : a  ( x )   y ′  ( x ) + b  ( x ) y  ( x ) =   c 2  ( x )      


    y 1


    y 2


   (   E 1 )


   (   E 2 )


  a  ( x )    [   y 1  ( x ) +   y 2  ( x ) ] ′ + b  ( x )  [   y 1  ( x ) +   y 2  ( x ) ] =      [ a  ( x )   y 1 ′  ( x ) + b  ( x )   y 1  ( x ) ] ⏟  =   c 1  ( x )   car     y 1 est   solution   de    (   E 1 )   +      [ a  ( x )   y 2 ′  ( x ) + b  ( x )   y 2  ( x ) ] ⏟  =   c 2  ( x )   car     y 2 est   solution   de    (   E 2 )  


  a  ( x )    [   y 1  ( x ) +   y 2  ( x ) ] ′ + b  ( x )  [   y 1  ( x ) +   y 2  ( x ) ] =   c 1  ( x ) +   c 2  ( x )


  a  ( x )    [   y 1  ( x ) +   y 2  ( x ) ] ′ + b  ( x )  [   y 1  ( x ) +   y 2  ( x ) ] =   c 1  ( x ) +   c 2  ( x )


    y 1 +   y 2


   ( E )


  ℝ


  ℂ


  ℝ


  ℝ


  2   y ′ ′ − 3   y ′ − 2 y = 0


  2   r 2 − 3 r − 2 = 0


  Δ =    ( − 3 ) 2 − 4 × 2 ×  ( − 2 ) = 25 > 0


    r 1 =   3 − 5 4 = −  1 2


    r 2 =   3 + 5 4 = 2


  ℂ


  y  ( x ) =   𝜆 1   e  − x / 2 +   𝜆 2   e  2 x     o ù      (   𝜆 1 ,   𝜆 2 ) ∈  ℂ 2  


  ℝ


   (   𝜆 1 ,   𝜆 2 ) ∈  ℝ 2


    y  ′ ′ − 4   y ′ + 13 y = 0


    r 2 − 4 r + 13 = 0  


  Δ =    ( − 4 ) 2 − 4 × 1 × 13 = − 36 < 0


    r 1 =   4 + 6 i 2 = 2 + 3 i


    r 2 =   4 − 6 i 2 = 2 − 3 i


  ℂ


  y  ( x ) =   𝜆 1   e   ( 2 + 3 i ) x +   𝜆 2   e   ( 2 − 3 i ) x     o ù      (   𝜆 1 ,   𝜆 2 ) ∈  ℂ 2  


  ℝ


  y  ( x ) =  (   𝜆 1  cos ⁡   ( 3 x ) +   𝜆 2  sin ⁡   ( 3 x ) )   e  2 x       o ù      (   𝜆 1 ,   𝜆 2 ) ∈  ℝ 2  


  4   y  ′ ′ + 12   y ′ + 9 y = 0


  4   y  ′ ′ + 12   y ′ + 9 y = 0


  4   r 2 + 12 r + 9 = 0  


  Δ =  12 2 − 4 × 4 × 9 = 0


    r 0 =   − 12 8 = −  3 2


  ℂ


  y  ( x ) =  (   𝜆 1 +   𝜆 2 x )   e  − 3 x / 2     o ù      (   𝜆 1 ,   𝜆 2 ) ∈  ℂ 2  


  ℝ


   (   𝜆 1 ,   𝜆 2 ) ∈  ℝ 2  


  ℝ


    y  ′ ′  ( x ) − 4   y ′  ( x ) + 4 y  ( x ) = x   e  − x


  x →  ( a x + b )   e  − x


    y  p  ( x ) =  ( a x + b )   e  − x


    y  p ′  ( x ) =  ( a −  ( a x + b ) )   e  − x =  ( − a x + a − b )   e  − x     et       y  p  ′ ′  ( x ) =  ( a x − 2 a + b )   e  − x


   ( a x − 2 a + b )   e  − x − 4  ( − a x + a − b )   e  − x + 4  ( a x + b )   e  − x = x   e  − x


   ( 9 a x − 6 a + 9 b )   e  − x = x   e  − x      d ′ o ù     a =  1 9   et   b =  2 27


   ( 9 a x − 6 a + 9 b )   e  − x = x   e  − x      d ′ o ù     a =  1 9   et   b =  2 27


    r 2 − 4 r + 4 = 0


  Δ =    ( − 4 ) 2 − 4 × 1 × 4 = 0


    r 0 = 2


  ℝ


    y h  ( x ) =  (   𝜆 1 +   𝜆 2 x )   e  2 x     o ù      (   𝜆 1 ,   𝜆 2 ) ∈  ℝ 2  


  y  ( x ) =   y  p  ( x ) +   y h  ( x ) =   x +  2 3 9   e  − x +  (   𝜆 1 +   𝜆 2 x )   e  2 x     o ù      (   𝜆 1 ,   𝜆 2 ) ∈  ℝ 2


   ( E )   : a   y  ′ ′  ( x ) + b   y ′ ( x ) + c y ( x ) =   d 1  ( x ) +   d 2  ( x )    


  a


  b


  c


  a ≠ 0


  I


  ℝ


    d 1


    d 2


  I


  𝕂 = ℂ   ou   ℝ


   (   E 1 )


   (   E 2 )


   (   E h )


   ( E )


    d 2 = 0


    d 1 = 0


    d 1 =   d 2 = 0


  n


   ( E )   :   a  n   y  ( n )  ( x ) +   a  n − 1   y  ( n − 1 )  ( x ) + … +   a 1   y ′ ( x ) +   a 0 y ( x ) =   d 1  ( x ) +   d 2  ( x )    

