PCSI 2 - LYCEE BELLEVUE ANNEE 2025-2026

Feuille d’exercices 20
ELEMENTS DE CORRECTION

Exercice 1.

d) MP(f) =

€ MP(f) =

O OO OO O
SO = OO~ O
(e
|
—

Exercice 2. NotonsA:Mgg(f) etB:Mgg(g).Alors:
2 2 2
o MY(f+9)=A+DB= —2 4 6 :

0 -1
o MP(fog)=AB= |2 11
1 4 7

-3 9
o M{(gof)=BA=|-2 5 6
~5 14 16

o My(fh=A"=

)
L a3

e Comme B n’est pas inversible, M B °(g~") n’existe pas.
Exercice 3.
111
(b)y M gg( f) =10 1 2].Par méthode du pivot, cette matrice est inversible, donc f est un isomor-
0 01
1 -1 1
phisme, d’inverse Mgg(f_l) =10 1 =2
0 0 1
Bo _ -1 1 Bo( p—1 _1 -1 -1
(c) ]\450(][)(_1 _1),donc]\/[60(f )2<1 1)
1300
5o 2400 . . . . . .
(d) My'(f) = 001 2| Par méthode du pivot, cette matrice est inversible, donc f est un isomor-
00 3 4
-4 3 0 0
If2 -1 0 0
- s Bop—1y _ L
phisme, d’inverse M’ (f ) = 510 o -4 3
0o 0 2 1



Exercice 4. Notons M = Mg, (8) =

1
(1) . Comme det(M) = 1 # 0, ' est une base de R*.
0
-1 0 0
1 -1 0
0 1 _1 , donc :
0

o O O =
O~ = =
— = =

De plus, Pﬁ0 Mt

1
0
0
0
Mg (u) = Py Mj, (u (

1 2 1
0 1 - 1| |4
0 0 1 -3 | -7
0 0 4 4

Exercice 8.
e Notons A = (01 Cg). Comme Cy = 2C # 0, A estderang 1,

111 1 1 1 1 1 1
e On applique la méthode du pivot: B={2 0 1| ~ |0 -2 -1 ~ |0 -2 —-1]|,donc B
1 3 2 0 2 1 0 0 0
est de rang 2,
3
3
° NotonsC’:(C’l Cy 03).0n301+202: g 2503, donc C est de rang 2.
6
e On applique la méthode du pivot :
11 -1 1 11 -1 1
D=112 ¢ 2|~1(01 c+1 1 ,
2 ¢ 2 3 00 —(c+2)(c—=3) —(c—3)

donc : si ¢ # 3, la matrice D est de rang 3; si ¢ = 3, D est de rang 2.

Exercice 9.

2 0 2 2 0 9 9
(@) Onadet (Mg, (5))=|1 -1 2/=]1 -1 2 :4‘ ‘:—167&0,d0ncﬁestunebasede
1 -1
-1 1 2 0 0 4
R®.
0 2 6
(b) Ona Mg, (f(us) +5us) =A| 2] +5[=1] = | 3 |, donc f(us) + 5us = (6,3, —3) = 3uy.
2 1 -3
De la méme fagon, f(u1) = (0,0,0) et f(uz) = 4uy, d’ou :
0 4 3
Mi(fy=10 0 =5
00 O

(c) Comme M g (f) a deux pivots, I’application f est de rang 2. D’aprés le théoréme du rang, le noyau
de f est donc de dimension 1; d’apres la forme de Mg(f) on a donc Ker(f) = Vect(u,). Enfin,
Mg(f)?’ = 03, donc f* est ’application nulle.



On peut donc lire directement dans la matrice M g (f) plusieurs propriétés de I’application [ : la base
B est donc particulierement adaptée a f.

Exercice 10. Notons [’ le plan d’équation z +y — z = 0, G la droite Vect((1,1,1)) et f = pp//c.
Une base de F est ((1,0,1),(0,1,1)), et une base de G est bien str ((1,1,1)).
Notons u; = (1,0,1), ug = (0,1,1) et ug = (1,1, 1), puis 8 = (uy, us, us3).

100 101 .
Par définition de f, ona M{(f) = (0 1 0].Deplus, P = [0 1 1|, don P° = (P}) =
000 111
0 -1 1
-1 0 1
1 1 -1
Donc :
1 01 100 0 -1 1 0 -1 1
MP(f)=PoMI ()P =10 1 1o 1o0f[-1 0 1 |=[-1 0 1
1 11 0 00 1 1 -1 -1 -1 2
x
Exercice 11. Le noyau de f (obtenu en résolvant M | y | = 031) est le plan d’équation x + y — z = 0.
z

De plus, Im(f) = Vect(u), ob u = (1, -3, —2) € Ker(f).
1l suffit alors de prendre pour base 3 de R? une base de Ker(f) contenant u, complétée avec un vecteur
v ¢ Ker(f). Par exemple, § = (u, (1,0,1),e3). On a alors :

M3 (f) =

o O O
o O O

1
0
0

Exercice 12. Comme S = I3, S est la matrice d’une symétrie. Notons s r//c la symétrie de R? canoni-
T

quement associéea Set X = | y |,alors: SX = X < z+y+2z = 0,donc F' = Vect((1,0,-1),(0,1,—1)),
z

et SX = —-X & v = —y = 3z,donc G = Vect((3, —3,1)).
Exercice 13.

d) —1 () 12 (h) 2abe
(e) 26 (g) —2 i M +1

Exercice 14.

(c) 444 @) X' —5X\ +4
@ (a—1)%* ® (a—c)*(a®+2ac—4b* +c*)

Exercice 16.



1111 1 1111 - 1
122 2 2 0111 - 1
1233 3 0122 - 2
@ [l =11 2 3 4 4 oo rpp, 0012 3 3 | = A
1234 .- n 0123 n—1
rence : |[A,| = |[A1| = 1.
0 1 2 3 n—1 0 1 2 3
1 0 1 2 n—2 1 -1 -1 -1
2 1 0 1 n—3 1 1 -1 -1
® [A[=] 3 2 1 0 n=A o T 111 -
n—1 n—-2 n—-3 n—4 .- 0 1 1 1 1 .-
01 2 3 - n—1 1 2 3 -+ n—2
0 —2 —2 —2 0 —2 =2 =2 ... =2
00 —2 =2 -~ 0 Lo -2 2 2
vient. Lern, [0 0 0 =2 0o [=CED" o o0 -2 —2
11 1 1 - -1 0 0 0 - =2

= (=1)""n—1)2"2
Exercice 18. On a directement :
det(A) = det(AT) = det(—A) = (—1)*"' det(A) = — det(A),
donc det(A) = 0.

Exercice 19.

A+3 22+3
(b) |Mﬁo(u17u2)| = ‘3>\+1 5/\+4‘ :_()‘+1)()‘_9)’

donc (uy, us) est une base de £ si et seulement si A # —1,9.

-1 3 -4
(©) |Mpg,(P1, Py, P5)|=1|3 —2 2 |=—49#0,donc (P, P, P3) estune base de E.
4 2 3
0 0 1
(d) |[Mg, (P, P2, P3)] =10 —1 —2|=1%#0,donc (P, P, P3) est une base de E.
1 1 1
af oy By
@) [Mpg,(Pr, P2, P3)| = |—a =5 —a—y —B—7|=—(a—B)(a-7)B~-7)
1 1 1

donc (Py, P, P3) est une base de F si et seulement si «, 3,y sont distincts deux a deux.
Exercice 20. Notons f : R — R la fonction définie par : YA € R, f(\) = det(A + AB).

, donc par récur-

Comme A € GL,(R), f(0) = det(A) # 0. De plus, par construction du déterminant, f est une fonction

polynomiale, donc continue sur R.
| det(A)]

5 Par continuité de f, il existe o > 0 tel que :

On note alors ¢ =

VAER, Al <d=f(N) - fO) <e




1 1
Cesteindire J det(A) < f(A) < ;det(A) Si det(A4) > 0, —g det(A) < F(A) < — det(4) s det(4) <
0; et donc dans tous les cas f(\) # 0, soit A + AB € GL,(R).

1 1 1

Exercice 21. |cosa cosb cosc| =

cos?a cos?b cos?c

une base de R si et seulement si cos a, cos b, cos c sont distincts deux a deux, c’est-a-dire si a # +b(27),

—(cos a—cosb)(cosa— cosc)(cosb— cos c), donc la famille est

et de méme pour a et ¢ et pour b et c.

Exercice 22.

4 42 13 4
0 2 7 10‘
@ =gy Y T e
7 20‘ ‘7 20‘
7T —6 1 3 7 1 3 —6 7
5 2 1 1 5) 1 1 2 5
-1 5 =2 -2 -1 =2 -2 5 -1
(b) x = =5,y = =1,z= = —2.
3 —6 1 3 —6 1 3 —6 1
1 2 1 1 2 1 1 2 1
-2 5 =2 -2 5 =2 -2 5 =2
Al 1
(c) Comme |1 A 1| = (A—1)*(\+2), le systeme est de Cramer si et seulement si A # 1, —2.
1 1 A
Dans ce cas, d’apres les formules de Cramer :
( 1 1 1
Ad 1
X1 A (=121 A+l
S PR A=12(A+2) A+2
1 A1
1 1 A
A1 01
1 X1
A“A?HZ = i 1A% ) (A—1) 1
iiy?{:;z Y TYY T O 1] 0 —12h12) At2
I A1
1 1 A
A1l 1
I A A
T (A=12 (A + 1) (A +1)?
TN 11 A=12\+2) A+2
1 A1
. 1 1 A

Si A = 1, le systéme est équivalent 2 x +vy + z = 1, dont I’ensemble des solutions est un plan de R>.
Si A = —2, le systéme est incompatible (le vérifier !), donc son ensemble des solutions est vide.



a 0 b O
. _f(a b CagBore |0 a 0D _
Exercice 23. Notons A = (c d)’ alors : M’ (f) = c0.do , donc :
0 c 0 d
a 0 b 0
. O a 0 b . . 2 2
det(f) = c 0 dolT (ad — be)” = (det A)*.
0 ¢c 0 d

Exercice 24. Notons ) = (E;;)1<; j<n la base canonique de M, (R).
La matrice M%° () est alors la matrice identité /.2 a laquelle ont été appliquées les permutations L;; <>
Bo J

(n—1)
2

Lj; pour tout 1 <7 < 5 <mn, soit permutations. Donc :

n(n—1)

det(i) = (1)

Exercice 25. Soit P dans Ro[X], puis 7' € R3[X] tel que 7" = P. Alors : o(P) =T(X +1) - T(X) €
R,[X], donc ¢ est bien définie.

1 1

2

On a alors : Mgg(go) = 8 (1)

,doncdet(p) =1x1x1=1.

= = ol

Exercice 26. Soient I et GG les espaces caractéristiques du projecteur p, et soit 5 une base de E adaptée
a la décomposition F' @ G. Alors :

I Opn—

B _ r rn—r
Mj(p) = <o s ) ’
donc det(p) = 1" x 0" = 1 si r = n (c’est-a-dire p = Idg), 0 sinon.

De méme,
B . ]'r Ofr,n—r
Mﬁ (S> N (On—r,r _]n—r> ’

donc det(s) = 1" x (=1)"7" = (=1)"".



