PCSI, Bellevue, 2025-2026
Devoir surveillé n°8 : concours blanc

L’usage de la calculatrice est interdit. Les calculs qui vous sont nécessaires doivent étre faits sur la copie.

La copie doit étre convenablement présentée. L’écriture, [’orthographe et la rédaction doivent étre soignées. Aucune
abréviation n’est autorisée dans la copie. Les copies doivent étre numérotées, rangées dans le bon ordre et les titres
des exercices doivent étre mis en évidence.

Chaque question doit étre traitée avec un souci de rigueur et de clarté. Sauf mention explicite, les réponses
dotvent étre justifiées. Les résultats essentiels peuvent étre encadrés ou soulignés. Il ne faut pas oublier que c’est
la conclusion explicite d’un raisonnement qui doit achever la réponse a une question.

Ce sujet est composé de quatre problemes indépendants, qui devront impérativement étre rendus sur
quatre copies séparées. Si un probléme devait ne pas étre traité, il est quand méme demandé de rendre une
copie blanche.



PROBLEME 1 : PRODUITS INFINIS

Soit (ug)ren une suite numérique réelle a termes non nuls, c’est-a-dire telle que V& € N, u # 0. On considere la
suite (pn)nen définie par :

n
VneN, p,= l_Iu;g
k=0

DEFINITION : On dit que le "produit infini" noté H uy, converge si et seulement si la suite (py,)nen tend vers une
k>0
limite finie non nulle. Sinon, on dit que le produit infini H uy diverge.
k>0

Une condition nécessaire pour la convergence d’un produit

1) On suppose que le produit infini H uy, converge, c’est-a~-dire qu’il existe A € R* tel que la suite (pn)nen
k>0
tend vers .

a) Démontrer que la suite (p,—1)nen- tend également vers A.
b) En déduire que la suite (ug)gen tend vers 1.
¢) En déduire que la suite (ug)ren est a termes strictement positifs & partir d’un certain rang.

1
2) On suppose pour cette question que (ug)reny = <1 + ) .
k+1/ken

a) Pour tout n € N, déterminer une expression simplifiée de p,,.
b) En déduire la nature du produit infini H ug, c’est-a-dire déterminer s’il converge ou s’il diverge.
k>0

A
3) Soit a € R tel que VA € Z,a # % On suppose pour cette question que (ug)ren = (cos (;)) .
keN

a a
a) Pour tout n € N*, calculer p,, X sin <2n) en fonction de p,_1 et de sin <2n_1>

b) Déterminer une expression simplifiée de p,,.
¢) Déterminer la nature du produit infini H Uk
k>0

4) Est-il suffisant que la suite (ug)ren tende vers 1 pour que le produit infini H uy, converge 7
k>0

Un critére de convergence d’un produit

On suppose dans cette partie que tous les termes de la suite (ug)gen sont strictement positifs, c’est-a-dire que
Vk € N, u, > 0.

On considére la suite (Sy,)nen définie par :

VneN, S,= Zln(uk).
k=0

5) Montrer que le produit infini H ug, converge si et seulement si la suite (.S,)nen converge.
k>0
1
6) On suppose dans cette question que (ug)keny = ((k + Dm)keN
In(z+1)

T sur son domaine de définition.
T

a) Déterminer les variations strictes de la fonction z +—

b) Justifier que, pour tout k£ € N tel que & > 2, on a :

k+1] 1 1 1
/ n(x + )dxg n(k + )
k r+1 kE+1
c¢) En déduire que la suite (S,,)nen est minorée par une suite qui tend vers +oo.

d) Quelle est la nature du produit infini H uy !
k>0



PROBLEME 2 : INEGALITE DISCRETE DE KUSMIN-LANDAU

La fonction cotangente

On introduit la fonction
1 cos(z)
cot:x +— = —
tan(xz)  sin(x)

1)a) Déterminer le domaine de définition de la fonction cot. On le notera D.

1)b) Démontrer que la fonction cot est mw-périodique.

1)c) Faire une breve étude de la fonction cot sur un intervalle de longueur 7 (au choix) de son domaine de définition.
)
)
)

1)d) Démontrer que Vx € D, tan (72r - x) est bien défini et tan <72T - :L') = cot(x).

1)e) Calculer le développement limité & l’ordre 3 au voisinage de g de la fonction cot.

1)f) Tracer une représentation graphique de la fonction cot.

Soit a € ]O,g{.
1 + cos(2a)
sin(2«)
1+cos(2a) 1

2)b) Dé t 0< —/——— < —.
)b) Démontrer que sn2a) S a

2)a) Justifier que est bien défini et I’exprimer en fonction de tan(«).

Soit t € R tel que ¢t # 0 mod 27.
1

1
= —7+; et trouver deux nombres complexes z et w tels que —— = z +
2| sin(3)] 1—e

3)a) Démontrer que

()
wceot [ = ).
2

3)b) Démontrer que

1—ett

1
] — et

1

_ 1
1 —eit

Inégalité discréte de Kusmin-Landau

Soit € € 10, 7[. Soit n € N tel que n > 2. Soit (z1,x2,...,z,) € R" une famille de n nombres réels tels que
0<zg—z1<23—29<...<2p —Tp1 <2 —40

Pour tout k € [1,n — 1], on pose :
o yi = X1 — Tk (et par conséquent § <y <yo < ... <y,_1 <27 —0)
1

° = (qui est bien défini car 0 € |0, [ donc —0 < 0 donc 0 < 0 <y, < 27w — 6 < 2m)

1 — ek

. . 0
4) Démontrer que Vi, j € [1,n — 1] tels que ¢ < 7, cot <y21> — cot <y2]) < 2cot <2)

5) Soit k € [1,n —1].
a) Démontrer que cjy1 — ¢ est imaginaire pur. Déterminer le signe de sa partie imaginaire, et en déduire une
simplification de |cp11 — cgl.

b) Démontrer que |cx| <

2Sin(g)'

c¢) Exprimer e'** — ¢'**+1 en fonction de ¢j et e***.

n n—1

6)a) Déterminer v € C tel que Z ¢l = Z c (e — Tt 4y,

k=1 k=1
6)b) Démontrer que Z et = cre"t + Z(Ck — cp—1)e"F + (1 — cp_q)e"™.

k=1 k=2
. noo 1 0
7)a) En déduire que | Z ek < 0 + cot (2)
k=1 S1n 2

n
7)b) Puis obtenir I'inégalité discrete de Kusmin-Landau suivante : | Z er| <
k=1

I A~



PROBLEME 3 : POLYNOMES D’ INTERPOLATION DE LAGRANGE

On note R[X]| I'ensemble des polynémes en 'indéterminée X & coefficients réels et pour tout d € N, Ry[X] le
sous-ensemble des polynémes de degré inférieur ou égal & d. On munit ces ensembles de leurs structures usuelles
de R-espaces vectoriels.

Soit n € N*. Soient x1,...,z, € R. On considére 'application de multi-évaluations suivante :

®: R[X] — R"

1)a) Démontrer que I'application ® est linéaire.
1)b) Démontrer que si ¢ est surjective alors 1, ..., x, sont deux a deux distincts.

On suppose désormais que 21, ..., 2, sont deux a deux distincts.

On considere le polynéme

Par exemple, si n =3, on a w(X) = (X — 21)(X — 22)(X — x3).

On pose
F = {w(X)Q(X) avee Q(X) € RX]}

2)a) Vérifier que F' est un sous-espace vectoriel de R[X].
2)b) Démontrer que F et R,,_1[X] sont supplémentaires dans R[X].

3) A laide de ce qui a déja été introduit, déterminer le noyau de ®.

On notera désormais f la restriction de ® a R,,_;[X] c’est-a-dire :

fi Rai[X] — R"
P(X) — (P(z1),...,P(zy))

4) Démontrer que cette restriction f est injective.

Pour tout i € [1,n], on considere le polynéme

wl(X) = H (X — xk)

1<k<n | k#i

Par exemple, sin =3, on a wi(X) = (X — x2)(X — 23), w2(X) = (X —21)(X — 23), w3(X) = (X — 21)(X — x2).

Pour tout i € [1,n], on pose :

1
Li(X) = ——w;i(X
() = Sl X)
qui est bien défini car les nombres z1, ..., z, sont deux a deux distincts.
5) Pour cette question, on prend n = 3, x; = —1, 29 = 0, 3 = 2. Déterminer dans ce cas particulier les

polynémes Li(X), La(X), L3(X) correspondants. On les écrira sous forme développée.

6)a) Déterminer, pour tout 7 € [1,n], le degré du polynéme L;(X).
6)b) Calculer, pour tous ,j € [1,n], I'évaluation L;(z;).

On pose £ = (L1(X),...,Ly(X)). Les polynomes de cette famille sont appelés les polynémes de Lagrange.
7) Démontrer que la famille £ est libre.

8)a) Calculer, pour tout i € [1,n], f(L;).
8)b) Démontrer que f est surjective.



9) Déterminer 'unique polynéme P(X) € Ro[X] tel que P(—1) = 6, P(0) = 0, P(2) = 3. On l'écrira sous
forme développée. Ce polynéme est appelé un polynéme d’interpolation de Lagrange.

10)a) Démontrer que pour tout j € [0,n — 1], le mondme X7 se décompose comme une combinaison linéaire

des polyndémes de la famille L.
10)b) En déduire que £ est une base de R,,—1[X].

PROBLEME 4 : EQUATIONS DIFFERENTIELLES AVEC RETARD

Pour tout a € R’ , on définit 'ensemble :
Sa={f€C'(R) | Vt€R, /() +af(t—1)=0}.

I. Dans toute cette partie, on fixe a € RY.

1) Montrer que S, est un sous-espace vectoriel de C'(R).
2) Montrer que S, C C*(R).

Soit f € S,. On suppose qu’il existe ty € R tel que :

Vit € [to, +oof, f(t) #0.

On pose de plus t1 = tg + 1.

3)a) Montrer que f est de signe constant sur l'intervalle [tg, +ool.
3)b) En déduire que f est monotone sur I'intervalle [t;, 4+o00].
3)c) Montrer que f admet une limite finie en +o0.

3)d) Soit t € R. Montrer qu'il existe ¢; € |t — 1,¢[ tel que :

fE+1) = f(t) = —af(cr)-

3)e) Montrer que f(t) — 0.

t—4o00

I1. Dans toute cette partie, on fixe a € Je™!, +-00].
On définit la suite (u,)pen par :
up=a et VYn €N, u,y; =ae"".

4) Déterminer les variations strictes et les limites en —oo et +o00 de la fonction :

p:R = R
r — xe .

5)a) Montrer que la suite (u,) est strictement positive.
u
5)b) Pour tout n € N, déterminer il

)
)
5)c) En déduire que la suite (u,)nen ‘est croissante.
5)d) Montrer que uy, Nl +00.

en fonction de a, ¢ et u,.



La suite du probléme 4 est hors-baréme. Pour ceux qui souhaitent aller plus loin, cette partie pourra étre rendue
sous forme d’un devoir maison avant le vendredi 22 mai 2026.

III. Dans toute cette partie, on fixe a € R
Pour tout b € R, on note :
fb R — R
t o= et
6) Soit b € R. Montrer I’équivalence :
fp € Sy = be™t =a.

7) On suppose que a € |0, e 1].
Montrer que S, contient au moins une fonction qui ne s’annule jamais.

IV. Dans toute cette partie, on fixe a € ]671, +ool.
On suppose avoir trouvé une fonction f € .5, et un réel ¢y € R tels que :

Vi e ] —oo,tol, f(1) > 0.

On essaye alors d’aboutir & une contradiction.
8) Montrer que f est décroissante sur | — oo, to).
On pose :
h: ] — 00, to] - R
t o f(t)e™.
9)a) Montrer que h est décroissante.
9)b) En déduire que : Vt < tg, f'(t) + ae®f(t) <O0.
9)c) On considere la suite (uy,)nen définie en partie 1.
Montrer que : Vn € N*, Vt < to, f'(t) +u,f(t) <O.
9)d) Conclure.

V. Soit a € R.. Pour tout f € C*(R), on note N(f) I'ensemble {x € R | f(z) = 0}.
Montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(i) Pour tout f € Sy, 'ensemble N(f) est infini,

(i) a € Je™!, +ool.



