
PCSI, Bellevue, 2025-2026
Corrigé du devoir surveillé n◦8 (concours blanc)

Problème 1 : Produits infinis

1)a) La fonction φ : n 7→ n − 1 est une fonction strictement croissante sur N∗. En effet, pour tout n ∈ N∗,
n − 1 < (n + 1) − 1. Donc la suite (pn−1)n∈N∗ est une suite extraite de la suite (pn)n∈N. Or, par hypothèse, la suite
(pn)n∈N tend vers λ donc la suite extraite (pn−1)n∈N∗ tend également vers λ.

1)b) D’après l’énoncé, pour tout k ∈ N, uk ̸= 0 donc pour tout n ∈ N, pn ̸= 0. De plus, on remarque que pour tout
k ∈ N∗, on a uk = pk

pk−1
. Par hypothèse et d’après la question précédente, les suites (pk)k∈N et (pk−1)k∈N∗ tendent

vers λ qui est non nul donc par quotient, la suite (uk)k∈N tend vers λ
λ = 1.

1)c) D’après la question précédente, la suite (uk)k∈N tend vers tend vers 1. On a 1 > 0 donc il existe m > 0 et il
existe N ∈ N tels que ∀k ≥ N , 0 < m ≤ uk. On peut le démontrer :
Par hypothèse, la suite (uk)k∈N tend vers tend vers 1, ce qui signifie que ∀ε > 0, ∃Nε ∈ N : ∀k ≥ Nε, |uk − 1| ≤ ε.
On pose ε = 1

2 . D’après l’hypothèse, il existe et on pose N ∈ N : ∀k ≥ N, |uk − 1| ≤ 1
2 . Alors, pour tout k ≥ N ,

on a 1 − 1
2 ≤ uk ≤ 1 + 1

2 et donc uk > 0.
On a démontré que la suite (uk)k∈N est à termes strictement positifs à partir d’un certain rang.

2)a) Soit n ∈ N. On a

pn =
n∏

k=0
(1 + 1

k + 1) =
n∏

k=0
(k + 2
k + 1) =

∏n
k=0(k + 2)∏n
k=0(k + 1) =

∏n+1
j=1 (j + 1)∏n
k=0(k + 1) =

(
∏n

j=1(j + 1))(n + 2)
(0 + 1)(

∏n
k=1(k + 1)) = n + 2

1 = n + 2

2)b) D’après la question précédent, ∀n ∈ N, pn = n + 2 donc limn→+∞ pn = +∞. Par définition, le produit infini∏
k≥0 uk diverge.

3)a) Soit n ∈ N∗. On a pn × sin( a
2n ) = pn−1 × cos( a

2n ) × sin( a
2n ) = pn−1 × 1

2 sin( 2a
2n ) = pn−1 × 1

2 sin( a
2n−1 ) car

∀α ∈ R, sin(2α) = 2 sin(α) cos(α) donc sin(α) cos(α) = 1
2 sin(2α).

3)b) On va démontrer par récurrence que pour tout n ∈ N, l’assertion P (n) = [pn = sin(2a)
2n+1 sin( a

2n ) ] est vraie.
Initialisation : Montrons que P (0) est vraie.
D’une part, p0 = cos( a

20 ) = cos(a). D’autre part, sin(2a)
20+1 sin( a

20 ) = sin(2a)
2 sin(a) = 2 sin(a) cos(a)

2 sin(a) = cos(a).
Donc P (0) est vraie.
Hérédité : Montrons que ∀n ∈ N, P (n) ⇒ P (n + 1).
Soit n ∈ N. On suppose que P (n) est vraie. D’après la question précédente, on a pn+1 × sin( a

2n+1 ) = pn × 1
2 sin( a

2n ).
En utilisant aussi P (n), on en déduit que pn+1 = sin(2a)

2n+1 sin( a
2n ) × 1

2 sin( a
2n ) × 1

sin( a
2n+1 ) = sin(2a)

2n+2 sin( a
2n+1 ) . On a déduit

que P (n + 1) est vraie.
On a montré que ∀n ∈ N, P (n) ⇒ P (n + 1).
Conclusion : D’après le théorème de récurrence, pour tout n ∈ N, l’assertion P (n) est vraie.

3)c) On rappelle que limx→0
sin(x)

x = 1. Or, comme −1 < 1
2 < 1, on a limn→+∞

a
2n = 0. Par composition,

limn→+∞
sin( a

2n )
a

2n
= 1 donc sin( a

2n ) ∼
n→+∞

a
2n . Par produit et quotient, on en déduit les équivalences asymptotiques

suivantes :
pn ∼

n→+∞

sin(2a)
2n+1 sin( a

2n ) ∼
n→+∞

sin(2a)
2n+1 a

2n

∼
n→+∞

sin(2a)
2a

Donc limn→+∞ pn = sin(2a)
2a . Et comme ∀λ ∈ Z, a ̸= λπ

2 , on a 2a ̸= λπ et donc sin(2a) ̸= 0. On en conclut que le
produit infini

∏
k≥0 uk est convergent.

4) On a montré à la question 1) qu’une condition nécessaire pour que le produit infini
∏

k≥0 uk converge est que la
suite (uk)k∈N tend vers 1. Par contre, cette condition n’est pas suffisante. En effet, dans l’exemple de la question
2), la suite (uk)k∈N tend vers 1 mais le produit infini

∏
k≥0 uk est divergent.

5) On a : ∀n ∈ N, Sn = ln (
∏n

k=0 uk) = ln(pn).
Supposons que le produit infini

∏
k≥0 uk converge vers λ ∈ R∗. Comme ∀k ∈ N, uk > 0, on a : ∀n ∈ N, pn > 0 ;

donc, par passage à la limite, λ ≥ 0. Or λ ̸= 0, donc λ > 0. Donc, comme la fonction ln est continue sur R∗
+, la1



suite (Sn)n∈N converge vers ln(λ).
Réciproquement, supposons que la suite (Sn)n∈N converge vers ℓ ∈ R. Alors, comme ∀n ∈ N, pn = eSn , et comme
la fonction exponentielle est continue sur R, la suite (pn)n∈N converge vers eℓ. Or eℓ ̸= 0, donc le produit infini∏

k≥0 uk converge.
Donc le produit infini

∏
k≥0 uk converge si et seulement si la suite (Sn)n∈N converge.

6)a) La fonction f : x 7→ ln(x+1)
x+1 est définie en x ∈ R lorsque x + 1 ∈ Dln = R∗

+ et lorsque x + 1 ∈ D 1
·

= R∗,
c’est-à-dire lorsque x + 1 > 0 et x + 1 ̸= 0, c’est-à-dire lorsque x ∈ ] − 1, +∞[. Donc Df =] − 1, +∞[.
De plus, la fonction f est le quotient de x 7→ ln(x + 1) par x 7→ x + 1, qui sont usuellement dérivables sur leurs
domaines de définitions respectifs, donc f est dérivable sur Df , avec :

∀x ∈ Df , f ′(x) = 1 − ln(x + 1)
(x + 1)2 ,

donc : f ′(x) > 0 ⇔ ln(x + 1) < 1 ⇔ x < e − 1, et f ′(x) = 0 ⇔ x = e − 1 ; et donc f ′(x) < 0 ⇔ x > e − 1.
La fonction f est donc strictement croissante sur ] − 1, e − 1] et strictement décroissante sur [e − 1, +∞[.
b) Comme e − 1 ≃ 1, 718 < 2, la fonction f est strictement décroissante sur [2, +∞[. Par conséquent, pour k ∈ N
tel que k ≥ 2 :

∀x ∈ [k, k + 1], f(x) ≤ f(k),

donc, par croissance de l’intégrale :∫ k+1

k
f(x)dx ≤

∫ k+1

k
f(k)dx = f(k) = ln(k + 1)

k + 1 .

c) Soit n ∈ N. On a :

Sn =
n∑

k=0
ln(uk) =

n∑
k=0

ln
(
(k + 1)

1
k+1

)
=

n∑
k=0

ln(k + 1)
k + 1 ,

donc, d’après la question précédente :

Sn = f(1) + f(2) +
n∑

k=2
f(k) ≥ f(1) + f(2)

n∑
k=2

∫ k+1

k
f(x)dx = 2 ln(2) +

∫ n+1

2
f(x)dx.

Or : ∫ n+1

2
f(x)dx =

∫ n+1

2

ln(x + 1)
x + 1 dx =

[
(ln(x + 1))2

2

]n+1

2
= (ln(n + 1))2

2 − ln(3)2

2 ,

donc la suite (Sn)n∈N est minorée par la suite
(

(ln(n+1))2

2 − ln(3)2

2 + 2 ln(2)
)

n∈N
, et celle-ci diverge bien vers +∞.

d) D’après le résultat ci-dessus, et d’après le théorème de divergence par minoration, la suite (Sn)n∈N diverge vers
+∞. Donc, d’après la question 7), le produit infini

∏
k≥0 uk diverge.
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Problème 2 : Inégalité discrète de Kusmin-Landau

1)a) La fonction cot est définie sur D = {x ∈ R tel que sin(x) ̸= 0}. Or, ∀x ∈ R, on a l’équivalence :
sin(x) = 0 ⇔ ∃k ∈ Z tel que x = 0 + kπ. Donc D = {x ∈ R tel que ∀k ∈ Z, x ̸= kπ} = ∪p∈Z ]pπ, (p + 1)π[.

1)b) Soit x ∈ D. Alors sin(x) ̸= 0. Donc sin(x + π) = − sin(x) ̸= 0 donc x + π ∈ D. Et cot(x + π) = cos(x+π)
sin(x+π) =

− cos(x)
− sin(x) = cos(x)

sin(x) = cot(x). Cela démontre que la fonction cot est π-périodique.

1)c) On étudie la fonction cot sur l’intervalle ]0, π[ ⊂ D.
Par quotient de fonctions dérivables sur ]0, π[, la fonction cot est dérivable sur ]0, π[ et ∀x ∈ ]0, π[, cot′(x) =
− sin2(x)−cos2(x)

sin2(x) = −1 − cot2(x) < 0. Donc la fonction cot est strictement décroissante sur ]0, π[. Et cot′(π
2 ) = −1

donc le graphe de la fonction cot présente au point d’abscisse π
2 et d’ordonnée cot(π

2 ) = 0 une tangente de
coefficient directeur égal à −1.
Pour tout x ∈ ]0, π[, sin(x) > 0 donc par quotient limx→0

>

cot(x) = +∞ et limx→π
<

cot(x) = −∞.

1)d) Soit x ∈ D. Alors sin(x) ̸= 0. Donc cos(π
2 − x) = sin(x) ̸= 0 donc tan(π

2 − x) est bien défini. Et
tan(π

2 − x) = sin( π
2 −x)

cos( π
2 −x) = cos(x)

sin(x) = cot(x).

1)e) Soit x ∈ ]0, π[. D’après la question précédente, on a cot(x) = tan(π
2 −x) = − tan(x− π

2 ). Or, limx→ π
2
(x− π

2 ) = 0
et le développement limité à l’ordre 3 au voisinage de 0 de la fonction tan est : ∀y ∈

]
−π

2 , π
2

[
, tan(y) = y + 1

3y3 +
o

y→0
(y3) = y + 1

3y3 + y3ε1(y) avec limy→0 ε1(y) = 0. Donc par composition,

∀x ∈ ]0, π[ , cot(x) = −(x − π
2 ) − 1

3(x − π
2 )3 − (x − π

2 )3ε1(x − π
2 )

= −(x − π
2 ) − 1

3(x − π
2 )3 + (x − π

2 )3ε2(x) avec ε2(x) = −ε1(x − π
2 )

donc par composition limx→ π
2

ε2(x) = 0
= −(x − π

2 ) − 1
3(x − π

2 )3 + o
x→ π

2

((x − π
2 )3)

Ce qui est le développement limité à l’ordre 3 au voisinage de π
2 de la fonction cot.

1)f)

x0
1

1

y = cot(x)

y

y = π
2 − x

x = −π x = π x = 2π

2)a) On a α ∈]0, π
2 [ c’est-à-dire 0 < α < π

2 donc 0 < 2α < π donc sin(2α) ̸= 0 et par conséquent, 1+cos(2α)
sin(2α) est bien

défini. De plus, 1+cos(2α)
sin(2α) = 1+cos2(α)−sin2(α)

2 sin(α) cos(α) = 2 cos2(α)
2 sin(α) cos(α) = cos(α)

sin(α) = cot(α) = 1
tan(α) .

2)b) Sur l’intervalle [0, π
2 [, la fonction tan est 2-fois dérivable et ∀x ∈ [0, π

2 [, tan′(x) = 1 + tan2(x) et tan′′(x) =
2 tan′(x) tan(x) = 2(1+tan2(x)) tan(x) ≥ 0. On en déduit que la fonction tan est convexe sur [0, π

2 [. Par conséquent,
son graphe est au-dessus de toutes ses tangentes, et notamment de sa tangente au point d’abscisse 0 qui est le
graphe de la fonction x 7→ tan(0) + tan′(0)(x − 0) = x. Donc, ∀x ∈ [0, π

2 [, x ≤ tan(x).
Comme α ∈]0, π

2 [, alors 0 < α ≤ tan(α) et par inverse, 0 < 1
tan(α) ≤ 1

α .
Ainsi, d’après la question précédente, par transitivité, on obtient que 0 < 1+cos(2α)

sin(2α) ≤ 1
α .
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3)a) Par factorisation, on a 1
1−eit = −1

eit−1 = −1
ei t

2 (ei t
2 −e−i t

2 )
= −1

ei t
2 ×2i sin( t

2 )
= −e−i t

2 ×(−i)
2 sin( t

2 ) = ie−i t
2

2 sin( t
2 ) = i(cos( t

2 )−i sin( t
2 ))

2 sin( t
2 ) .

Donc d’une part
∣∣∣ 1

1−eit

∣∣∣ = 1
2| sin( t

2 )| et d’autre part 1
1−eit = sin( t

2 )+i cos( t
2 )

2 sin( t
2 ) = 1

2 + i
2 cot( t

2). En posant z = 1
2 et w = i

2

on a bien 1
1−eit = z + w cot( t

2).

3)b) On a |1 − 1
1−eit | = |1−eit−1

1−eit | = | −eit

1−eit | = |−eit|
|1−eit| = 1

|1−eit| = | 1
1−eit |.

4) Soient i, j ∈ [[1, n − 1]] tels que i < j. D’après les hypothèses de l’énoncé, on a 0 < θ ≤ yi ≤ yj ≤ 2π − θ < 2π
donc 0 < θ

2 ≤ yi
2 ≤ yj

2 ≤ π − θ
2 < π. Or, la fonction cot est décroissante sur ]0, π[ donc cot(π − θ

2) ≤ cot(yj

2 ) ≤
cot(yi

2 ) ≤ cot( θ
2). De plus, cot(π − θ

2) = cot(− θ
2) = − cot( θ

2). Donc − cot( θ
2) ≤ cot(yj

2 ) ≤ cot(yi
2 ) ≤ cot( θ

2). On en
déduit que cot(yj

2 ) ≤ cot( θ
2) et − cot(yi

2 ) ≤ cot( θ
2) donc par somme, cot(yj

2 ) − cot(yi
2 ) ≤ 2 cot( θ

2).

5)a) D’après l’énoncé, on a 0 < θ ≤ yk ≤ yk+1 ≤ 2π − θ < 2π. En utilisant les résultats et notations des questions
précédentes, on a ck+1 − ck = 1

1−eiyk+1 − 1
1−eiyk

= (z + w cot(yk+1
2 )) − (z + w cot(yk

2 )) = i
2(cot(yk+1

2 ) − cot(yk
2 )).

Donc ck+1 − ck est imaginaire pur.
De plus, 0 < yk

2 ≤ yk+1
2 < π et la fonction cot est strictement décroissante sur ]0, π[ donc cot(yk

2 ) > cot(yk+1
2 ) et

donc Im(ck+1 − ck) = 1
2(cot(yk+1

2 ) − cot(yk
2 )) < 0.

Par conséquent, |ck+1 − ck| = 1
2(cot(yk

2 ) − cot(yk+1
2 )).

5)b) On a |ck| =
∣∣∣ 1

1−eiyk

∣∣∣ = 1
2| sin( yk

2 )| . De plus, 0 < yk
2 < π

2 donc sin(yk
2 ) > 0 et par conséquent |ck| = 1

2 sin( yk
2 ) .

Ensuite, 0 < θ
2 ≤ yk

2 ≤ π − θ
2 < π. De plus, la fonction sin est strictement croissante sur

[
0, π

2
]

et strictement
décroissante sur

[
π
2 , π

]
et θ ∈]0, π[ donc θ

2 ∈
[
0, π

2
]

et π − θ
2 ∈

[
π
2 , π

]
. Donc :

- si yk
2 ≤ π

2 alors 0 < θ
2 ≤ yk

2 ≤ π
2 donc 0 < sin( θ

2) ≤ sin(yk
2 ),

- si π
2 ≤ yk

2 alors π
2 ≤ yk

2 ≤ π − θ
2 < π donc 0 < sin( θ

2) = sin(π − θ
2) ≤ sin(yk

2 ).
Par conséquent 0 < 2 sin( θ

2) ≤ 2 sin(yk
2 ) puis |ck| = 1

2 sin( yk
2 ) ≤ 1

2 sin( θ
2 ) .

5)c) On a eixk − eixk+1 = eixk − ei(yk+xk) = eixk − eiykeixk = eixk(1 − eiyk) = eixk × 1
ck

.

6)a) D’après la question précédente, ∀k ∈ [[1, n − 1]], eixk − eixk+1 = eixk × 1
ck

donc ck(eixk − eixk+1) = eixk . Par
somme, on obtient

∑n−1
k=1 ck(eixk − eixk+1) =

∑n−1
k=1 eixk = (

∑n
k=1 eixk) − eixn . Donc en posant γ = eixn on a bien∑n

k=1 eixk =
∑n−1

k=1 ck(eixk − eixk+1) + γ.

6)b) En utilisant les résultats des questions précédentes, on a :

c1eix1 +
∑n−1

k=2(ck − ck−1)eixk + (1 − cn−1)eixn

= c1eix1 +
∑n−1

k=2 ckeixk −
∑n−1

k=2 ck−1eixk + eixn − cn−1eixn

=
∑n−1

k=1 ckeixk −
∑n

k=2 ck−1eixk + eixn

=
∑n−1

k=1 ckeixk −
∑n−1

k=1 ckeixk+1 + eixn

=
∑n−1

k=1 ck(eixk − eixk+1) + eixn

=
∑n−1

k=1 ck × eixk × 1
ck

+ eixn

=
∑n−1

k=1 eixk + eixn

=
∑n

k=1 eixk

7)a) Toujours en utilisant les résultats des questions précédentes, on a :∣∣∑n
k=1 eixk

∣∣
=

∣∣∣c1eix1 +
∑n−1

k=2(ck − ck−1)eixk + (1 − cn−1)eixn

∣∣∣
≤

∣∣c1eix1
∣∣ +

∑n−1
k=2

∣∣(ck − ck−1)eixk
∣∣ +

∣∣(1 − cn−1)eixn
∣∣

≤ |c1| +
∑n−1

k=2 |ck − ck−1| +
∣∣∣1 − 1

1−eiyn−1

∣∣∣
≤ 1

2 sin( θ
2 ) +

∑n−1
k=2

1
2(cot(yk

2 ) − cot(yk+1
2 )) +

∣∣∣ 1
1−eiyn−1

∣∣∣
≤ 1

2 sin( θ
2 ) +

∑n−1
k=2

1
2(cot(yk

2 ) − cot(yk+1
2 )) + |cn−1|

≤ 1
2 sin( θ

2 ) + 1
2(cot(y2

2 ) − cot(yn

2 )) + 1
2 sin( θ

2 )
≤ 1

sin( θ
2 ) + cot( θ

2)

7)b) On a θ
2 ∈]0, π

2 [ donc 2 × θ
2 ∈]0, π[ donc 1

sin( θ
2 ) + cot( θ

2) = 1+cos(2× θ
4 )

sin(2× θ
4 ) ≤ 1

θ
4

= 4
θ . Ce qui permet de conclure que∣∣∑n

k=1 eixk
∣∣ ≤ 4

θ . 4



Problème 3 : Polynômes d’interpolation de Lagrange

1)a) Soit λ ∈ R et soient P (X), Q(X) ∈ R[X]. On a :

Φ(λ.P (X) + Q(X))
= Φ((λ.P + Q)(X))
= ((λ.P + Q)(x1), . . . , (λ.P + Q)(xn))
= (λ.P (x1) + Q(x1), . . . , λ.P (xn) + Q(xn))
= λ.(P (x1)+, . . . , P (xn)) + (Q(x1), . . . , Q(xn))
= λ.Φ(P (X)) + Φ(Q(X))

On a vérifié que Φ est linéaire.

1)b) On le démontre par contraposition. On suppose que x1, . . . , xn ne sont pas deux à deux distincts. Alors, il
existe i, j ∈ [[1, n]] tels que i ̸= j et xi = xj . Par conséquent, ∀P (X) ∈ R[X], P (xi) = P (xj). En choisissant par
exemple Y = (1, . . . , n), ∀P (X) ∈ R[X], comme P (xi) = P (xj) alors que i ̸= j, (P (x1), . . . , P (xn)) ̸= (1, . . . , n)
c’est-à-dire que Φ(P (X)) ̸= Y . Cela justifie que Φ n’est pas surjective.
On a obtenu par contraposition que si Φ est surjective alors x1, . . . , xn sont deux à deux distincts.

2)a) • On remarque que 0R[X] = ω(X)0R[X]. Donc 0R[X] ∈ F .
• Soient λ ∈ R et P1(X), P2(X) ∈ F . Par définition de F , il existe Q1(X), Q2(X) ∈ R[X] tels que P1(X) =
ω(X)Q1(X) et P2(X) = ω(X)Q2(X). Par conséquent, λ.P1(X) + P2(X) = λ.ω(X)Q1(X) + ω(X)Q2(X) =
ω(x)(λ.Q1(X) + Q2(X)) ∈ F .
Cela démontre que F est un sous-espace vectoriel de R[X].

2)b) On rappelle que Rn−1[X] est bien un sous-espace vectoriel de R[X].
• On a bien 0R[X] ∈ F et 0R[X] ∈ Rn−1[X] donc 0R[X] ∈ F ∩ Rn−1[X] donc {0R[X]} ⊂ F ∩ Rn−1[X].
• Réciproquement, soit P (X) ∈ F ∩ Rn−1[X]. Comme P (X) ∈ F , il existe Q(X) ∈ R[X] tel que P (X) =
ω(X)Q(X). Le polynôme ω(X) est un produit de n polynômes de degré 1 donc deg(ω(X)) = n. Si Q(X) ̸= 0R[X]
alors deg(P (X)) = deg(ω(X)Q(X)) = deg(ω(X)) + deg(Q(X)) ≥ n + 0 = n : c’est en contradiction avec
P (X) ∈ Rn−1[X]. Donc Q(X) = 0R[X] et par conséquent P (X) = ω(X)0R[X] = 0R[X] ∈ {0R[X]}. Cela démontre
que F ∩ Rn−1[X] ⊂ {0R[X]}.
• Comme F et Rn−1[X] sont des sous-espaces vectoriels de R[X], par somme, F + Rn−1[X] est un sous-espace
vectoriel de R[X].
• Réciproquement, soit P (X) ∈ R[X]. On fait la division euclidienne de P (X) par ω(X). On note Q(X) le quotient
et R(X) le reste. On a deg(R(X)) < deg(ω(X)) = n donc R(X) ∈ Rn−1[X]. Et P (X) = ω(X)Q(X) + R(X) ∈
F + Rn−1[X] car ω(X)Q(X) ∈ F . Cela démontre que R[X] ⊂ F + Rn−1[X].
D’après les quatre inclusions obtenues, les sous-espaces vectoriels F et Rn−1[X] sont supplémentaires dans R[X]
et de plus, ∀P (X) ∈ R[X], son unique décomposition comme la somme d’un vecteur de F et d’un vecteur de
Rn−1[X] est donnée par la division euclidienne de P (X) par ω(X).

3) Soit P (X) ∈ R[X]. On a les équivalences suivantes :

P (X) ∈ Ker(Φ)
⇔ Φ(P (X)) = 0Rn

⇔ (P (x1), . . . , P (xn)) = (0, . . . , 0)
⇔ ∀i ∈ [[1, n]], P (xi) = 0
⇔ ∀i ∈ [[1, n]], xi est une racine de P (X)
⇔ ω(X) = (X − x1) . . . (X − xn) divise P (X) car x1, . . . , xn deux à deux distincts
⇔ ∃Q(X) ∈ R[X] : P (X) = ω(X)Q(X)
⇔ P (X) ∈ F

Cela démontre que Ker(Φ) = F .

4) Soit P (X) ∈ Rn−1[X]. On suppose que f(P (X)) = 0Rn c’est-à-dire que (P (x1), . . . , P (xn)) = (0, . . . , 0).
Alors P (X) ∈ Ker(Φ). Or, Ker(Φ) = F . Donc P (X) ∈ F . De plus par hypothèse P (X) ∈ Rn−1[X]. Donc
P (X) ∈ F ∩ Rn−1[X]. Or, F et Rn−1[X] sont en somme directe donc P (X) = 0R[X] = 0Rn−1[X].
Cela démontre que la restriction f est injective.
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5) Avec les données particulières de cette question, on a

L1(X) = 1
ω1(x1)ω1(X) = 1

(−1 − 0)(−1 − 2)(X − 0)(X − 2) = 1
3X2 − 2

3X

L2(X) = 1
ω2(x2)ω2(X) = 1

(0 − (−1))(0 − 2)(X − (−1))(X − 2) = −1
2X2 + 1

2X + 1

L3(X) = 1
ω3(x3)ω3(X) = 1

(2 − (−1))(2 − 0)(X − (−1))(X − 0) = 1
6X2 + 1

6X

6)a) Pour tout i ∈ [[1, n]], le polynôme Li(X) est un produit de n−1 polynômes de degré 1 donc deg(Li(X)) = n−1.

6)b) Soient i, j ∈ [[1, n]].
Si j = i alors Li(xj) = Li(xi) = 1

ωi(xi)ωi(xi) = 1.
Si j ̸= i alors Li(xj) = 1

ωi(xi)ωi(xj). De plus, ωi(xj) =
∏

1≤k≤n | k ̸=i(xj − xk) : c’est un produit dont l’un des
facteurs est nul car 1 ≤ j ≤ n et j ̸= i. Donc Li(xj) = 0.
En utilisant le symbole de Kronecker, on peut conclure que Li(xj) = δi,j .

7) Soient λ1, . . . , λn ∈ R. On a les implications suivantes :

λ1.L1(X) + · · · + λn.Ln(X) = 0R[X]
⇒ (

∑n
k=1 λk.Lk)(X) = 0R[X]

⇒ ∀j ∈ [[1, n]], (
∑n

k=1 λk.Lk)(xj) = 0R[X](xj)
⇒ ∀j ∈ [[1, n]],

∑n
k=1 λk.Lk(xj) = 0

⇒ ∀j ∈ [[1, n]],
∑n

k=1 λk.δk,j = 0
⇒ ∀j ∈ [[1, n]], λj × 1 = 0
⇒ ∀j ∈ [[1, n]], λj = 0

Cela démontre que la famille L est libre.

8)a) Soit i ∈ [[1, n]]. Pour tout j ∈ [[1, n]], Li(xj) = δi,j . Donc : f(Li) = (Li(x1), . . . , Li(xi−1), Li(xi), Li(xi+1), . . . , Li(xn))
= (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) : le i-ème vecteur de la base canonique de Rn.

8)b) Soit Y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn. On pose P (X) = y1.L1(X) + · · · + yn.Ln(X). Par combinaison linéaire de
polynômes de degrés n − 1, P (X) est un polynôme de degré inférieur ou égal à n − 1. Donc P (X) ∈ Rn−1[X]. De
plus, ∀i ∈ [[1, n]], P (xi) =

∑n
k=1 yk.Lk(xi) =

∑n
k=1 yk.δk,i = yi × 1 = yi. Donc f(P (X)) = (P (x1), . . . , P (xn)) =

(y1, . . . , yn) = Y .
Cela démontre que f est surjective.

9) D’après les questions précédentes, l’application linéaire f est un isomorphisme et son isomorphisme réciproque
est défini par : ∀Y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn, f−1(Y ) = y1.L1(X) + · · · + yn.Ln(X).
Par conséquent, dans le cas particulier où n = 3, x1 = −1, x2 = 0, x3 = 2, l’unique polynôme P (X) ∈ R2[X] tel que
P (−1) = 6, P (0) = 0, P (2) = 3 est f−1((6, 0, 3)) = 6.L1(X)+0.L2(X)+3.L3(X) = 6(1

3X2− 2
3X)+3(1

6X2+ 1
6X) =

5
2X2 − 7

2X.

10)a) L’application linéaire f est un isomorphisme donc notamment f−1 ◦ f = idRn−1[X].
Soit j ∈ [[0, n − 1]]. On a Xj ∈ Rn−1[X] donc Xj = f−1(f(Xj)) = f−1((xj

1, . . . , xj
n)) = xj

1.L1(X) + · · · + xj
n.Ln(X)

: c’est une décomposition de Xj comme combinaison linéaire des polynômes de la famille L.

10)b) • On a déjà démontré que L est libre.
• Les polynômes de la famille L sont tous de degré n − 1 donc L est bien une famille de polynômes de Rn−1[X].
Comme Rn−1[X] est stable par combinaison linéaire, alors Vect(L) ⊂ Rn−1[X].
Réciproquement, soit P (X) =

∑n−1
j=0 ajXj ∈ Rn−1[X]. En utilisant la question précédente, on obtient que

P (X) =
∑n−1

j=0 ajXj =
∑n−1

j=0 aj(xj
1.L1(X) + · · · + xj

n.Ln(X)) =
∑n

k=1(
∑n−1

j=0 ajxj
k).Lk(X) : donc P (X) ∈ Vect(L).

Cela démontre que Rn−1[X] ⊂ Vect(L).
D’après ce qui précède, la famille L est une base de Rn−1[X] et de plus, ∀P (X) ∈ Rn−1[X], son unique décomposition
comme combinaison linéaire des polynômes de L est P (X) =

∑n
k=1(

∑n−1
j=0 ajxj

k).Lk(X).
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Problème 4 : Équations différentielles avec retard

I. 1) Comme 0 + a × 0 = 0, la fonction constante égale à 0 appartient à Sa.
Soient f, g ∈ Sa et λ, µ ∈ R. Alors :

∀t ∈ R, (λf + µg)′(t) + a(λf + µg)(t − 1) = λ (f ′(t) + af(t − 1)) + µ (g′(t) + ag(t − 1))
=

f,g∈Sa

λ × 0 + µ × 0

= 0,

donc λf + µg ∈ Sa. Donc Sa est stable par combinaison linéaire.
Donc Sa est un sous-espace vectoriel de C1(R).

2) Soit f ∈ Sa. Montrons que f ∈ C∞(R).
On procède par récurrence : notons, pour tout n ∈ N∗, P (n) l’assertion "f ∈ Cn(R)".
Comme f ∈ C1(R), P (1) est vraie.
Soit n ∈ N∗, supposons P (n) vraie. Alors f est de classe Cn sur R. On sait de plus que : ∀t ∈ R, f ′(t) = −af(t−1).
Comme la fonction t 7→ t − 1 est usuellement de classe C∞ sur R, par composition, la fonction t 7→ −af(t − 1) est
de classe Cn sur R, donc f ′ est de classe Cn sur R. Donc f est de classe Cn+1 sur R. Donc P (n + 1) est vraie.
Par récurrence, P (n) est donc vraie pour tout n ∈ N∗. Donc f ∈ C∞(R).
Donc Sa ⊂ C∞(R).

3)a) D’après la question précédente, la fonction f est de classe C∞ sur R ; elle est donc en particulier continue
sur R.
Comme la fonction f est continue et ne s’annule pas sur [t0, +∞[, d’après la contraposée du théorème des valeurs
intermédiaires, elle est soit strictement positive sur [t0, +∞[, soit strictement négative sur [t0, +∞[.

3)b) Supposons par exemple que f soit strictement positive sur [t0, +∞[. Alors :

∀t ∈ [t1, +∞[, t − 1 ∈ [t0, +∞[,

donc :
∀t ∈ [t1, +∞[, f ′(t) = −af(t − 1) < 0,

donc f est strictement décroissante sur [t1, +∞[.
De même, si f est strictement négative sur [t0, +∞[, alors f est strictement croissante sur [t1, +∞[.
Dans tous les cas, f est donc monotone sur [t1, +∞[.

3)c) D’après la disjonction de cas ci-dessus : soit f est positive, donc minorée par 0, et décroissante sur [t1, +∞[
; soit f est négative, donc majorée par 0, et croissante sur [t1, +∞[. Dans les deux cas, d’après le théorème de la
convergence monotone, f admet une limite finie en +∞.

3)d) Comme la fonction f est de classe C∞ sur R, elle est en particulier continue sur [t, t+1] et dérivable sur ]t, t+1[.
D’après le théorème des accroissements finis, il existe donc dt ∈ ]t, t+1[ tel que f(t+1)−f(t) = f ′(dt) = −af(dt−1).
Donc ct = dt − 1 ∈]t − 1, t[ convient.

3)e) Notons ℓ ∈ R la limite de la fonction f en +∞ : f(t) −→
t→+∞

ℓ.
Comme t + 1 −→

t→+∞
+∞, on a f(t + 1) − f(t) −→

t→+∞
ℓ − ℓ = 0.

D’autre part, comme, pour tout t ∈ R, ct > t − 1, d’après le théorème de divergence par minoration, ct −→
t→+∞

+∞,
donc −af(ct) −→

t→+∞
−aℓ.

Donc, par unicité de la limite, −aℓ = 0. Donc, comme a > 0, ℓ = 0.
Donc f(t) −→

t→+∞
0.

II. 4) La fonction φ est le produit des fonctions x 7→ x et x 7→ e−x, qui sont usuellement dérivables sur R. Donc
φ est dérivable sur R, avec :

∀x ∈ R, φ′(x) = e−x − xe−x = (1 − x)e−x.

Comme, pour tout x ∈ R, e−x > 0, φ′(x) > 0 lorsque 1 − x > 0, c’est-à-dire lorsque x < 1 ; φ′(x) = 0 lorsque
1 − x = 0, c’est-à-dire lorsque x = 1 ; et donc φ′(x) < 0 lorsque x > 1.7



Donc φ est strictement croissante sur −]∞, 1] et strictement décroissante sur [1, +∞[.
De plus, par produit de limites : limx→−∞ φ(x) = −∞, et par croissances comparées : limx→+∞ φ(x) = 0.
On a donc le tableau :

x −∞ 1 +∞
φ′(x) + −

e−1

φ(x) ↗ ↘
−∞ 0

5)a) On a u0 = a > 0 et, pour tout n ∈ N, un+1 = aeun > 0. Donc, pour tout n ∈ N, un > 0.

5)b) On a : ∀n ∈ N, un+1
un

= aeun

un
= a

φ(un) .

5)c) D’après l’étude des variations de la fonction φ, φ(1) = e−1 est le maximum de φ sur R ; et, pour tout x ∈ R∗
+,

comme e−x > 0, φ(x) > 0. Donc :
∀x > 0, φ(x) ∈ ]0, e−1],

donc, comme pour tout n ∈ N, un > 0 :

∀n ∈ N, φ(un) ∈ ]0, e−1].

Donc, pour tout n ∈ N, un+1
un

≥ a
e−1 , donc, comme a ∈ ]e−1, +∞[, un+1

un
> 1, donc, comme un > 0, un+1 > un.

Donc la suite (un)n∈N est croissante.
5)d) Comme la suite (un) est croissante, d’après le théorème de la limite monotone, elle converge vers un réel ℓ
ou diverge vers +∞.
Supposons (un) convergente vers vers un réel ℓ. Alors, comme : ∀n ∈ N, un+1 = aeun , on a, par passage à la limite
n → +∞ : ℓ = aeℓ, c’est-à-dire φ(ℓ) = a.
Or, d’après l’étude de la fonction φ : ∀x ∈ R, φ(x) ≤ e−1 < a. Donc l’égalité φ(ℓ) = a est absurde.
Donc un −→

n→+∞
+∞.
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III. 6) Remarquons que fb ∈ C1(R).
Supposons que fb ∈ Sa. Alors : ∀t ∈ R, f ′

b(t) + afb(t − 1) = 0, c’est-à-dire que −be−bt + ae−b(t−1) = 0, donc
0 = e−bt

(
−b + aeb

)
. En particulier, pour t = 0, on a : −b + aeb = 0, donc be−b = a.

Réciproquement, supposons que be−b = a. Alors :

∀t ∈ R, f ′
b(t) = −be−bt = −aebe−bt = −ae−b(t−1) = −afb(t − 1).

Donc fb ∈ Sa.

7) On vient de montrer que : ∀b ∈ R, fb ∈ Sa ⇔ φ(b) = a.
Comme a ∈ ]0, e−1] ⊂ φ(R), il existe b0 ∈ R tel que φ(b0) = a. Donc fb0 ∈ Sa. Or, comme la fonction exponentielle
ne s’annule pas sur R, la fonction fb0 : t 7→ e−b0t ne s’annule pas sur R.
Donc Sa contient une fonction qui ne s’annule jamais.

IV. 8) On a : ∀t ∈ ] − ∞, t0], t − 1 ∈] − ∞, t0], donc f(t − 1) > 0, donc f ′(t) = −af(t − 1) < 0.
Donc f est décroissante sur ] − ∞, t0].

9) a) La fonction h est le produit de la fonction f , dérivable par hypothèse, et de la fonction t 7→ eat, usuellement
dérivable. Donc h est dérivable, avec :

∀t ∈ ] − ∞, t0], h′(t) = f ′(t)eat + af(t)eat =
(
f ′(t) + af(t)

)
eat.

Or, comme f est décroissante sur ] − ∞, t0] :

∀t ∈ ] − ∞, t0], f ′(t) + af(t) ≤ f ′(t) + af(t − 1) = 0,

donc h′(t) ≤ 0.
Donc la fonction h est décroissante.

9)b) Soit t ≤ t0. On a :

f ′(t) + aeaf(t) ≤ 0 ⇔ −af(t − 1) + aeaf(t) ≤ 0
⇔ −af(t − 1)ea(t−1) + aeatf(t) ≤ 0
⇔ −ah(t − 1) + ah(t) ≤ 0
⇔
a>0

h(t) ≤ h(t − 1),

ce qui est vrai puisque h est décroissante. Donc, par équivalence, f ′(t) + aeaf(t) ≤ 0.

9)c) On procède par récurrence : notons, pour tout n ∈ N∗, P (n) l’assertion "∀t ≤ t0, f ′(t) + unf(t) ≤ 0".
D’après la question précédente, P (1) est vraie.
Soit n ∈ N. Supposons P (n) vraie, c’est-à-dire : ∀t ≤ t0, f ′(t) + unf(t) ≤ 0.
Posons alors :

hn : ] − ∞, t0] → R
t 7→ f(t)eunt.

D’après l’hypothèse de récurrence, et en procédant comme en a., on montre que la fonction hn est décroissante.
Alors, comme en b. :
Soit t ≤ t0. On a :

f ′(t) + un+1f(t) ≤ 0 ⇔ f ′(t) + aeunf(t) ≤ 0
⇔ −af(t − 1) + aeunf(t) ≤ 0
⇔ −af(t − 1)eun(t−1) + aeuntf(t) ≤ 0
⇔ −ahn(t − 1) + ahn(t) ≤ 0
⇔
a>0

hn(t) ≤ hn(t − 1),

ce qui est vrai puisque hn est décroissante. Donc, par équivalence, P (n + 1) est vraie.
Donc, par récurrence, P (n) est vraie pour tout n ∈ N∗.

9)d) D’après la question précédente, on a : ∀n ∈ N∗, f ′(t0) + unf(t0) ≤ 0.
Or, par hypothèse, f(t0) > 0, et on a montré que un −→

n→+∞
+∞. Donc :

f ′(t0) + unf(t0) −→
n→+∞

+∞,
9



ce qui est incompatible avec l’inégalité ci-dessus.
Il n’existe donc pas f ∈ Sa et un réel t0 ∈ R tels que : ∀t ∈ ] − ∞, t0], f(t) > 0.

V. Supposons que a ≤ e−1. Alors, d’après la partie III., il existe f ∈ Sa telle que l’ensemble N(f) est vide. Donc,
par contraposée, (i) ⇒ (ii).
Réciproquement, supposons que a > e−1. Soit f ∈ Sa. D’après la partie IV., il n’existe pas t0 ∈ R tel que :
∀t ∈ ] − ∞, t0], f(t) > 0 ; autrement dit, pour tout t0 ∈ R, il existe t ∈ ] − ∞, t0] tel que f(t) ≤ 0.
De plus, comme Sa est un espace vectoriel, −f ∈ Sa, donc de même, pour tout t0 ∈ R, il existe t ∈ ] − ∞, t0] tel
que −f(t) ≤ 0, c’est-à-dire f(t) ≥ 0.
Par conséquent, pour tout t0 ∈ R, f change de signe sur ] − ∞, t0] ; donc, comme f est continue, d’après le
théorème des valeurs intermédiaires, pour tout t0 ∈ R, f s’annule sur ] − ∞, t0].
Supposons que l’ensemble N(f) soit fini, alors cet ensemble admet un plus petit élément m. Soit alors m′ tel que
f s’annule sur ] − ∞, m − 1], alors m′ ∈ N(f) et m′ < m, ce qui est absurde. Donc N(f) est infini.
Donc (ii) ⇒ (i).
Donc (i) ⇔ (ii).
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