PCSI, Bellevue, 2025-2026
Corrigé du devoir surveillé n°8 (concours blanc)

PROBLEME 1 : PRODUITS INFINIS

1)a) La fonction ¢ : n — n — 1 est une fonction strictement croissante sur N*. En effet, pour tout n € N*
n—1< (n+1)—1. Donc la suite (pp—1)nen+ est une suite extraite de la suite (p,)nen. Or, par hypothese, la suite
(Pn)nen tend vers A donc la suite extraite (pp—1)nen+ tend également vers .

1)b) D’apres I’énoncé, pour tout k € N, u # 0 donc pour tout n € N, p,, # 0. De plus, on remarque que pour tout

ke N* onau,= pf k_ Par hypothese et d’apres la question precedente les suites (p)ken €t (Pr—1)ken+ tendent

vers A qui est non nul donc par quotient, la suite (uy)ren tend vers X =1.

1)c) D’apres la question précédente, la suite (uy)ren tend vers tend vers 1. On a 1 > 0 donc il existe m > 0 et il
existe N € N tels que Vk > N, 0 < m < ug. On peut le démontrer :

Par hypothese, la suite (uy)ren tend vers tend vers 1, ce qui signifie que Ve > 0,3IN, € N : Vk > N, |ur, — 1| < e.
On pose € = % D’apres 'hypothese, il existe et on pose N € N:Vk > N, |up — 1| < % Alors, pour tout £k > N,
onal—%guk§1+%etdoncuk>0.

On a démontré que la suite (ug)ken est & termes strictement positifs a partir d’un certain rang.

2)a) Soit n € N. On a

=n+2

" 1 ):ﬁ(k+2 Miok+2) I0EG+D) oG+ D))(n+2) n+42

b= ,Ef“le 0k+1)zn}zzo<k+1> Mok +1) 0+ )(ITro(k+1) 1

2)b) D’apres la question précédent, Vn € N, p, = n + 2 donc lim,,_, 1 o p, = +00. Par définition, le produit infini
[Ti>0 w diverge.

3)a) Soit n € N*. On a p, X sin(&) = pp—1 X cos(5%) X sin(s%) = pp—1 X 3sin(32) = pp—1 x & sin(5%y) car

)
Vo € R, sin(2ar) = 2sin(a) cos(a) done sin(a) cos(a) = 3 sin(2a).

3)b) On va démontrer par récurrence que pour tout n € N, lassertion P(n) = [p, = #ﬁf&%)] est vraie.
Initialisation : Montrons que P(0) est vraie.

9 2 : 2 2 .
D’une part, pg = cos(55) = cos(a). D’autre part, Qofllns(m(z)g%) - ;1251(2)) = s1r21(s¢1131(cg)5(a) = cos(a).

Donc P(0) est vraie.
Hérédité : Montrons que Vn € N, P(n) = P(n+1).
Soit n € N. On suppose que P(n) est vraie. D’apres la question précédente, on a py, 1 X sin(gikr) = pn X 5 s1n(2n)

En utilisant aussi P(n), on en déduit que pp+1 = #j{&i) X 3 sin(4%) x S 1(11) 2%25151:1(1%@) - On a déduit
I 2mn 2n

que P(n + 1) est vraie.
On a montré que Vn € N, P(n) = P(n + 1).
Conclusion : D’apres le théoréme de récurrence, pour tout n € N, 'assertion P(n) est vraie.

sin(z)

3)c) On rappelle que lim, ,o =~ = 1. Or, comme —1 < % < 1, on a lim, 41 5 = 0. Par composition,
limy, 400 smﬁn) = 1 donc sin(55) ~ 5w+ Par produit et quotient, on en déduit les équivalences asymptotiques
2 n—-+0oo
suivantes :
sin(2a) sin(2a) sin(2a)
Pn

~Y 7' ~Y ~Y
n—too 20l gin( i) n—too 20l A nstoo 2a

Donc limy, 1 o0 pn = Sm(2a) . Et comme Y\ € Z, a # A%, on a 2a # A7 et donc sin(2a) # 0. On en conclut que le
produit infini [~ ug est convergent.

4) On a montré & la question 1) qu'une condition nécessaire pour que le produit infini [[;~q ux converge est que la
suite (ug)ren tend vers 1. Par contre, cette condition n’est pas suffisante. En effet, dans ’exemple de la question
2), la suite (u)ren tend vers 1 mais le produit infini [, us est divergent.

5)Ona:VneN, S, =In([Ti_qur) = In(py).
Supposons que le produit infini [[;~qug converge vers A € R*. Comme Vk € N, ug > 0,0ona:Vn €N, p, > 0;
donc, par passage a la limite, A > 0. Or A # 0, donc A f 0. Donc, comme la fonction In est continue sur R, la



suite (Sp,)nen converge vers In(A).
Réciproquement, supposons que la suite (S, )nen converge vers £ € R. Alors, comme Vn € N, p, = ¢, et comme
la fonction exponentielle est continue sur R, la suite (p,)nen converge vers ef. Or e’ # 0, donc le produit infini

[I;>0 ur converge.
Donc le produit infini [];~qug converge si et seulement si la suite (Sy,)nen converge.

6)a) La fonction f : x — % est définie en x € R lorsque z +1 € Dy, = RY et lorsque 2 +1 € D1 = R¥,
c’est-a-dire lorsque # +1 > 0 et  + 1 # 0, c’est-a-dire lorsque = € | — 1, +o00[. Donc Dy =] — 1, 4-00].

De plus, la fonction f est le quotient de x +— In(xz 4 1) par  — x + 1, qui sont usuellement dérivables sur leurs
domaines de définitions respectifs, donc f est dérivable sur Dy, avec :

~ 1—-In(z+1)

Vz € Dy, f'(x) T @ 1)?

donc: fl(z) >0 hn(z+1)<leor<e—1let fl(r) =0 r=e—1;etdonc f'(z) <0z >e—1.
La fonction f est donc strictement croissante sur | — 1,e — 1] et strictement décroissante sur [e — 1, 4o00].
b) Comme e — 1 ~ 1,718 < 2, la fonction f est strictement décroissante sur [2, +oo[. Par conséquent, pour k € N
tel que k > 2 :
Vo e [k k+1), f@) < F(k),

donc, par croissance de l'intégrale :

kit CIn(k+1)

k+1
| r@de< [T fd = £h) = 225

c) Soit n € N. On a :

Su = > In(ug) = S tn (k4 ) = 3o ELD
k=0

k=0 k=0 k+1
donc, d’apres la question précédente :

n

n k+1 n+1
Su= I+ IR = I +FQY. [ f@dr=2m@)+ [ f@)da.
k=2

k=2

Or :
"+ 1)? In(3)?

2 2 7

n+1 ~n(r+1) o [(In(x+ 1)
/2 fl)dr = /2 et WT [2

2

2
donc la suite (Sy,)nen est minorée par la suite (Un(n; D) ln(23 2y 21n(2)) N’ et celle-ci diverge bien vers +oo.
n

d) D’apres le résultat ci-dessus, et d’apres le théoréeme de divergence par minoration, la suite (S, ),cn diverge vers
+00. Donc, d’apres la question 7), le produit infini [Tk>0 wr diverge.



PROBLEME 2 : INEGALITE DISCRETE DE KUSMIN-LANDAU

1)a) La fonction cot est définie sur D = {x € R tel que sin(z) # 0}. Or, Vo € R, on a ’équivalence :
sin(z) =0« 3k € Z tel que x = 0+ km. Donc D = {z € R tel que Vk € Z,x # kn} = Upez Jpm, (p + 1) 7.

1)b) Soit z € D. Alors sin(z) # 0. Donc sin(z + 7) = —sin(z) # 0 donc x + 7 € D. Et cot(z + 7) = cos(adm) _

sin(z+)

—cos(x) __ cos(z)

—sn() = () — cot(z). Cela démontre que la fonction cot est m-périodique.

1)c) On étudie la fonction cot sur U'intervalle |0, 7[ C D.

Par quotient de fonctions dérivables sur |0, 7[, la fonction cot est dérivable sur |0, 7| et Vz € |0, 7[, cot/(z) =

—sin?(z)—cos?(z) __
sin?(z) -

donc le graphe de la fonction cot présente au point d’abscisse 5 et d’ordonnée cot(3) = 0 une tangente de

coefficient directeur égal a —1.

Pour tout z € ]0, 7|, sin(z) > 0 donc par quotient lim,_,o cot(z) = 400 et lim,_,, cot(z) = —oo.
> <

—1 — cot?(z) < 0. Donc la fonction cot est strictement décroissante sur ]0,7[. Et cot/(5) = —1

1)d) Soit # € D. Alors sin(x) # 0. Donc cos(§ — x) = sin(z) # 0 donc tan(j — x) est bien défini. Et

tan(3 — 2) = S = Sl = cot(a).

1)e) Soit z € ]0, w[. D’aprés la question précédente, on a cot(z) = tan(§—z) = — tan(z—3). Or, lim, ,z(z—5) =0
et le développement limité & l'ordre 3 au voisinage de 0 de la fonction tan est : Vy € | =5, 5[, tan(y) =y + %y?’ +
o (¥)=y+ %y3 + y?e1(y) avec limy_0e1(y) = 0. Donc par composition,

y—0
Vo €]0,7[,cot(x) =—(x—F)— %(:c —IP —(z—I)Pe(z—3)
=—(z—-3)—3(@— %P+ (z—35)(2) avec e2(z) = —e1(zr — 3)
donc par composition lim,_,z g9(x) =0
=@~ + o (-5
=5

Df)
\z\\_ r=m x=27

: TN o

: " :

: : IP = COt(IE)

\\ y = g — X
2)a) On a a €]0, 5[ c’est-a-dire 0 < a < § donc 0 < 2a < 7 donc sin(2a) # 0 et par conséquent, 1:%52(&2)04) est bien
o 14cos(2a) _ 14cos?(a)—sin?(a) _  2cos?(a) _ cos(a) __ 1

défini. De plus, sin(2a0) — 2sin(a)cos(a) T~ 2sin(a)cos(a) — sin(a) T COt(a) ~ tan(a)”

2)b) Sur lintervalle [0, Z[, la fonction tan est 2-fois dérivable et Vz € [0, 5[, tan'(z) = 1 + tan?(z) et tan”(z) =
2tan’(z) tan(z) = 2(14tan?(z)) tan(z) > 0. On en déduit que la fonction tan est convexe sur [0, Z[. Par conséquent,
son graphe est au-dessus de toutes ses tangentes, et notamment de sa tangente au point d’abscisse 0 qui est le
graphe de la fonction  — tan(0) + tan’(0)(x — 0) = =. Donc, Vz € [0, T, < tan(z).

Comme «a €]0, 5[, alors 0 < a < tan(a) et par inverse, 0 < tanl(a) < é

Ainsi, d’apres la question précédente, par transitivité, on obtient que 0 < 1:#52(5;1) < é



_it i t t s ot
. . _ _ _ —e "2 x(— ot i(cos(5)—isin(s
3)a) Par factorisation, on a 5 L — itll = L — = i 1 = = Xt( ) = de = ( (2). 7 (2)
—e ett— '3 (e 7’§_e_7‘§) e §><2ism(§) 2Sln(§) 25111(5) 28111(5)
s . 1 , B sm( )+zcos( ) 1,4 t 1 i
Donc d’une part ‘1 | = Fem(L)] et d’autre part - ezt = 2sm(£) =5+3 cot(2). En posant z = 5 etw=3
t
on a bien ;= = z + wcot(3).
_l=ei-1) _ o= 1
3)b) On a ‘1 - e”’ ’ 1—ett ‘ - ‘1—6“‘ T O1—et] T |1—et] T |1—e“"

4) Soient ¢ j € [[1 n — 1] tels que i < j. D’apres les hypotheses de I’énoncé, on a 0 < 0 < y; <y; <27 —6 <27

donc 0 < 3 g b<¥<p-1¢ < m. Or, la fonction cot est décroissante sur |0, 7[ donc cot(m — 7) < cot(%) <
cot(%) < cot(%) De plus, COt(ﬂ' -9 = cot(—f) —cot(%). Donc — cot(§) < cot(%) < cot(%) < cot(4). On en
déduit que cot(4) < cot(4) et —cot(%) < cot(§) donc par somme, cot(%) — cot(%) < 2cot(§).

5)a) D’apres I’énoncé, on a 0 < 0 < yp < yrr1 < 27 — 6 < 27. En utilisant les résultats et notations des questions
J o 1 1

précédentes, on a cxy1 — ¢k = T TR — (z + wcot(y’““)) —(z+wecot(%)) = (cot(yk“) — cot(%)).

Donc cg41 — ¢k est imaginaire pur.

De plus, 0 < % < #5EL < 7 et la fonction cot est strictement décroissante sur |0, 7[ donc cot(%) > cot(#) et

done Im(cp41 — c) = 3 (cot(2£L) — cot(%)) < 0.

Par conséquent, |11 — x| = %cot( k) — Cot(ykﬂ))_

- — 1 L z in(Ye 4 — 1
5)b) On a \ck| ‘1 | = 2|Sm( - De plus, 0 < % < 7 donc sin(*) > 0 et par conséquent |c| = 2oin(T)
Ensuite, 0 < 2 <% <7m—35 <m De plus la fonction sm est strictement croissante sur [0, %] et strictement

™

décroissante sur [F, 7] et 0 € ]0 7[ donc & € [0, E] et m— % € [Z,7]. Donc :
-si < T alorsO<g§%< donc 0 < sin(%) < sin(%),
e

-si § < % alors § < % §07r 2 < 7 donc 0 < sm(g) : sin(m — %) < sin(%:).
Par conséquent 0 < 2sin(5) < 2sin(%) puis |cx| = 2oin(%E) < 25in(D)"

5)c) On a ek _ ikl — oi®h _ ol(UktTr) — piTh _ ok itk — eixk(l _ eiyk) — Tk % é

6)a) D’apres la question précédente, Vk € [1,n — 1], e — e@r+1 = i@k x i donc cp(e®F — eik+1) = ik, Par

somme, on obtient Y777 ¢ (e — e@hi1) = U1 = (S €'®k) — ¢, Donc en posant y = € on a bien
n iry — yn—1 iz el

> k= €k —Zk:1 c(e"r — eMht1) 4y,

6)b) En utilisant les résultats des questions précédentes, on a :

) 1 A )

c1e™ 4 3 0o (e — cp—1)e™F 4 (1 — cp_q)e™™n

cretr 4 Ek %cke”k - Zk %ck 161k 4 eTn e ol
— n 1 ckewk . Zk QCk 1ezazk + 6””

T T T
Zk 1Ck€ k= SR ] cpeiThl 4 eftn
Zk 1 Ck ( 1Ty ell‘k+1) +6Z$n
Zk [ CE X ek x L + e
— 22:1 mk 4 emn
k .

— Zk:l elxk

7)a) Toujours en utilisant les résultats des questions précédentes, on a :

|Z"V€l:1 e’ixk’
‘Cl@m + 0y (ek — cpo1)e™r + (1 — cn,l)ei%’

< e |+ 055 ek — cp—1)e™ | + |(1 — Cpo1)e |
< \61\ +Sn ek — el +[1 - A

11 y
< 2sm( )+Z 5 5(cot(%) — cot(5)) + ’1 -
< gy T beot) - cot(51) + e 1|

Y2\ _ Yn 1
< 2sm( ) T3 (COt( ) COt( )) T QSin(g)
< sm(g) +C0t( )

2]
7)b) On a § €]0, Z[ donc 2 x § €]0, 7| donc Sml(%) +cot(9) = 1—;%(3;4) < % = 2. Ce qui permet de conclure que

S et < 4



PROBLEME 3 : POLYNOMES D’ INTERPOLATION DE LAGRANGE

1)a) Soit A € R et soient P(X),Q(X) € R[X]. On a :

P(N\.P(X) + Q(X))
= B((A\P+Q)(X))
- Eg\)\.P+Q)(x1) AP+ Q)(xn))

P(z1) + Q(z1),. ... A.P(xn) + Q(zn))
P(xy)+,. .., P(:cn)) +(Q(z1), ..., Q(zn))
2(P(X)) + 2(Q(X))

On a vérifié que @ est linéaire.

1)b) On le démontre par contraposition. On suppose que x1,...,Z, ne sont pas deux a deux distincts. Alors, il
existe 4,j € [1,n] tels que i # j et x; = x;. Par conséquent, VP(X) € R[X], P(z;) = P(x;). En choisissant par
exemple Y = (1,...,n), VP(X) € R[X], comme P(x;) = P(x;) alors que ¢ # j, (P(x1),...,P(zy)) # (1,...,n)
c’est-a-dire que ®(P(X)) # Y. Cela justifie que ® n’est pas surjective.

On a obtenu par contraposition que si ® est surjective alors x1, ..., z, sont deux a deux distincts.

2)a) e On remarque que Ogx] = w(X)Og[x].- Donc Og(x] € F.

e Soient A € R et Pi(X), P(X) € F. Par définition de F, il existe Q1(X),Q2(X) € R[X] tels que P (X) =
w(X)Q1(X) et Po(X) = w(X)Q2(X). Par conséquent, A\.P(X) + P2(X) = Aw(X)Q1(X) + w(X)Q2(X) =
w(z)(A\.Q1(X) + Q2(X)) € F.

Cela démontre que F' est un sous-espace vectoriel de R[X].

2)b) On rappelle que R,,_1[X] est bien un sous-espace vectoriel de R[X].

e On a bien Ogx] € F et Ogx] € R,,—1[X] donc Ogpx € FNR,,_1[X] donc {Og(x]} € F NR,1[X].

e Réciproquement, soit P(X) € F NR,_1[X]. Comme P(X) € F, il existe Q(X) € R[X] tel que P(X) =
w(X)Q(X). Le polynéme w(X) est un produit de n polynémes de degré 1 donc deg(w(X)) = n. Si Q(X) # Orx)
alors deg(P(X)) = deg(w(X)Q(X)) = deg(w(X)) + deg(Q(X)) > n+ 0 = n : c’est en contradiction avec
P(X) € R,—1[X]. Donc Q(X) = Or[x] et par conséquent P(X) = w(X)Og[x] = Og[x] € {Orx]}. Cela démontre
que FNR,1[X] C {OR[X]}

e Comme F et R,,_1[X] sont des sous-espaces vectoriels de R[X], par somme, F' + R,_1[X] est un sous-espace
vectoriel de R[X].

e Réciproquement, soit P(X) € R[X]. On fait la division euclidienne de P(X) par w(X). On note Q(X) le quotient
et R(X) le reste. On a deg(R(X)) < deg(w(X)) = n donc R(X) € R,_1[X]. Et P(X) = w(X)Q(X) + R(X) €
F+ R, 1[X] car w(X)Q(X) € F. Cela démontre que R[X] C F + R, _1[X].

D’apres les quatre inclusions obtenues, les sous-espaces vectoriels F' et R,,_1[X]| sont supplémentaires dans R[X]
et de plus, VP(X) € R[X], son unique décomposition comme la somme d’'un vecteur de F' et d’un vecteur de
R,,—1[X] est donnée par la division euclidienne de P(X) par w(X).

3) Soit P(X) € R[X]. On a les équivalences suivantes :

P(X) € Ker(®)

P(P(X)) = Ogn

(P(x1),...,P(xy)) = (0,...,0)

Vi € [1,n], P(z;) =0

Vi € [1,n], z; est une racine de P(X)

wX)=(X—x1)...(X —z,) divise P(X) car z1,...,x, deux a deux distincts
3Q(X) € RIX] : P(X) = w(X)Q(X)

P(X)eF

teoeoTe

Cela démontre que Ker(®) = F.

4) Soit P(X) € R,_1[X]. On suppose que f(P(X)) = Ogn clest-a-dire que (P(z1),...,P(z,)) = (0,...,0).
Alors P(X) € Ker(®). Or, Ker(®) = F. Donc P(X) € F. De plus par hypothése P(X) € R,— 1[X] Donc
P(X) € FNR,1[X]. Or, F et R,—1[X] sont en somme directe donc P(X) = Og[x] = Og,,_, [x]-

Cela démontre que la restriction f est injective.



5) Avec les données particuliéres de cette question, on a

LX) = —=en(X) = g =g (0K —2) = 3X* = 2X
Lo(X) = ——wn(X) = L xox -2 =ixzy iy
’ wa(aa) 2 T 0 (C1)(0-2) Tt T
L3(X) = wg(lx3)w3(X) ~ G- (_11))(2 5 (X — (-1))(X —0) = é)@ + éX

6)a) Pour tout i € [1,n], le polynéme L;(X) est un produit de n—1 polynoémes de degré 1 donc deg(L;(X)) = n—1.

6)b) Soient 7,5 € [1,n].

Sij =i alors Li(xj) = Li(z;) = (w )Wz( zi) = 1.

Sij # i alors Li(z;) = wi(lxi)wl(xj) De plus, wi(7;) = [li<k<n | k2i(Tj — xk) © c’est un produit dont I'un des
facteurs est nul car 1 < j < n et j # i. Donc L;(x;) = 0.

En utilisant le symbole de Kronecker, on peut conclure que L;(x;) = 0; ;.

7) Soient Aq,..., A, € R. On a les implications suivantes :

MLy (X) 4 -+ Ao Ln(X) = Ogix

(k=1 ML) (X) = Ogx

Vi € [1,n], (k=1 Ak-Li)(x5) = Orpx(z5)
[, > k=1 - Li(x) =0

;1] > k=1 AkOgj =0
I
|

N R
<
m

Cela démontre que la famille £ est libre.

8)a) Soit i € [1, n]] Pour tout j € [1,n], Li(xzj) = 0; ;. Donc : f(L;) = (Li(z1), ..., Li(xi—1), Li(xi), Li(xit1), - . ., Li(xn))
=(0,...,0,1,0,...,0) : le i-éme vecteur de la base canonique de R".

8)b) Soit Y = (y1,...,9yn) € R™ On pose P(X) = y1.L1(X) + -+ + yn.L,(X). Par combinaison linéaire de
polynémes de degrés n — 1, P(X) est un polynoéme de degré inférieur ou égal & n — 1. Donc P(X) € R,,_1[X]. De
plus, Vi € [1,n], P(x:) = > p—1 Yr-Li(x:) = > f—1 Yk-Oki = ¥i x 1 = y;. Donc f(P(X)) = (P(x1),...,P(zn)) =
(Y1, 9n) =Y.

Cela démontre que f est surjective.

9) D’apres les questions précédentes, I’application linéaire f est un isomorphisme et son isomorphisme réciproque
est défini par : VY = (y1,...,yn) €ER™, YY) = y1.L1(X) + -+ + Y- Ln(X).

Par conséquent, dans le cas particulier oun = 3, 1 = —1, z9 = 0, z3 = 2, 'unique polynéme P(X) € Ry[X] tel que
P(=1) = 6, P(0) = 0, P(2) = Sest f1((6.0,3)) = 6.L1 (X) +0.La(X) +3.La(X) = 6357~ 3X)+3(RX>+ 1) =
2X°—5X.

2 2

10)a) L’application linéaire f est un isomorphisme donc notamment f~!o f = dg,,_,(x]-
Soit j € [0,n—1]. On a X7 € R,,—1[X] donc X7 = f~1(f(X9)) = f~Y((21,...,2)) = x].L1(X) + - + 2} . L, (X)
: c’est une décomposition de X7 comme combinaison linéaire des polynémes de la famille £.

10)b) @ On a déja démontré que L est libre.

e Les polynomes de la famille £ sont tous de degré n — 1 donc £ est bien une famille de polynémes de R,,_1[X].
Comme R,,_1[X] est stable par combinaison linéaire, alors Vect(L) C R,,—1[X].

Réciproquement, soit P (X ) = J 0 a]X € R,—1[X]. En utilisant la question précédente, on obtient que
P(X) =32 “Ja; X7 = 0 a](x1 Li(X)+ -+ 2. Ly(X)) = S5y ( 0 aja;k,) Li(X) : donc P(X) € Vect(L).
Cela démontre que R,,_1[X] C Vect(L).

D’apres ce qui précede, la famille £ est une base de R,,_1[X] et de plus, VP (X ) € R,,—1[X], son unique décomposition
comme combinaison linéaire des polynémes de £ est P(X) = >3 (375, ajxk) Li(X).



PROBLEME 4 : EQUATIONS DIFFERENTIELLES AVEC RETARD

I. 1) Comme 0+ a x 0 = 0, la fonction constante égale a 0 appartient a Sj.
Soient f,g € Sy et A\, u € R. Alors :

VteR, (Af+pg)(t)+aAf+pg)t—1) = A(f'()+aft—1))+p(gt)+agt—1))
= AX04+pux0

donc Af + ug € S,. Donc S, est stable par combinaison linéaire.
Donc S, est un sous-espace vectoriel de C1(R).

2) Soit f € S,. Montrons que f € C*(R).

On procede par récurrence : notons, pour tout n € N*, P(n) 'assertion "f € C™(R)".

Comme f € CY(R), P(1) est vraie.

Soit n € N* supposons P(n) vraie. Alors f est de classe C™ sur R. On sait de plus que : Vt € R, f'(t) = —af(t—1).
Comme la fonction ¢t — ¢ — 1 est usuellement de classe C*° sur R, par composition, la fonction ¢t — —af(t — 1) est
de classe C™ sur R, donc f’ est de classe C™ sur R. Donc f est de classe C"*! sur R. Donc P(n + 1) est vraie.
Par récurrence, P(n) est donc vraie pour tout n € N*. Donc f € C*(R).

Donc S, € C*(R).

3)a) D’apres la question précédente, la fonction f est de classe C° sur R ; elle est donc en particulier continue
sur R.

Comme la fonction f est continue et ne s’annule pas sur [tg, 400, d’apres la contraposée du théoreme des valeurs
intermédiaires, elle est soit strictement positive sur [tg, +00[, soit strictement négative sur [tg, +00].

3)b) Supposons par exemple que f soit strictement positive sur [ty, +oo[. Alors :
Vt € [t1,+oof, t—1 € [tg,+o0,

donc :
Vt € [t1,+oof, f(t)=—af(t—1)<0,

donc f est strictement décroissante sur [tq,+o00].
De méme, si f est strictement négative sur [tg, +00], alors f est strictement croissante sur [t1, +00].
Dans tous les cas, f est donc monotone sur [¢, +00].

3)c) D’apres la disjonction de cas ci-dessus : soit f est positive, donc minorée par 0, et décroissante sur [t1, 00|
; soit f est négative, donc majorée par 0, et croissante sur [t1, +oo[. Dans les deux cas, d’apres le théoreme de la
convergence monotone, f admet une limite finie en 4oco0.

3)d) Comme la fonction f est de classe C™ sur R, elle est en particulier continue sur [t, t+1] et dérivable sur |¢, t+1].
D’apres le théoréme des accroissements finis, il existe donc d; € |t, t+1[ tel que f(t+1)—f(t) = f'(dr) = —af(di—1).
Donc ¢; = d; — 1 €]t — 1, [ convient.

3)e) Notons ¢ € R la limite de la fonction f en +oo : f(t) rwns L.
o
Commet+1 — +oo,ona f(t+1)— f(t) — £—£=0.
t——+o0 t——+o00
D’autre part, comme, pour tout t € R, ¢, >t — 1, d’aprées le théoréeme de divergence par minoration, ¢; tT 400,
—+00

donc —af(c) el —al.

Donc, par unicité de la limite, —af = 0. Donc, comme a > 0, £ = 0.
Donc f(t) — 0.
t——+o0

T qui sont usuellement dérivables sur R. Donc

II. 4) La fonction ¢ est le produit des fonctions x — x et x — e~
@ est dérivable sur R, avec :

Ve eR, ' (2) = —ze ™™ =(1—x)e "

Comme, pour tout z € R, e™* > 0, ¢/(z) > 0 lorsque 1 — z > 0, c’est-a-dire lorsque = < 1 ; ¢/'(z) = 0 lorsque
1 —xz =0, c’est-a-dire lorsque z = 1 ; et donc ¢'(z) < O_}orsque x> 1.



Donc ¢ est strictement croissante sur —|oo, 1] et strictement décroissante sur [1, 4+o0[.
De plus, par produit de limites : lim,_, o, p(x) = —00, et par croissances comparées : lim,_, . @(z) = 0.
On a donc le tableau :

T —00 1 +o00
F@ -
o1
o(z) f N
—00 0

5)a) On a up = a > 0 et, pour tout n € N, up,4+1 = ae* > 0. Donc, pour tout n € N, u,, > 0.

5)b) Ona:Vn € N, “ofl — aet —

— a
Un, Un Sﬂ(un) :

5)c) D’apres I'étude des variations de la fonction ¢, ¢(1) = e~ ! est le maximum de ¢ sur R ; et, pour tout = € R¥,
comme e~ ¥ > 0, ¢(x) > 0. Donc :
Ve >0, o(z) €10,e71],

donc, comme pour tout n € N, u,, > 0 :
Vn €N, ¢(u,) €10,e71].

Donc, pour tout n € N, “Z—:l > %1, donc, comme a € Je™!, +oo], “Z—:l > 1, donc, comme uy > 0, Upt1 > Up-
Donc la suite (un)nen est croissante.
5)d) Comme la suite (u,) est croissante, d’apres le théoreme de la limite monotone, elle converge vers un réel ¢
ou diverge vers +00.
Supposons (u,) convergente vers vers un réel £. Alors, comme : Vn € N, u,4+1 = ae"", on a, par passage a la limite
n — +o0 : £ = ae’, c’est-a-dire ¢(¢) = a.
Or, d’apreés 'étude de la fonction ¢ : Vo € R, ¢(z) < e~! < a. Donc I'égalité p(£) = a est absurde.
Donc u,, — +4o0.

n—+oo



II1. 6) Remarquons que f, € C1(R).
Supposons que f, € S,. Alors : Vt € R, fl(t) + afy(t — 1) = 0, c’est-a-dire que —be % + ae =1 = 0, donc
0=e 0 (—b + aeb>. En particulier, pour t = 0, on a : —b + ae? = 0, donc be ® = a
Réciproquement, supposons que be™? = a. Alors :
VieR, fi(t) = —be ™ = —aebe™ = —ae N = —afy(t — 1).
Donc f, € S,.
7) On vient de montrer que : Vb € R, f, € S, < ¢(b) =
Comme a € ]0,e™ 1] C ¢(R), il existe by € R tel que p(by) = a. Donc fp, € S,. Or, comme la fonction exponentielle

ne s’annule pas sur R, la fonction f, : ¢ — e~%? ne s’annule pas sur R.
Donc S, contient une fonction qui ne s’annule jamais.

IV.8) Ona:Vte]—o0,t), t —1€]—o0,ty], donc f(t —1) >0, donc f'(t) = —af(t—1) <O0.
Donc f est décroissante sur | — oo, tg].

9) a) La fonction h est le produit de la fonction f, dérivable par hypothese, et de la fonction ¢ — e usuellement
dérivable. Donc h est dérivable, avec :

Vi €] —oo,to, B(t) = ['()e™ +af(t)e™ = (f'(t) +af(t) e
Or, comme f est décroissante sur | — 0o, o] :
Vt e | —oo,to], f'(t)+af(t) < f(t)+af(t—1)=0,

donc B/(t) <0
Donc la fonction h est décroissante.

9)b) Soit t <tp. On a :

i) +aef(t) <0 < —af(t—1)+aef(t) <
& —af(t—1)eat- 1>+aeatf()
& —ah(t—1)+ah(t) <0
&, h(t) < h(t-1),

ce qui est vrai puisque h est décroissante. Donc, par équivalence, f'(t) + ae®f(t) < 0.

9)c) On procede par récurrence : notons, pour tout n € N*, P(n) lassertion "Vt < to, f/(t) + unf(t) <0".
D’apres la question précédente, P(1) est vraie.
Soit n € N. Supposons P(n) vraie, c¢’est-a-dire : V¢ < to, f'(t) + u,f(t) <0

Posons alors :
hp ] —o0,tg) — R
t = f(t)e't.
D’apres 'hypothese de récurrence, et en procédant comme en a., on montre que la fonction h, est décroissante.

Alors, comme en b. :
Soit t < tg. On a :

FO)+unnf) <0 & f1(1) +ae™ f(1) <0
< —af(t—1)4ae" f(t) <0
& —af(t—1)en D pgetnt f(t) <0
& —ahp(t — 1)+ ahy(t) <0
a<§>0 (t) 77»( )7

ce qui est vrai puisque h,, est décroissante. Donc, par équivalence, P(n + 1) est vraie.
Donc, par récurrence, P(n) est vraie pour tout n € N*.

9)d) D’apres la question précédente, on a : Vn € N*, f/(tg) + u, f(to) < 0.
Or, par hypothese, f(t9) > 0, et on a montré que u, 7 ~+00. Donc :
n—-+0oo

n——400

f’(to)+unf(tgo) — +oo,



ce qui est incompatible avec I’inégalité ci-dessus.
Il n’existe donc pas f € S, et un réel ¢y € R tels que : Vt € | — 00, to], f(t) > 0.

V. Supposons que a < e~ 1. Alors, d’aprés la partie II1., il existe f € S, telle que I'ensemble N(f) est vide. Donc,
par contraposée, (i) = (ii).

Réciproquement, supposons que a > e . Soit f € S,. D’aprés la partie IV., il n’existe pas tg € R tel que :
Vt €] —o00,to], f(t) > 0 ; autrement dit, pour tout ¢y € R, il existe ¢ € | — oo, tg] tel que f(t) <O0.

De plus, comme S, est un espace vectoriel, —f € S,, donc de méme, pour tout ¢y € R, il existe t € | — 00, tp] tel
que —f(t) <0, c’est-a-dire f(t) > 0.

Par conséquent, pour tout ¢y € R, f change de signe sur | — 0o, tg] ; donc, comme f est continue, d’apres le
théoréeme des valeurs intermédiaires, pour tout tgp € R, f s’annule sur | — oo, to].

Supposons que I'ensemble N(f) soit fini, alors cet ensemble admet un plus petit élément m. Soit alors m’ tel que
f s’annule sur | — oo, m — 1], alors m’ € N(f) et m’ < m, ce qui est absurde. Donc N(f) est infini.

Donc (ii) = (i).

Donc (i) < (ii).
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