PCSI 2 - LYCEE BELLEVUE 17 AVRIL 2026

Devoir surveillé n° 7
CORRIGE

Exercice 1.
1. Comme 0 +0 =0+ 0 = 0, Ogs appartient a F'. Donc F' est non vide.
Soient u = (x1, Y1, 21,11) et v = (X2, Yo, 29,12) dans F et A\, u € R. Alors :
A pv = (Axy +py, Ay + 1y, Azq +r, Aty + pts),

T Yy z t

et:

v —y = (Ar1 + pr2) — (A1 + py2) = My — y1) + oz —y2) =0,
z—1t= (/\2?1 + MZQ) — ()\tl + Mtg) = )\(Zl - tl) + /,L(ZQ - tg) = 0,
donc A\u + pwv € F. Donc F' est stable par combinaison linéaire.
Donc F' est donc un sous-espace vectoriel de E.

2. Soitu = (x,y, 2,t) dans E.On a:
ueFNGer—y=z—t=cv—2=y—t=0r=y=z=tsu=(r,z,z,z)=2(1,1,1,1),

donc FNG = Vect ((1,1,1,1)). En particulier, ' et G ne sont pas en somme directe, donc ne sont

pas supplémentaires dans £.
3. (@ Comme0—0=1—-1=0,ue G,etcomme0—1#0,u¢ F,doncu e G\ F.
Supposons qu’il existe f = (a,a,b,b) € Fetg = (c,d,c,d) € G tels que v = f + g, alors :

a+c =1

a+d = 2 o .

bt — 3 ,donca+b+c+d=2+3=1+0,cequiestimpossible. Doncv ¢ F + G.
b+d = 0

(b) Soit (e1, ) une base de F. Comme u € G\ F, la famille (ey, ea, u) reste libre; puis, comme
v ¢ F + G, la famille (e, e2, u, v) est encore libre. Donc /"N H = {0g}.
Montrons d’autre part que F' + H = E. Soient w = (z,y,2,t) € E, f = (a,a,b,b) € F et
(A, ) €R* ona:

(

at+p = z
_ atA+2p =y
w=f+u+pup & < b43u — -
{ b+XA =t
( at+pu = z
Atpu = y—=x
< b+3u = =z
( A=3u = t—=z
([ a+pu = z
" A = —o—y)—i—1)
b+3u = =z
[ po= —ile—y)+iz—1)
a = 1Gr—y—z+1)
o A= (-3z+3y—z+1)
b = Bz —3y+2+3t) ’
p = j(—z+y+z—1)



donc w admet une décomposition (unique) selon F' et H. Donc F'+ H = E, donc F' et H sont
supplémentaires dans F.

1
4. D’apres le résultat précédent, on a w = (a, a,b,b) + \u + pv avec a = 1(5 x0—14+2-5)=—-1,
etdeméme b = —5, A =0,u=1.Doncw = (—1,—1,-5,-5)+_v .
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Exercice 2.

1. (a)
(b)
2. (a)
(b)
(c)

La fonction exponentielle est bien dérivable sur R. Soit z € R*. D’apres le théoréme des accrois-

..ot =Y e’ —1
sements finis : e = ,donc ¢, = In .
T

x
2 T
: v _ z” 2 ee-1_..z
Onsaitque e” =1+ x + 5 +xgo(x ), donc I1+ 5 +xgo(x).
x x c
D z — ! (1 2 ) ~ —,dou = o
onc ¢, = In +2+$go(x) 0o dougcaz2
La fonction arctan est bien dérivable sur R. Soit x € R*. D’apres le théoréme des accroissements
fins - 1 arctan(x) — arctan(O), donc ¢, — + x 1
1+¢2 x arctan(z)
23 T 1 x?
Ona:arctan(z) = z——+ o (%), donc = =1+=—+ o (22
(%) 3 :c—>0( ) arctan(z) 1 — % + o (22) 3 ac—>0( )
z—0
Cx 1

x
D . ~ —,donc — — —.

onc e, ~ 7 onc —~ —3 7
Soit x € I*. La fonction f est de classe C™ sur I. On peut donc lui appliquer la formule de
Taylor-Young a I’ordre n entre O et « :

@) = 50+ £ ) + Lo 1 o (am),
donc
fes) = f1(0) + %x"‘l + o (@),
Done f'(c.) - f/(0) ~, L0 g

La fonction f’ est de classe C" ! sur I. On peut donc lui appliquer la formule de Taylor-Young
al’ordren — lentre Oetx :

FI(0) s 1
/ gl n n
donc f'(z) — f'(0) ~ S0 o
=0 (n — 1)! '
Comme ¢, € |0, z[,onac, —0> 0. Donc, d’apres la question précédente :
T—
F0)
/ o n
s / ! f(n)(o) n—1
Comme d’autre part f'(c,) — f'(0) ~ x" ", ona
=0 7l
f(n)(o) n—1 f(n)(o) xn—l

n—1 1

S ne . Co
d’ott ! ~ . Finalement : — — ——.
z—0 n Tr x—0 nn—1




Exercice 3.

1. Soient u = (z1,y1,21) € R®etv = (13,1, 2) ER*et A,y € R.Ona:

fQu+pv) = f (A1 + pre, Ay1 + py2, A21 + p122)
(2(Az1 + pa) + (Ayn + py2) + (A1 + pzo),
(A1 + pxs) + 2(Ayr + py2) — (A2t + p22),
()\.171 + /L.Tz) — ()\yl + MQQ) + 2()\21 + ,ILZQ))
= A271 +y1 + 21,710+ 201 — 21,01 — Y1 + 221)
+41 (222 + Y2 + 29, T2 + 2y2 — 22, T2 — Y2 + 222)
= M)+ pf(v),
donc f : R* — R? est compatible avec la combinaison linéaire. Donc f est un endomorphisme de R?.
2. Soitu = (v,y,2) € R*.Ona:
fof(u) = fRrx4+y+z,0+2y—z,0—y+22)
= 22z4+y+2)+(@x+2y—2)+ (x —y+22),
2r+y+z)+2@+2y—2)— (z—y+22),
Qr+y+z)—(r+2y—2)+2x—y+22)
= (6x 4+ 3y + 32,3z + 6y — 32,3z — 3y + 62)
= 3f(u),
donc fo f =3f.
3. Soitu = (z,y,2) € R®.Ona:

u € Ker(f) < r+2y—=z

N 8
S
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[\
N W
I
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~ r = —Z

& u=(—z22)=2(-111)

donc la famille ((—1,1,1)) est génératrice de Ker(f). Comme le vecteur (—1,1, 1) est non nul,
cette famille est également libre, donc est une base de Ker( f).

flu) = Qr+y+z,0+2y—2,0-y+22)
= 2(2,1,1) +y(1,2,-1) + 2(1, —1,2),

ot (1,—-1,2) = (2,1,1)—(1,2,—1), donc la famille ((2,1, 1), (1,2, —1)) est génératrice de Im( f).
Comme les vecteurs (2,1, 1) et (1,2, —1) sont non colinéaires, cette famille est également libre,
donc est une base de Im( f).

fof 3f f

5x3- 9 —3=P donc p est un projecteur de R

Comme Kerp = Kerf et Imp = Imf, p est le projecteur sur le plan Vect ((2,1,1), (1,2, —1)) paral-
lelement a la droite Vect ((—1,1,1)).

4. D’apres les calculs précédents : pop =



Probleme.

I 1.

II.

2.

On a directement T3(P;) = P; et T3(P;) = X2, et :
PP)=(X+X*)P?-3(X+X)+1=X"+2X"+ X -3X? -3X +1=X"+2X° -
2X? —3X +1,

O(Py) = (X + X2+ (X + X?)? = X0 +5X° + 10X® +10X7 +5X° + X° + XO +3X° +
3X'+ X? = X" +5X% +10X% + 10X+ 6X° +4X° + 3X"* + X°.

i. Soit P =Y a,X* € R[X]. Alors T, o T,,(P) = T, (Z aka> = a X" =T,(P),
k=0 k=0 k=0
donc T}, est un projecteur.

ii. Soit P =) aX*€R[X].Ona:
k=0

P e Ker(T),) & Zaka =Ogx) & VEk<n, =0 P = Z ap X",
k=0 k=n+1

c’est-a-dire que G = Ker(T;,) = {P € R[X] | Vk S
De plus, 7,,(P) € R,[X], donc F' = Im(T},,) C R

P, donc P € Im(7,). Donc F' = Im(T,,) = R,[X].
parallelement a G.

i. Soient P, € R[X], soient A\, x € R. Alors (AP + uQ) = (AP + puQ)(X + X?) =
AP(X 4+ X?) + uQ(X + X?) = M\p(P) + up(Q), done ¢ est une application linéaire.

ii. Soit P € R[X]. Notons m = deg P, alors le terme dominant de P est de la forme a,, X™
ol a,, # 0. Le terme dominant de o(P) est alors celui de a,,(X + X?)", ¢’est-a-dire
amX*™. Donc deg(p(P)) = 2m = 2deg(P).

ili. Soit P € R[X]. Si P # Ogx), alors deg(p(P)) = 2deg(P) € N, donc ¢(P) # Og[x].
Donc Ker(y) = {Og[x]}, donc ¢ est injective.
De plus, comme deg(¢(P)) est nécessairement pair, X n’a pas d’antécédent par ¢. Donc
 n’est pas surjective.

ay = 0}.
l,et: VP € R,[X], T.(P) =
T,, est donc le projecteur sur F'

J[X

. Comme ¢,, = T}, o p, p, est linéaire car composée d’applications linéaires. De plus, Im(y,,) C

Im(7,,) C R,[X], donc ¢,, est bien un endomorphisme de R,,[X].

. Onap(l) =1,donc pu(1) =1,

©(X) = X?+ X, donc p4(X) = X* + X,

©(X?) = X* +2X3 + X%, donc o, (X?) = X* 4+ 2X°% + X2,
P(X?) = X°+3X° +3X" 4+ X7, donc 4(X?) = 3X* + X?,
O(XY) = X® +4X7T +6X° +4X° 4+ X*, donc p(X*) = X*.

. Soit P € R4[X] OnalP € Ker(g04) = T4(§0(P)) = OR[X] ~ QO(P) = OR[X] & P = OR[X}a

d’apres I’étude des noyaux de 7 et . Donc ¢4 est injective.

On sait déja que 1 = ¢4 (1) et que X* = ¢, (X*). On en déduit que :

X3 = p4(X?) — 3p(X?) = p4(X? - 3X*"), et:

X% = 04(X?) — pa(X?) — 204(X? — 3X?) = g (5X* — 2X3 + X?), puis :
X = p4(X) — pa(5X* = 2X3 + X?) = 0, (=5 X* +2X°% — X% + X).
Donc la base canonique de R,[X | appartient & Im(y,), donc ¢4 est surjective.
Donc ¢, est un automorphisme de R,[X].



Sa réciproque est déterminée par :
@Zl(X4):X4a w;l(Xg):_3X4+X3a (10;1<X2):5X4_2X3+X27
o (X)) = -5X +2XP - X2+ X, ;') =1

III. 1. Par composition de développements limités, la fonction f admet un développement limité
d’ordre n en 0, de partie réguliere ¢, (P).

X2 X3 X4
2. La partie réguliere du développement limité de g : x +— In(1+x)est P = X — 5 + 31
On a alors :
1 2 1 3 1 4
pa(P) = pu(X) — 5%04()( )+ 5804()( ) — Z—l<P4(X )

1 1 1
= (X?+X)— (X" 42X+ X)) + §(3)(4 + X3) — Z—lX‘*

2 4

: _ w250 4
Onadonc: f(z) =z + 5 ~ 3¢ + 1 +zgo($ ).

3. Le calcul est similaire.



