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'Feuille d’exercices 17
ELEMENTS DE CORRECTION

Exercice 2. Soit z € R. Comme la fonction cos est de classe C” sur [0, 7] et 6 fois dérivable sur ]0, [, on
peut appliquer la formule de Taylor-Lagrange a 1’ordre 5. D’apres cette formule, il existe ¢ € |0, z| tel que

x* x
cos(x )_1_§+Z_COS( )a Donc :
2 gt 6] 46
cos(x)—l—l—g—z = | cos(c)| al e
par encadrement de cos (et en notant que z° > 0).
e 0,12 0,1 10~
A 107° pres, on a donc cos(0,1) ~ 1 — T + T 1—0,005+ = 0,99500417.

Exercice 4. Soient x > 0 etn € N*. On applique la formule de Taylor-Lagrange a la fonction f : z +— In(1+x)
a l’ordre 2n entre 0 et x. Selon cette formule, il existe ¢ € |0, z] tel que :

2n
(_1)k+1xk _— $2n+1
n(l+z)=) ~————+ () —.
— k (2n +1)!
Or: f@+(¢) = & €10, (2n)![, d’ol I’encadrement voulu
1+ o = |
— (=D , o
Notons S,, = Z — Dans I’encadrement précédent, avec z = 1, on a : Sy, < In(2) < Sy,.1. On peut

k=1
montrer que les suites (Ss,) et (S2,41) sont adjacentes, donc la suite (S,,) est convergente, et par passage a la

limite dans I’encadrement : S, - In(2).
n—-+0o0

Exercice 5. Soit z € I. On note, pour tout k£ € [0, n], P I’assertion :

(o ) (k) To z £(k+1)
f(z) = f(zo) + f'(wo)(x — o) + / é! )(x —x9)" + ...+ fk:—(!)(x — x0)F + /IO fk—!(t)(x —t)kat.

On raisonne par récurrence : F; est vraie (c’est le théoreme fondamental de 1’analyse).
Soit k € [0,n — 1], supposons Py vraie. Alors, par intégration par parties :

z p(k+1) FltD) x (k+2) (4
/xo A I ) (x—t)kdt = (k: n f;,) (z — t)k+1] B + . ]Ek n 1(),) (z — )"t
FED (o) w0 k1
(k+1)! (=20 + - (k;+1)!( —O

donc Py est vraie.
Par récurrence, P, est donc vraie : c’est la formule de Taylor avec reste intégral.

Exercice 7. La fonction f : x — 2 est définie sur R, et de classe C'™ sur cet intervalle, avec :
VneN, Ve >0,f"z)=ala—1)--(a —n+1)z>™"

donc f" est prolongeable par continuité en 0 si et seulement si « — n > 0, c’est-a-dire n < |«].
La fonction f admet donc un développement limité en 0 jusqu’a ’ordre |«].



Exercice 8. Onay =z — 2 —2> 0, donc :
T—

+2 2 2 vy 3 2, 2 e? ), € 3

CC: Y — y: _— _— = — _ — _ —

e c"=¢ e‘e e(1+y+2+6+ygo(y)) e’ +e(z 2)—|—2(IB 2)+6(x 2)° +
_ 9)3

a:gQ((x 2))’

o y OO ;

o Vitr=+3+y=V3 1+§—\/§ L+ -5+ + 9,0 = V3+-(z-2) -

Yy
V3, e, V3 3 3

y y (%
e In(1+z) =In(3+y) =1In(3)+1n (1 + §> =In(3) + <_ _
2) — %(:p —2)? + 811(9: —2)3 + o, ((z —2)%).

Exercice 9.
2 3

(c) cos(z)In(l +x) =2 — % — % + 3320(:63),
3 5
@ (1—ch(e))sin(e) = =+ 2+ o (a°),
5 6
© VitaZn(l+2%) =23+ 2 -2 T 4 5 (28,

0o =3P 6D gt D) a3

2((-3))

Exercice 10.

(a) Vo €] —1,1], arcsin’(x) = \/1;_7 =1+ %2 + 2%64 4t 22(3(”73!!)293% I xgo(x2n+1)_
3 5
(b) Vx €] —1,1], arcsin(z) =z + % + 34% NS 2271(”'()222; - 1):702”“ + xﬂo@’%”)'
(c) Vx € R, argsh'(z) = ﬁ =1- %2 + ?%4 NENE %x% jL3330(902%1)’
donc argsh(z) = z — %3 + 1_9;5 4t 2271((;‘1))211((2251 5 e+l Igo(x2n+2).
Exercice 11. On a f(z) = %W =1—|z]° + Igo(:z::s) =1+2°+ mgo(:c:}) siz <0,1—a°+ m9)0(3:3) si

x > 0. La fonction f admetdoncunDLyen0: f(zx) =1+ oo(xg), mais, par unicité du DL, pour tout n > 3,
xr—r
f n’admet pas de DL, en 0.

Exercice 12. ,
L+y+5+350°+ o (v)

14+t
(©) Onposey:x—E.Alors:tan(x):tan <y+f> _ 1+ an(y) _ 0 50 _
4 4 1 — tan(y) 1_y_y?_ﬁy5+ 00(y5)
3 3 y—
1+y+y——|—£y5—|— 0<y5) 1+y+y_+3y5+y2+2y4+y3+y5+y4+y5+ 0(y5) _
3 15 y—0 3 15 3 S0
8 10 64 T 28 e
142y + 202 + oy + Syt + = =1 2(“) 2(“) _(__>
2207 oy Sy Y 0 () t2(e-g)+2(e-7) +5(e-7) +

T T ()
3 1 B\ 7)) T\ )



T COST 2zt

d —1-Z 2 4 5 (@),
@ sin 33 %5 0(95)

3. _1_92., 1 5
(e) cos’w =1— +8.7c ++mgo($ )»

) V1+cosx = V2 —

s+ o
6><23 z—0
2" T3 4
(2) ln(1+s1nx)—:c—%+%—f—2+ 0 (x4),

(h) evV1t® —e+2x—|— o (2?),

z—0

3
(i) cos(z)™® =1 — LRI (z4),
2 z—3>0
() sin(z — 2?) :x—x2—$—+%+ o (z%),

6

3 LL’S

T 5
(k) arctan(z) = x 3 + 3 + go(x )s

P S .
(l)/ e’ dt—x+§+1—0+xgo(x),

x> 3

L 5
(m) arccos(z) = 5 %% T 0 + 0 (x ).

Exercice 13. La fonction arcsin est de classe C'™ en 0, et d’apres I’exercice 10 :

_ 3 3ad (2n)! 2n+1 2n+2
al"CSlIl(l’) =x+ E + 4—0 4+ 4 22n(n|)2(2n n 1)113 + ;ch(x )

D’apres la formule de Taylor-Young, et par unicité du DL, on a donc : Vn € N arcsin®" (0) = 0, et

arcsin® 1 (0) = (2n + 1)! x 2%(”'()222;1 ey = ((22:2!!) =(1x3x5x---x(2n—1))>°

Exercice 14.

(b) <1+x) — e

1
(©) — - cotan’z =
x

T —x 2 3

(& e

T
d -
) shx sinz 3
1 2 1 22 3 1
e e -
© 21— cos2zx 3 15 +zgo($ ) =0 3

tanz — arcsinx 3
() =1+=2+ o (%) — 1,
sinx — arctanx 2 z—0 z—0

Vitor—/1+2 1 5 1
®© —paTao s TRt L. =

foi 2
y VI VE T m ey

siny/x —+/r 2 40  2-0 20

Exercice 16.
4T 3

. . . X
donc la courbe de f a pour tangente en O la droite d’équation y = 3 + 1, et est au-dessus de cette

31n(1+m) In(1 + x?) r 8

tangente a gauche de 0 et en-dessous a droite de 0.



7 15
@ flr) =z+2vVe—V3+o=1+2(w—1) - =(@—-1)"+ o ((z—-1)°),
7 3
donc la courbe de f a pour tangente en 1 la droite d’équation y = 1+ 1 (x—1) = =T et est en-dessous
de cette tangente au voisinage de 1.

nz =z 1 1 9 9
(e) f(x)—x_1+§—§—1+§($—1) + o ((z=1)%),
donc la courbe de f a pour tangente en 1 la droite d’équation y = 1, et est au-dessus de cette tangente au

voisinage de 1.

ala—1)
2

donc la courbe de f a pour tangente en z la droite d’équation y = azy ' (z — x0) + z§, et est en-dessous

de cette tangente au voisinage de z si o € [0, 1], au-dessus sinon.

() f(x) = 2" = 2§ + axg " (z — ) + 1§72 w—m)’ + o ((x—m)),

Exercice 17.




7

W

Exercice 18. .

i _ ri _4_2 ﬁ 2
(@) zi\/1+z = :c+2 8+16+x30(x),
1 1

(b) a:+\/5—f+2 8\/_ +Ho+oo(5),



1 1 Inz Inzx 1
(©) =———+—+ o0 — .

z+lnzr = 2 3 T—+00

Exercice 19.

1 2 1
®) flx)= (> +2* +2+ 1)% =z + 3 + % + o (—), donc la courbe de f a pour asymptote en +00
T z—+oo \ T

la droite d’équation y = x + —, et est au-dessus de cette asymptote au voisinage de +o0.

W —

(©) f(x)=1In e —e* —1) ~ a2 donc la courbe de f n’a pas d’asymptote en +oc0.
r—r+00 p y p

Exercice 20.

1 . .
(a) La fonction f est dérivable sur R , avec : Vo > 0, f'(x) =1+ = > 0, donc f est continue et strictement
+ x

croissante sur R’ . D’apres le théoréme de la bijection monotone, f réalise donc une bijection de R’ dans
f(RY) =R.
(b) Soientx € R* ety € Rtels que y = f(z). Alorsz = f~'(y) — +oo,et: f(z) =z +Inz ~ =,

y—+00 T—+00
cest-a-direx ~ y,c’est-a-dire f1(y) ~ .
T—+4-00 y—+00
(c) Ona:
-1 — = — = —l ~ _l
Il -y =v - f@) = ~ln(@) ~ Iy,
puis :
) —y+Iny = 2 — f(z)+Inf(x))
= —lnz+In(z+Inx)
— I (1 + ln_x)
x
Inx
T—>+00 xr
Iny
y—r+o0 Yy .

On a donc bien :

In In
f‘l(y)zy—lny+—y+ o (—y>
Yy y—r+oo Yy



