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Feuille d’exercices 13
ÉLÉMENTS DE CORRECTION

Exercice 1.

(e)
2x

x
√
x+ 3

∼
x→+∞

2√
x

−→
x→+∞

0,

(f)
√
x− lnx

x+ lnx
∼

x→+∞

1√
x

−→
x→+∞

0,

(g) x
(
e

1
x + e

2
x − 2

)
= x(e

1
x − 1) + x(e

2
x − 2), où x(e

1
x − 1) ∼

x→+∞

x

x
= 1 et x(e

2
x − 1) ∼
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2x

x
= 2, donc

x
(
e

1
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2
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)
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x→+∞
1 + 2 = 3,

(h)
tan 5x

sin 2x
∼

x→0

5x

2x
=
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2
,

(i)
tanx− sinx

x3
=
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x

1− cosx
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−→
x→0

1

2
,

(j) (sinx)

(
sin

1

x

)
∼

x→0
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1

x
−→
x→0

0,

(k) ∀x ∈ R, sin
√
x+ 1− sin

√
x = 2 cos

(√
x+ 1 +

√
x
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)
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√
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)
sin

(
1

2(
√
x+ 1 +
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)
−→

x→+∞
0,

(l) ∀x > 0, 0 ≤ x− ⌊x⌋
x+ ⌊x⌋

≤ 1

2⌊x⌋
, donc par encadrement : lim

x→+∞

x− ⌊x⌋
x+ ⌊x⌋

= 0.

Exercice 2.

(d)
1

x
− 1√

1− x2
∼

x→0

1

x
,

(e) xsinx − 1 ∼
x→0

sin(x) ln(x) ∼
x→0

x ln(x),

(f) cos
√
x− 1 ∼

x→0
−x

2
,

(g) f(x) =
√

ln(x+ 1)−
√

| lnx| ∼
x→0

−
√

| lnx|.

Exercice 4.

(a)
x2 + 6x− 5

7x2 − 2x− 3
∼

x→+∞

x2

7x2
=

1

7
, ∼

x→0

5

3
,

(b) 23x + 32x = 8x + 9x ∼
x→+∞

9x, ∼
x→0

1 + 1 = 2,

(c) x22x − 3x

x3
∼

x→+∞
−3x

x3
, ∼

x→0
− 1

x3
,

(d)
√
x2 + 5 ∼

x→+∞
x, ∼

x→0

√
5,

(e)
2

x2
− 1

(x+ 1)2
∼

x→+∞

1

x2
, ∼

x→0

2

x2
,

(f) e2x
2−3+ 1

x
+ 2

x4 ∼
x→+∞

e2x
2−3, ∼

x→0
e−3+ 1

x
+ 2

x4 ,



(g) x2 ln(x)3 − x3 ln(x)2 ∼
x→+∞

−x3 ln(x)2, ∼
x→0

x2 ln(x)3,

(h) e
1
xx5 ln(x)− exx4 ln(x)2 ∼

x→+∞
−exx4 ln(x)2, ∼

x→0
e

1
xx5 ln(x),

(i)
x2 + ln(x)

x2 ln(x)
∼

x→+∞

x2

x2 ln(x)
=

1

lnx
, ∼

x→0

ln(x)

x2 ln(x)
=

1

x2
.

Exercice 5.
(a) Vrai : notons h(x) =

g(x)

f(x)
; comme f(x) ∼

x→x0

g(x), h(x) −→
x→x0

1. Alors : g(x) = h(x)f(x) −→
x→x0

1×l = l.

(b) Faux : par exemple, x −→
x→0

0 et x2 −→
x→0

0, mais x ̸∼
x→0

x2. L’assertion est cependant vraie si l ̸= 0.

(c) Faux : par exemple, pour f(x) = 5x+
√
x : f(x) ∼

x→+∞
5x, mais f(x)− 5x =

√
x −→

x→+∞
+∞.

(d) Faux : par exemple, x ∼
x→+∞

x+ 1, mais ex ̸∼
x→+∞

ex+1.

Exercice 6. Comme f est polynomiale, f est dérivable sur R.
Si f ′ est nulle, alors f est constante, donc monotone.
Supposons f ′ non nulle ; on peut alors supposer que ad ̸= 0. Traitons le cas ad > 0. On a : f ′(x) ∼

x→+∞
dadx

d−1.

Or dadxd−1 > 0 au voisinage de +∞, donc, par équivalence, f ′(x) > 0 au voisinage de +∞. Donc f est
strictement croissante au voisinage de +∞. De même, si ad < 0, alors f est strictement décroissante au
voisinage de +∞.
Dans tous les cas, f est donc monotone au voisinage de +∞.

Exercice 7. On a
ln f(x)

ln g(x)
− 1 =

ln f(x)− ln g(x)

ln g(x)
=

ln f(x)
g(x)

ln g(x)
.

Donc
ln f(x)

ln g(x)
− 1 −→

x→x0

ln 1

ln l
= 0, donc

ln f(x)

ln g(x)
−→
x→x0

1. Donc ln f(x) ∼
x→x0

ln g(x).

C’est faux pour l = 1. Par exemple : x+ 1 ∼
x→0

x2 + 1, mais ln(x+ 1) ∼
x→0

x ̸∼
x→0

ln(x2 + 1) ∼
x→0

x2.

Exercice 8.

(d) Df = R∗. On a : e
1
x −→

x→0−
0 et e

1
x −→

x→0+
+∞, et sin

1

x
n’a pas de limite en 0, donc f n’a pas de limite (à

droite) en 0. Donc f n’est pas prolongeable par continuité.

(e) f(x) = e
ln(1+x)

x donc Df =]− 1, 0[∪]0,+∞[.

On a :
ln(1 + x)

x
−→
x→0

1, donc f(x) −→
x→0

e, donc f est prolongeable par continuité en 0 avec f̃(0) = e.

De plus :
ln(1 + x)

x
−→

x→−1+
−∞, donc f(x) −→

x→−1+
0, donc f est prolongeable par continuité en −1 avec

f̃(−1) = 0.

(f) f est 2π-périodique et Df ∩ [0, 2π] = [0, 2π] \
{
π

4
,
5π

4

}
.

On a : f(x) −→
x→π

4

√
2
sin′ (π

4

)
tan′

(
π
4

) =
1

2
, donc f est prolongeable par continuité en

π

4
avec f̃

(π
4

)
=

1

2
.

De plus :
√
2 sin(x) − 1 −→

x→ 5π
4

−2 et tanx − 1 −→
x→ 5π

4

±
0±, donc f n’a pas de limite en

5π

4
. Donc f n’est

pas prolongeable par continuité en
5π

4
.

(g) Df = R∗, et f n’a pas de limite en 0, donc f n’est pas prolongeable par continuité en 0.
(h) Df = R∗, et f(x) −→

x→0
0, donc f est prolongeable par continuité en 0 avec f̃(0) = 0.



(i) Df = R \ {−1}. Or f(x) ∼
x→−1

(1 + x) ln |1 + x| −→
x→−1

0, donc f est prolongeable par continuité en −1

avec f̃(−1) = 0.


