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Feuille d’exercices 12
ÉLÉMENTS DE CORRECTION

Exercice 1.
(b) Si P = 0, alors P est solution.

Supposons qu’il existe P ̸= 0 tel que P ◦ P = P . Notons n = deg(P ). Alors n2 = n, donc n = 0
ou 1. On note alors P = aX + b.
Alors P ◦ P = a(aX + b) + b = a2X + (ab+ b), donc a2 = a et (a+ 1)b = b.
Donc a = 0 et b est quelconque, ou a = 1 et b = 0. Donc P = b ou P = X .
Donc S = K0[X] ∪ {X}.

Exercice 2.

(c) Notons P =
n∑

k=0

akX
k. Le terme dominant de (X2 +1)P ′′ est alors n(n− 1)anX

n, tandis que celui

de 6P est 6anXn. Par identification, et comme an ̸= 0, on a n = 3. Notons donc :

P = aX3 + bX2 + cX + d,

alors P ′′ = 6aX + 2b, donc (X2 + 1)P ′′(X) − 6P (X) = 0 ⇔ (b = 3d, a = c, 2b = 6b) ⇔ (b =
d = 0, a = c) ⇔ P = a(X3 +X). On a donc :

S = {a(X3 +X) | a ∈ C}.

Exercice 3.
(d) Après calcul : P =

(
X2 + (1 + i)X + 1− i

)
Q+ 0. En particulier, Q divise P .

Exercice 5. Notons R le reste recherché. On a deg(R) < deg(X2 + 1) = 2, donc deg(R) ≤ 1. On note
alors R = aX + b.
Notons P = (cos θ +X sin θ)n. On a donc P = (X2 + 1)Q+R.
L’évaluation de cette égalité en X = ±i s’écrit :
• einθ = ai+ b,
• e−inθ = −ai+ b,

d’où b = cosnθ et a = sinnθ. Donc R = sin(nθ)X + cos(nθ).

Exercice 7. Notons P =
n∑

k=0

akX
k, et notons Q = P −X . On a :

P ◦ P =
n∑

k=0

akP
k

=
n∑

k=0

ak(Q+X)k

= Q× T +
n∑

k=0

akX
k

= Q× T + P

pour un certain T ∈ K[X], donc : P ◦ P −X = Q× T +Q = Q(T + 1). Donc Q divise P ◦ P −X .



Exercice 10.
(b) • Montrons que D est injective. Soient Q1, Q2 ∈ E tels que D(Q1) = D(Q2). Alors Q′

1 = Q′
2,

donc il existe λ ∈ R tel que Q1 = Q2 + λ. Alors
∫ 1

0

Q1(t)dt =

∫ 1

0

Q2(t)dt +

∫ 1

0

λdt donc,

comme Q1, Q2 ∈ E, λ = 0. Donc Q1 = Q2. Donc D est injective.
• Montrons que D est surjective. Soit P ∈ R[X], on cherche Q ∈ E tel que D(Q) = P , c’est-à-

dire tel que Q′ = P . D’après l’exercice 9, il existe Q′
0 ∈ R[X] tel que Q′

0 = P . Soit Q ∈ R[X],

on a : Q′ = P ⇔ Q′ = Q′
0 ⇔ Q = Q0 + λ, puis : Q0 + λ ∈ E ⇔

∫ 1

0

Q0(t)dt+

∫ 1

0

λdt = 0 ⇔

λ = −
∫ 1

0

Q0(t)dt. Donc Q = Q0 −
∫ 1

0

Q0(t)dt convient. Donc D est surjective.

Donc D est bijective.

Exercice 12.
(c) Notons P = (X + 1)n − (X − 1)n. On cherche les racines de P . Soit z ∈ C :

(z + 1)n − (z − 1)n = 0 ⇔ (z + 1)n = (z − 1)n

⇔ z + 1 = ei
2kπ
n (z − 1), k ∈ [[0, n− 1]]

⇔ z = ei
2kπ
n +1

ei
2kπ
n −1

, k ∈ [[1, n− 1]]

= ei
kπ
n +e−i kπn

ei
kπ
n −e−i kπn

=
cos( kπ

n )
i sin( kπ

n )
= −icotan

(
kπ
n

)
, k ∈ [[1, n− 1]].

Or P est de degré n − 1, donc les racines de P sont simples ; et son coefficient dominant vaut 2n,
donc :

P = 2n
n−1∏
k=1

(
X + icotan

(
kπ

n

))
.

Exercice 15. On raisonne par analyse-synthèse : supposons qu’il existe P solution.
On sait que P (0) = 0, puis en évaluant en X = 0 : P (1) = 1 ; puis en évaluant en X = 1 : P (2) = 2 ;
puis en évaluant en X = 5 : P (5) = 5.
Généralisons ce processus : notons u0 = 0 et, pour tout n ∈ N, un+1 = u2

n + 1. Par une récurrence aisée,
on a : ∀n ∈ N, P (un) = un.
Le polynôme Q = P (X) − X a donc pour racines tous les termes de la suite (un). Comme celle-ci est
strictement croissante (le vérifier !), Q a donc une infinité de racines, donc Q = 0K[X]. Donc P = X .
Réciproquement, P = X est solution.
Finalement :

S = {X}.

Exercice 17. Raisonnons par analyse-synthèse. Soit P solution. Soit Q ∈ R[X] tel que Q′ = P , alors :

∀k ∈ Z, Q(k + 1)−Q(k) = k + 1,

donc le polynôme T = Q(X + 1)−Q(X)−X − 1 a tous les entiers pour racines, donc une infinité de
racines. Donc T = 0R[X]. Donc :

Q(X + 1)−Q(X) = X + 1.



En dérivant cette égalité, on obtient : P (X+1)−P (X) = 1, puis en redérivant : P ′(X+1)−P ′(X) = 0.
En évaluant cette égalité en tout k ∈ N, on a par une récurrence immédiate :

∀k ∈ N, P ′(k) = P ′(0),

donc le polynôme P ′(X)−P ′(0) a tous les entiers naturels pour racines, donc est le polynôme nul. Donc
P ′ est un polynôme constant, donc P ∈ R1[X]. Il existe donc λ, µ ∈ R tels que :

P = λX + µ.

Comme P (X + 1) = P (X) + 1, on a λ(X + 1) + µ = λX + µ + 1, donc λ + µ = µ + 1, donc λ = 1,
donc :

P = X + µ.

Alors Q =
1

2
X2 + µX + ν ; comme Q(X + 1) = Q(X) +X + 1, on a

1

2
(X + 1)2 + µ(X + 1) + ν =

1

2
X2 + µX + ν +X + 1, donc

1

2
+ µ+ ν = ν + 1, donc µ =

1

2
. Donc :

P = X +
1

2
.

Réciproquement, ce polynôme est solution. Finalement :

S =

{
X +

1

2

}
.

Exercice 19.

(a) On note P = α
n∏

k=1

(X − rk). Alors P ′ = α
n∑

k=1

∏
j ̸=k

(X − rj), donc :

P ′

P
=

n∑
k=1

∏
j ̸=k(X − rj)∏n
j=1(X − rj)

=
n∑

k=1

1

X − rk
.

(b) On note P = α
m∏
k=1

(X − rk)
αk . Alors P ′ = α

m∑
k=1

αk(X − rk)
αk−1

∏
j ̸=k

(X − rj)
αj , donc :

P ′

P
=

m∑
k=1

αk(X − rk)
αk−1

∏
j ̸=k(X − rj)

αj∏m
j=1(X − rj)αj

=
m∑
k=1

αk

X − rk
.


