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Feuille d’exercices 11
ÉLÉMENTS DE CORRECTION

Exercice 1.
(a) Les suites (un) = (1, 0, 0, 0, . . .) et (vn) = (0, 1, 0, 1, 0, 1, . . .) conviennent.
(b) Les suites de terme général un = (−1)n et vn = (−1)n+1 conviennent.

Exercice 3.
(a) ∃M ∈ R, ∀n ∈ N, un ≤ M

(b) ∃N ∈ N, ∀n ≥ N, un+1 ≤ un

(c) ∃T ∈ N, ∀n ∈ N, un+2T = un

(d) ∃T ∈ N, ∀n ∈ N, u2(n+T ) = u2n

Exercice 4.
(d) La suite (un) est récurrente linéaire d’ordre 2. L’équation caractéristique associée est : r2 = r − 1,

c’est-à-dire r2 − r + 1 = 0, a pour discriminant ∆ = −3, donc pour solutions r1,2 =
1± i

√
3

2
.

Il existe donc λ, µ ∈ R tels que : ∀n ∈ N, un = λ

(
1 + i

√
3

2

)n

+ µ

(
1− i

√
3

2

)n

. De plus :{
u0 = λ+ µ = 2

u1 = λ
(

1+i
√
3

2

)
+ µ

(
1−i

√
3

2

)
= −2

donc
{

λ+ µ = 2

(λ− µ)
√
3
2

= 3i
donc

{
λ+ µ = 2

λ− µ = 2
√
3i

donc
{

λ = 1 + i
√
3

µ = 1− i
√
3

. Donc : ∀n ∈ N, un =
(1 + i

√
3)n+1 − (1− i

√
3)n+1

2n
.

(e) La suite (un) est récurrente linéaire d’ordre 2. L’équation caractéristique associée est : r2 = 6r − 9,
c’est-à-dire (r − 3)2 = 0, de solution double r0 = 3. Il existe donc λ, µ ∈ R tels que : ∀n ∈

N, un = (λn + µ) × 3n. De plus :
{

u0 = µ = 1
u1 = 3(λ+ µ) = 1

donc
{

µ = 1
λ = 1

3
− µ = −2

3

, donc :

∀n ∈ N, un =

(
1− 2n

3

)
× 3n.

(f) La suite (un) est récurrente linéaire d’ordre 2. L’équation caractéristique associée est : r2 = −r − 2,

c’est-à-dire r2 + r + 2 = 0, de discriminant ∆ = −7, donc de solution double r1,2 =
−1± i

√
7

2
.

Il existe donc λ, µ ∈ R tels que : ∀n ∈ N, un = λ

(
−1 + i

√
7

2

)n

+ µ

(
−1− i

√
7

2

)n

. De plus :{
u0 = λ+ µ = 0

u1 = λ
(

1+i
√
7

2

)
+ µ

(
1−i

√
7

2

)
= 2

donc
{

λ+ µ = 0

(λ− µ)
√
7
2

= −2i
donc

{
λ+ µ = 0
λ− µ = − 4√

7
i

donc

{
λ = − 2√

7
i

µ = + 2√
7
i

. Donc : ∀n ∈ N, un = − 2√
7
i

(
−1 + i

√
7

2

)n

+
2√
7
i

(
−1− i

√
7

2

)n

.

Exercice 5.
(c) Comme h(R∗

+) = [2,+∞[⊂ R∗
+, (wn) est bien définie.

On a : ∀x > 0, h(x) > x, donc la suite (wn) est croissante. Comme h n’a pas de point fixe, la suite
(wn) diverge donc vers +∞.



Exercice 6. On a : ∀x > 0, f(x) =
1

2
+

3

2

1

x
. La fonction f est donc usuellement continue et strictement

décroissante sur R∗
+. De plus, elle admet un unique point fixe l (i.e. tel que f(l) = l) en l =

3

2
. Les

intervalles
]
0,

3

2

[
et
]
3

2
,+∞

[
sont donc échangés par f . La suite (un) oscille et converge vers le point

fixe l =
3

2
.

Il en va de même si u0 ≥
3

2
.

Exercice 8.
(d) Soit A ∈ R. On cherche N ∈ N tel que : ∀n ≥ N, −2 3

√
n ≤ A. On a :

−2 3
√
n ≤ A ⇔ 3

√
n ≥ −A

2
⇔ n ≥ −A3

8
.

Donc N = max

(
0,−⌈A

3

8
⌉
)

convient. Donc
(
−2 3

√
n
)
n∈N tend vers −∞.

Exercice 9.
(c) Soit l ∈ R. Prenons ε = 1. Soit N ∈ N, on cherche n ≥ N tel que |un − l| > 1.

Notons A = l − 1. Comme (un) tend vers −∞, il existe N ′ ∈ N tel que : ∀n ≥ N ′, un < A. Donc :
∀n ≥ N ′, |un − l| > 1. Donc n = max(N,N ′) convient.
Donc (un) diverge.

Exercice 11. Soit λ > 0. Soit A ∈ R. Soit N ∈ N tel que : ∀n ≥ N, un ≥ A

λ
. Alors : ∀n ≥ N, λun ≥ A.

Donc λun −→
n→+∞

+∞.

De même : soit λ < 0. Soit A ∈ R. Soit N ∈ N tel que : ∀n ≥ N, un ≥ A

λ
. Alors : ∀n ≥ N, λun ≤ A.

Donc λun −→
n→+∞

−∞.

Si λ = 0, la suite (λun) est trivialement nulle.

Exercice 12. Soit m,M ∈ R tels que : ∀n ∈ N, m ≤ un ≤ M .
Si vn −→

n→+∞
+∞ : soit A ∈ R. Soit N ∈ N tel que ∀n ≥ N, vn ≥ A−m. Alors : ∀n ≥ N, un + vn ≥ A.

Donc un + vn −→
n→+∞

+∞.

Si vn −→
n→+∞

0 : soit ε > 0. Soit N ∈ N tel que ∀n ≥ N, |vn| ≤
ε

max(|m|, |M |)
. Alors : ∀n ≥ N, |unvn| ≤

ε. Donc unvn −→
n→+∞

0.

Exercice 13.
(a) Soit ε > 0. Soit N ∈ N tel que : ∀n ≥ N, |un − ℓ| ≤ ε. Alors, d’après l’inégalité triangulaire

renversée : ||un| − |ℓ|| ≤ |un − ℓ| ≤ ε. Donc (|un|) converge vers |ℓ|.
(b) Soit A < 0. Soit N ∈ N tel que : ∀n ≥ N, un ≤ A. Alors : ∀n ≥ N, |un| ≥ |A|. Donc (|un|) tend

vers +∞.

Exercice 14.
(e) yn =

6n

3n
(1 +

1

6n
)((

1

2
)n + 1), où

6n

3n
= 2n −→

n→+∞
+∞, et (1 +

1

6n
)((

1

2
)n + 1) −→

n→+∞
1, donc

yn −→
n→+∞

+∞.



(f) zn = (2n−3n)(n2−6) = 3n×n2×
(
2n

3n
− 1

)(
1− 6

n2

)
, où 3n×n2 −→

n→+∞
+∞, et

(
2n

3n
− 1

)(
1− 6

n2

)
−→

n→+∞
−1, donc zn −→

n→+∞
−∞.

Exercice 15.
(a) Par croissances comparées, un −→

n→+∞
+∞.

(b) Par croissances comparées, vn = e
ln(n)
n −→

n→+∞
e0 = 1.

(c) Par croissances comparées, wn = e
ln(ln(n))

n −→
n→+∞

e0 = 1.

(d) Comme
1

n
−→

n→+∞
0, on a sin

1

n
−→

n→+∞
sin(0) = 0, donc xn −→

n→+∞
−∞.

(e) yn = ln

(
1 +

1

n

)
−→

n→+∞
ln(1) = 0.

(f) zn ∼
n→+∞

n× 1

n2
=

1

n
, donc zn −→

n→+∞
0.

Exercice 16.
(d) Faux : la suite de terme général un = n est un contre-exemple.

(e) Faux : la suite de terme général un =
1

n2
est un contre-exemple.

(f) Faux : la suite de terme général un = 1 +
1

n
est un contre-exemple.

Exercice 17.
(a) On a : ∀n ∈ N, − 2

6n+ 5
≤ vn ≤ 2

6n+ 5
, donc, par encadrement, vn −→

n→+∞
0.

(b) On a : ∀n ∈ N,
5n2 − n

n2 − 7
≤ xn ≤ 5n2 + n

n2 − 7
, donc, par encadrement, xn −→

n→+∞
5.

(c) On a : ∀n ∈ N,
5

n2
≤ wn ≤ 9

n2
, donc, par encadrement, wn −→

n→+∞
0.

(d) On a : ∀n ∈ N,
5n+ 2

3n+ 1
≤ un ≤ 5n+ 2

3n− 1
, donc, par encadrement, un −→

n→+∞

5

3
.

(e) On a : ∀n ∈ N,
n− 1

2 + 1
≤ yn ≤ n+ 1

2− 1
. Or

n− 1

2 + 1
−→

n→+∞
+∞ donc, d’après le théorème de divergence

par minoration, yn −→
n→+∞

+∞.

(f) On a : ∀n ∈ N,
n3 − 1

n2 + 1
≤ zn ≤ n3 + 1

n2 + 1
. Or

n3 − 1

n2 + 1
−→

n→+∞
+∞ donc, d’après le théorème de

divergence par minoration, zn −→
n→+∞

+∞.

Exercice 19.
(a) On a : ∀n ∈ N∗,

• un+1 − un =
1

(n+ 1)2
≥ 0,

• vn+1 − vn =
1

(n+ 1)2
+

1

n+ 1
− 1

n
= − 1

n(n+ 1)2
≤ 0,

• vn − un =
1

n
−→

n→+∞
0,

donc (un) et (vn) sont adjacentes.



(b) On a : ∀n ∈ N∗,

• un+1 − un =
1

2n+ 1
+

1

2n+ 2
− 1

n+ 1
≥ 1

2n+ 2
+

1

2n+ 2
− 1

n+ 1
= 0,

• vn+1 − vn =
1

2n+ 1
+

1

2n+ 2
− 1

n
≤ 1

2n
+

1

2n
− 1

n
= 0,

• vn − un =
1

n
−→

n→+∞
0,

donc (un) et (vn) sont adjacentes.
(c) On a : ∀n ∈ N∗,

• un+1 − un =
1√
n+ 1

− 2
√
n+ 1 + 2

√
n =

1√
n+ 1

− 2√
n+ 1 +

√
n

=

√
n−

√
n+ 1√

n+ 1(
√
n+ 1 +

√
n)

< 0,

• vn+1 − vn =
1√
n+ 1

− 2
√
n+ 2 + 2

√
n+ 1 =

1√
n+ 1

− 2√
n+ 2 +

√
n+ 1

=

√
n+ 2−

√
n+ 1√

n+ 1(
√
n+ 1 +

√
n+ 2)

> 0,

• un − vn = 2
√
n+ 1− 2

√
n =

2√
n+ 1 +

√
n

−→
n→+∞

0,

donc (un) et (vn) sont adjacentes.

Exercice 21.
(a) Immédiat (cf exo 11)
(b) C’est le théorème de divergence par minoration.

(c) D’après la formule du binôme de Newton : (1 + a)n ≥ 1 +

(
n

1

)
a = 1 + an.

(d) Notons q = 1+ a (c’est-à-dire a = q− 1 > 0). Alors : qn = (1+ a)n ≥ 1+ an d’après (c) et, d’après
(a), (an) tend vers +∞ donc, d’après (b), (qn) tend vers +∞.

Exercice 22. Comme π admet une infinité de décimales, il existe au moins un chiffre k ∈ [[0, 9]] qui
apparaît une infinité de fois dans la suite (un) (en fait, comme π est irrationnel, il en existe au moins
deux). Donc (un) admet comme sous-suite la suite constante égale à k, qui est convergente.

Exercice 25. Notons l1, l2, l3 les limites respectives de (u2n), (u2n+1) et (u3n).
Considérons la suite (u6n) : c’est à la fois une sous-suite de (u2n), donc elle converge vers l1 ; et une sous-
suite de (u3n), donc elle converge vers l3. Donc, par unicité de la limite, l1 = l3.
De même, considérons la suite (u6n+3) : c’est à la fois une sous-suite de (u2n+1), donc elle converge vers
l2 ; et une sous-suite de (u3n), donc elle converge vers l3. Donc, par unicité de la limite, l2 = l3.
Les sous-suites (u2n) et (u2n+1) convergent donc vers la même limite l3. Donc, d’après le résultat de
l’exercice 24, la suite (un) converge également vers l3.

Exercice 26.
(d) xn ∼

n→+∞

1√
n+ 1

∼
n→+∞

1√
n

,

(e) yn =
en

2
+ e−n2

2
∼

n→+∞

en
2

2
,

(f) Comme
(−1)n√

n
−→

n→+∞
0, zn ∼

n→+∞

(−1)n

2
√
n

.



Exercice 27.

(e) yn = 2n

(√
1 +

1

4n
− 1

)
∼

n→+∞
2n× 1

8n
=

1

4
, donc yn −→

n→+∞

1

4
,

(f) zn =
n3 ln

(
n+1
n

)
+ n

n+ 1
∼

n→+∞
n2 ln

(
1 +

1

n

)
∼

n→+∞
n, donc zn −→

n→+∞
+∞.


