
PCSI 2 - LYCÉE BELLEVUE POUR LE 9 FÉVRIER 2026

Devoir à la maison n◦ 8

Exercice 1. On considère les suites (un)n∈N∗ et (vn)n∈N∗ définies par :

∀n ∈ N∗, un =
n∏

k=1

(
1 +

1

k × k!

)
et vn =

(
1 +

1

n× n!

)
un.

1. Pour n ∈ N∗, déterminer un+1 − un en fonction de un.
En déduire que la suite (un) est croissante.

2. Pour n ∈ N∗, déterminer vn+1 − vn en fonction de un.
En déduire que la suite (vn) est décroissante.

3. Pour n ∈ N∗, déterminer vn − un en fonction de un.
En déduire, par encadrement, que la suite (vn − un) converge vers 0.

4. Que peut-on en conclure sur les suites (un) et (vn)?

Exercice 2. On considère, pour n ∈ N∗, la fonction :

fn :

{
R∗

+ → R
x 7→ ln(x)− n(x− 2)

.

1. Montrer que pour tout n ∈ N∗, l’équation fn(x) = 0 a exactement deux solutions.
On les note an et bn, avec an < bn.

2. Montrer que, pour tout n ∈ N∗, an <
1

n
< 2 < bn.

3. (a) Montrer que la suite (an) converge, et préciser sa limite.

(b) Montrer que, pour tout n ∈ N∗, an ≤ 1

n2
.

(c) En déduire, en utilisant l’égalité fn(an) = 0, que an ∼ e−2n.
4. (a) Montrer que fn(bn+1) > 0. En déduire que la suite (bn) converge.

On note l sa limite.

(b) Montrer que
(
ln bn
n

)
converge, et préciser sa limite. En déduire la valeur de l.

(c) Montrer que bn − 2 ∼ ln 2

n
.


