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_Feulille d’exercices 9
ELEMENTS DE CORRECTION

Exercice 1.
(e) Cette équation différentielle linéaire d’ordre 1 a pour équation homogene associée :

1
/
_ —0
YT et T
c’est-a-dire : y;, = ;yh = e—tyh, de solutions les y, : t — Ael Ferdt _ deln el —
I+et 1+ et
AM1+eh, A eR,.
t
Une solution particuliére de I’équation de départ esty,, : t — A(t)(1+€") avec N (t)(1+e') = %,
e
et 1
‘est-a-dire \'(t) = ———.D At — , d A | ient I’
c’est-a-dire \'(t) T ep onc e done g, convient (ce que 1’on

vérifie aisément).
Donc les solutions de 1’équation de départ sontles i : ¢ = A\(1+¢€') — 1, A € R.
La condition initiale y(0) = 3 s’écrit 2\ — 1 = 3, c’est-a-dire A = 2. Donc :
S={y:t—201+e)—-1=2¢"+1}.
(f) Cette équation différentielle linéaire d’ordre 1 a pour équation homogene associée :
y;’L —Yn = 07

c’est-a-dire : y}, = yp,, de solutions les y;, : t — e, A € R.

Une solution particuliere de 1’équation de départ est y,, : ¢ — A(t)e’ avec N (t)e! = ———, c’est-a-

1+ et

. o ot . ot B 1 B 1 1 B
dlre/\(t)—m.DOHC)\.tH —1—|—62tdtx:et $2<1+$2)dx_ P_ 1—|—$2 dr =

1 . .
—— — arctan(z) = —e " — arctan(e") convient, donc y, : t — —1 — e’ arctan(e’) convient.
T

Donc les solutions de 1’équation de départ sont les 4 : ¢ — \e! — 1 — e’ arctan(e), A € R.
La condition initiale y(0) = % s’écrit \ — 1 — i %, c’est-a-dire A\ = g + 1. Donc :
S = {y it (g + 1) el —1— etarctan(et)} .

Exercice 2.

(c) Cette équation est définie sur R. De plus, ¢(f — 2) s’annule quand ¢t = 0 ou 2, donc cette équation

est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 sur I; =] — 00, 0], I> =]0, 2[ ou I3 =]2, +00|.
Sur chacun de ces intervalles, I’équation s’écrit :

, 2 (t—1)(t—3)

YTwe—-2" T -9




L’ équation homogene associée :
2

2 =0
t(t_Q)yh )

Yn —

L 1
27 1

t—2
a pour solutions les y, : t — rel TwHd = oS (s b= ‘T , A € R, c’est-a-dire, puisque

t—2
A parcourt R, les yp, : t — )\T, AeR.
t—2_(t—1)(t—3)
t tt—-2)

t—2
Une solution particuliere de I’équation de départest y,, : t — A(t) avec \ (1)

t—1)@—-3) (t—22°—-1 1 _
G-27 — (-2 ——(t_2)2,donc)\.t>—>t+t_2

1
doncy, :t—1t—2+ n convient.

c’est-a-dire \'(t) = convient,

t —
Les solutions de 1’équation sur chaque intervalle sont donc les y : ¢ — )\T +t—-2+4 7=

1—
A=24+1t+

,AER.

1
La seule solution continue en 0 est celle pour laquelle 1 — 2\ = 0, c’est-a-dire A = 3 Cette solution

est usuellement infiniment dérivable sur R, donc :

3

(d) Cette équation est définie sur R . De plus, 2t(\/¥ + 1) s’annule quand ¢ = 0, donc cette équation est
une équation différentielle linéaire d’ordre 1 sur R, .
Sur cet intervalle, I’équation s’écrit :

, 2Vi+1
YT iVE+

2V/t+1
C’est une équation homogene, de solutions les y : ¢ — e’ (V¢ Ty , AeR.Or:

I e
/(:,C+ 1 )dﬂf—ln|x(x+1)l—ln(\/E(\/%H)),

+1

donc les solutions de 1’équation sont les y : t — At(vt + 1) = M + AW/t
La seule solution dérivable en 0 est celle pour laquelle A = 0, donc :

S={y:t— 0}

Exercice 3. On procede par analyse-synthese :
e Soit f une solution. En dérivant I’identité par rapport a y, on a :

Vr,y eR, fl(z+y) = f(z)f(y),

donc en particulier :

VreR, f(z) = af(x),



avec o = f'(0). Donc f est solution d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1 homogene, de
solutions les f : x — A\e®®. Onaalors f'(z) = Aae®®, donc f'(0) = A, donc la condition o = f'(0)
sécrit \=loua=0.Donc f:zx+— e aceRouf:x— A\ XAeR.

e Réciproquement, si f : z — €, a € R, alors f est solution; etsi f : x — A\, A € R, alors f est
solution si et seulement si A = A%, c’est-a-dire A\ = 0 ou 1 (ce dernier cas se confond avec le cas
a = 0).

Finalement :
S={f:x—0, f:x—e"|aecR}.

Exercice 4. On procede par analyse-synthese :
e Soit f une solution. En dérivant I’identité par rapport a y, on a :

Vae,y e RY,  af'(zy) = f'(y),

donc en particulier :
a

VeeR, fl(z)= o
avec « = f'(1). Donc f : x +— aln(z) + ¢, a, ¢ € R. La condition o = f'(1) est automatiquement
vérifiée.

e Réciproquement, si f : x — aln(z)+c, o, c € R, alors : (f est solution)< (Va,y € RY, aln(zy)+
c=aln(r)+aln(y) +2¢) & c=2c< c=0.
Finalement :
S={f:z— aln(z)|aecR}.

Exercice 5. 1l s’agit d’un probleme de Cauchy d’ordre 1, qui, d’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz,
admet une et une seule solution.
On pose = = sin(t) et y(t) = z(x) = z(sint), alors : 3/ (¢) = cos(t)z'(z), donc :

5@g:<i§i::f?27

dx

Doncz:xr—w\efﬁ, AER.Or:

dz 1 1 1 1 14+
= [ = + dr = —-1In ,
1 — 22 2\1—2 14z 2 1—2
1 /1 int
doncz:z— A +I,)\€R,doncy:tb—>/\ +—@,A€R.
1—2z 1 —sint

La condition initiale y(0) = 1 s’écrit A = 1, donc :
1 +sint
S = A R i
{y Vl—smt}
Exercice 6.

(c) L’équation (E) est une équation différentielle linéaire d’ordre 2, a coefficients constants. Ses solu-
tions sont les y = Re(Y'), ou Y est solution de I’équation :

Y2V +Y = e



Le polyndme caractéristique associé est P(r) = r> — 2r 4+ 1 = (r — 1)?, de racine double ry = 1.
Les solutions de I’équation homogene sont donc les Y}, : ¢ — (Mt + p)e’, A\, u € C, et une solution

1 . 1 , 3 4
particuliere est ), : ¢ P(Zi)em = = e = (—% + 2—5z) (cos(2t) + isin(2t)), donc :

4
Sie) = {y ctes (A4 p)et — 2% cos(2t) — % sin(2t) | A, pu € ]R} :

Soity € S, on a alors :

3
8
e y(0)=0& A A+pu——=0dou:

25

t 3 3 4
S = {y A (g—k %> el — %COS(Qt) - 2—5Sin(2t)}.

(d) Il s’agit d’une équation différentielle linéaire d’ordre 2, a coefficients constants. Ses solutions sont
les y = Re(Y), ou Y est solution de 1’équation :

Y — 2V — 3Y = (7140t

Le polyndme caractéristique associé est P(r) = r? — 2r — 3, de discriminant A = 16, donc de

+4
racines ry o = — = —1ou3.
Les solutions de I’équation homogene sont donc les Y}, : t — Ae ™" 4 e, A, u € C, et une solution
1 A 1 , 1 3

ticulitreest Y, : t — ——— (71Tt = _—_o7teit — [ _ ) ! t) + isin(t)),
particuliere est Y, P(—1+7j)€ —T13:° ¢ 5 10t ¢ (cos(t) + isin(t))
donc : . 5

S = {y tts de et et (_E cos(t) + Tosin(t)) | A\, € R} .

(e) Il s’agit d’une équation différentielle linéaire d’ordre 2, a coefficients constants, d’inconnue y : R —
C. Le polyndme caractéristique associé est P(r) = > —r -+ (1 +1), de discriminant A = —3 —4i =
(x +iy)* avec 2° — y* = =3, 2vy = —deta® +y* = |A| =5, donc 2* = 1 et y* = 4 avec vy < 0,

1+(1—2
donc A = (1 — 2i)*. Donc P(r) a pour racines 7 » = % =1—ioui.

Donc A .
S = {y:tr—>)\e(1_’)t+ue” |\, peC}.

(f) Il s’agit d’une équation différentielle linéaire d’ordre 2, a coefficients constants. L’ équation homo-

géne a pour solutions usuelles les yy, : t — Acos(t) + psin(t), A\, p € R.
1
Comme 2sh (t) = €' — e, une solution particuliere est y, : t met — me_t ou
1 1
P(r)=7r*+1,doncy, : t — §et - Qe_t = sh (t) (ce que I’on vérifie aisément). Donc 1I’équation
a pour solutions les y : ¢ — Acos(t) + psin(t) +sh (¢), A, u € R.
Les conditions initiales s’écrivent A = Oet u+ 1 =2,donc A =0et u = 1. Donc :

S ={y:twsin(t)+sh(t)}.



(@)

(h)

Il s’agit d’une équation différentielle linéaire d’ordre 2, a coefficients constants. Son polyndme ca-
ractéristique est P(r) = r* — 3r +2 = (r — 1)(r — 2), donc I’équation homogéne a pour solutions
les yp, : © — Ae® 4+ pue®®, \, u € R. Le second membre est polynomial de degré 3, donc une solution
particuliére est y, : © — ax® + br® + cx + d, avec :

(6az + 2b) — 3(3ax® + 2bx + ¢) + 2(az® + ba® + cx + d) = 22° — Ta* + 22 — 1,

donc, par identification : 2a = 2, —9a+2b = —7, 2c—6b+6a = 2, 2d—3c+2b = —1, c’est-a-dire
a=b=c=1etd=0.Donc:

S={y:z— A" +pe®+2° +2°+z | X\ peR}.

I1 s’agit d’une équation différentielle linéaire d’ordre 2, a coefficients constants. Son polyndme ca-
2+ 2
= 1+1.

Donc I’équation homogene a pour solutions les yj, : « — e (A cos(x) + psin(z)), A, pu € R.
Comme le second membre est le produit d’un polyndome de degré 1 par une exponentielle, une solu-
tion particuliére est y, :  — (az+Db)e”, d’oty, : x — (ax+a+b)e”,d’ouy, : v — (ax+2a+b)e”,
avec :

ractéristique est P(r) = r2—2r+2, de discriminant A = —4, donc de racines rig =

(ax + 2a + b)e” — 2(ax + a + b)e® + 2(ax + b)e” = xe”,

c¢’est-a-dire, par identification : « — 2a + 2a = l et 2a + b — 2(a + b) + 2b = 0, c’est-a-dire a = 1
et b = 0. Donc y, : x — xe” convient.

Les solutions sont donc les y : x — e”(Acos(z) + psin(z)) + ze®, A\, u € R.

La condition initiale s’écrit A = 1, donc :

S ={y:x— e"(cos(z) + psin(z)) + ze” | p € R} .

Exercice 7. Il s’agit d’une équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants.
L’ équation homogene associée y” + y = 0 a classiquement pour ensemble de solutions :

Sh={yn 1 t —= Acos(t) + pusin(t) | A, p € R}.

Une solution particuliere de 1’équation complete est donnée :

sur R_:pary,; :t— —t+1,
sur Ry :pary,o it +— ¢+ 1.

Notons respectivement S; et S, les ensembles de solutions sur R_ et R, on a donc :

et

S1=A{y1 1t Acos(t) + puysin(t) —t+ 1| Ay, 11 € R},

Sy = {y2 1 t = Aycos(t) + posin(t) +t+ 1| Ay, o € R}

Notons y une réunion de y; et y». On détermine alors lesquelles de ces solutions sont deux fois dérivables

sur R :
t) —y(0 t)—y(0
° M — u; — let M — po + 1, donc y est dérivable en 0 si et seulement si
t—20 t—0_ t—0 t—04
1 —1=ps+ 1.0Onnote alors = g — 1 = po + 1.
/ t _ / 0 / t _ / 0 ) ) .
e Dans ce cas : M — A et M — A9, donc y est deux fois dérivable en 0 si et
t—0 t—0_ t—0 t—0,

seulement si A; = \y. On note alors A = A\ = \,.



Finalement :

y:R — R
PN Acos(t) + (u+1)sin(t) —t+1 sit<0 | \,peR
Acos(t) + (u—1)sin(t) +t+1 sit>0

N
I

Exercice 8. On procede par analyse-synthese :
e Soit f une solution, alors : Vo € R, f’(z) = —f'(—x) = —f(z), c’est-a-dire f” + f = 0, donc,
usuellement : f : 2 — Acos(z) + psin(z), A\, p € R.

e Réciproquement, soit f de cette forme. Alors f'(z) = —Asin(z) + p cos(z), donc f est solution si et
seulement si : Vo € R, —Asin(z) + pcos(z) = Acos(z) — psin(x), c’est-a-dire, par identification,
A= L.

Finalement :

S ={f:x~— Acos(x) +sin(z)) | A € R}.

1 1
Exercice 9. On pose t =Inz et z : t — y(z). Alors : y(z) = z(Inx), donc ¢ (z) = —2'(Inz) = —2/(¢),
T

x
1 1

puis y’(r) = ——2'(t) + —2"(t), donc :
T

22
2y +3y+1=(x+1)2 2" —2 +32=2"+22=e* + 2.

Cette derniere équation est une équation différentielle linéaire du second ordre a coefficients constants et
de second membre exponentiel. Le polyndme caractéristique associé est P(r) = r* — r + 3, de discrimi-

1+iV11
5 .
11 11
()\ cos <§t> + psin <§t>> s A\ U E
2

R, et une solution particuliere de I’équation complete est z, : ¢ — et + el = Ze? 4+ Zet. Les
P d P v P2 TPMH° "5 T3

nant A = —11, donc de racines 1 2 =

N

[’ équation homogene a alors pour solutions les zp, : ¢ — €

solutions sont donc les :

t V11 V11 1 2
z:t—e2 [ Acos | —t | +psin | —t +—e? + Zet N\ eR,
2 2 5) 3
et donc :

S = {y::):»—>\/5<)\cos (gln(x)) + psin (gld@)) —|—%2+2§|)\,NER}.

Exercice 11.
(a) Comme y est dérivable sur R, la fonction ¢ + e®y(—t) I’est aussi. Donc %/ est dérivable, donc y est
deux fois dérivable sur R. Ainsi, par récurrence sur 1’assertion « y est n fois dérivables sur R », y est
infiniment dérivable sur R.

(b) On dérive I’'identité donnée :
Vt€R, y'(t) = ae"y(—t) — "y (—1) = ay/'(t) — e™e""y(t).

Donc y est solution de I’équation y" — ay’ +y = 0.



(c) Cette derniere équation (E") est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants,

homogene.
Son polyndme caractéristique P(r) = r* — ar + 1 a pour discriminant A = a* — 4, donc :
. A (. . at+Va®—4
e si |a] > 2 : le polyndme caractéristique a pour racines T2 = s donc, en notant
a?—4 . , :
w=—]7— I’équation (E") a pour ensemble de solutions :

S = {y e e e =% (A o+ pem ) |\ € R} :

SNFwA = g

Sy = A & =11\, donc :
. =

Soity € §,onaalors:y € S & ¢ (t) = ey(—t) & {

S:{y:tr—>)\ea7t (e" + rie™") |)\€R}.

. R P . a s 2 .
e si|a| = 2 le polyndme caractéristique a pour racine double ry = 2 donc I’équation (E") a pour
ensemble de solutions :

S’:{y:tH(At+u)e%t|>\,u€R}.

A= —A
At gu =

(IS

SoityES',onaalors:yES@{ SA=0sia=2 A=2usia= -2,

donc,sia =2:
S={y:t— pe' | peR},

etsia =—2:
S={y:t—p2t+1)te’ | NeR}.
) . L. . a+iv4 — a?
e si ja| < 2 : le polyndme caractéristique a pour racines 719 = — donc, en notant
V4 —a? : .
w= Ta, I’équation (E') a pour ensemble de solutions :

S = {y s e? (Acos(wt) + psin(wt)) | A, u € R} :

a — 9 _
Soity € S’,onaalors:y € S & g)\—i—w,u A S = a)\,donc:
Sh—wA = —p V2+a

at 2 -
S = {y tt— Ae2 (cos(wt) +14/ 2+Zsin(wt)) |\ e R} :
Exercice 12.

(a) Notonsu =z +yetv=x—y.Ona:

x’ y + 12 - u o= u
y = x—t? v o= —v+ 2t

o HA,NGR,{Z

t— et
ts pet 262 — 4t + 4
s Xel + pe t 12 — 2t + 2

x
< HA’NGR’{ y tsdet —pe t —t2 42t —2



(b) Soit (z,y) une solution du systéme. Alors :
= -=T'+y = -T2 =20 —5y=—T2" — 20 —5(a’ + Tx — 1) = —122" — 37z + 5,
c’est-a-dire que x est solution de I’équation :
"+ 122" + 372 = 5.

Cette équation différentielle linéaire d’ordre 2 a coefficients constants a pour polyndme caractéris-

—12 4+ 2
tique P(r) = r* + 12r + 37, de discriminant A = —4, donc de racines 1o = TZ = —6 1.

De plus, une solution particuliere évidente de I’équation est x = 37 donc :

)
I\ ER, x:t— e % (Acos(t) + psin(t)) + 37
De méme, y est solution de 1’équation 3" + 12y + 37y = —2, donc :
2
Ja, BER, y:t+— e % (acos(t) + Bsin(t)) — 3

Par identification : . = A+ pet f = —A 4+ p, d’ ol :

v ottt e % (Ncos(t) + psin(t)) + —
(x,y) € S< I\ pueR, 37 2
y ot e (A ) cos(t) + (A + p)sin(t)) — o

(c) On pose u = x + ty. Alors z et y sont solutions du systeme si et seulement si « est solution de
I’équation :
u' — (2t +i)u = te”.
C’est une équation différentielle linéaire d’ordre 1, d’inconnue u : R — C. L’équation homogene
associée a pour solutions les uy, : ¢ — e/ D — N+t \ e R,
Une solution particuliere est u, : ¢ — A(t)e" 1, avec N (t)e" it = te, c’est-a-dire N'(t) = te*,

t

L g : it :
donc \ : t — _56 convient, donc u,, : t — —56 convient.

. 1
Donc les solutions sont les u : £ — et Tit — 56”, A € R, donc :

2 1 2 1
S = {:E t e e cos(t) — 5 cos(t), y : t — Xe' sin(t) — §sin(t) |\ € ]R} :

"

Exercice 14. On dérive I’équation, ce qui donne : ty"” + v" — 2y” — ty/ — y = 0, soit :

7

ty" —y" —ty' —y=0.

" iz

On redérive : ty"" + 4" — " —ty" —y' — ¢/ = 0, soit :

ty”// _ ty” _ 2yl — O

"

Or 2y’ = ty" — ty, donc : ty"" — 2ty" + ty = 0, soit (comme t € R ) :

y//// _ 2y// +y = 0.



Il s’agit d’une équation différentielle linéaire d’ordre 4 a coefficients constants, homogene, de polyndme
caractéristique P(r) = r* —2r? + 1 = (r* = 1) = (r — 1)*(r 4+ 1)®. Donc :

yit—= M+pe + wt+8et, A\u,v,EER.

ty" — 2y —ty =0
Réciproquement, soit y de cette forme, alors :
()= (M+X+p)e + (—vt+v—Ee ™,

puis :
y'(t) = (M +2X + p)et + (vt —2v + e,

donc y est solution si et seulement si :

A=\t + A+ p—2A—p)te' + (v —v)tPe "+ (=2 + &+ 2w —Ete F —2(A+p)e! —2(v—E)e " = 0,

c’est-a-dire, par identification : A + y = v — £ = 0. Finalement :
S={y:t=At—1De"+vt+1)e"|\veR}.

Exercice 15. .

(a) On pose z = —, alors 2’ = —% = —y'2?, donc :
Yy Yy

, 9 2 a b ,
Y+tay+by =0 -——S+-+5=02—az=0
z z z

Cette derniere équation est une équation différentielle linéaire d’ordre 1, que I’on sait donc résoudre.

(b) Soit y, une solution particuliere, et posons w = y—1. Ona y6+ay0+by§ = cdonc, par soustraction :
(y est solution) < w’ + aw + b(y* — y3) = 0.
Or:y® —yg = (¥ — %)y + yo) = w(w + 2yo) = 2yow + w?, done :
(y est solution) < w’ + (a + 2byo)w + bw? = 0,
ce qui nous ramene au premier cas.
1 1

1
(¢) Soit yo : &+ —. Alors : 2%(yy + y7) = 2° x (—— +
x

5 —2) = 0 = zyy — 1, donc y est solution.
r?

1
On pose w = y — o, alors, d’apres (b) (aveca = ——etb=1):
x
2.1 2\ _ p W 2 _
2y +y)=ry—1sw +;+w = 0.

1 1
On pose ensuite z = — (lorsque w # 0, c’est-a-dire y # 1), alors d’apres (a) (avec a = — et

w T
b=1):

xQ(y/+y2):xy—1<:>z/—§:1.



Cette derniere équation est une équation différentielle d’ordre 1. L’équation homogene associée a
. da . N ., . N
pour solutions les zj : © — del T = Az, A € R, et une solution particuliere de 1’équation complete

1
est z, : © — AN(x)x, avec ' (z)z = 1, donc X' (x) = = donc \(z) = In(z), donc z, : x — zIn(z)

convient. )

Donc les solutions sontles z : z — Az+zIn(x), A € R, c’est-a-direlesw : £ — ———— A €
Az + z In(x)

R, c’est-a-dire :
1

1 1
S = : ok —+ - eR>?.
{y Ty xH)\x+xln(x)+x| € }



