Lycée Bellevue — Toulouse Année 2025-2026
MPSI — Mathématiques

Corrigé partiel du T. D. B4
Arithmétique

Décomposer en produit de facteurs premiers :

20 50
a = 10! 20! & ( . ) d <12>

a=28x3'x52x7

b=28x 38 x5t x 72 x11 x13x17x 19
c=2"x3x5x17x19
d=2%2x5%x7?x 13 x 23 x 41 x 43 x 47

Décomposer en produit de facteurs premiers les entiers a = 2613600 et b =

4306 500. Calculer ensuite leur PGCD, et la décomposition en facteurs premier de
leur PPCM.

2613600 = 2° x 3% x 5% x 112

4306500 = 22 x 33 x 5% x 11 x 29

Leur PGCD est 22 x 3% x 52 x 11 = 29700
Leur PPCM est 2° x 3% x 5% x 112 x 29

Donner des coefficients de Bézout pour les n-uplets :
a. (24,35) b. (55,143) c. (101, 120)
d. (6,10, 15) e. (60,70,105) f. (10n+3,7n + 2)

Par exemple :

a. 11 x35—-16x24=1

b. 2x 143 —5x 55 =11

c. 16 x120—-19x101 =1

d1x6—-2x10+1x15=1

e. 3x60—-10x70+5x105=5

f. 7(10n+3) —10(Tn+2) =1 grace a 'algorithme d’Euclide.
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Démontrer que si p est un nombre premier strictement supérieur a 3 alors p? — 1
est multiple de 24.

Comme p est un nombre premier strictement supérieur a 3 alors il n’est pas congru a 0
modulo 2 ni modulo 3.

Ainsi p=+4lou+3 [8] donc p*=1 [8].
Deplus p=4+1 [3] donc p?>=1 [3].
Ceci montre que 3 | p? — 1 et 8 | p> — 1, donc 3V 8 | p* — 1, soit 24 | p* — 1.

En conclusion : p? =1 [24].

Démontrer que pour tout n € IN :

a. n® — n est multiple de 6.

b. n® + (n+1)* 4+ (n + 2)3 est un multiple de 9.

a. On peut remarquer que n® —n = (n — 1)n(n + 1).
L'un des facteurs (n — 1), n, (n 4+ 1) est multiple de 3, et au moins un est pair. Donc
le produit est multiple de 6.

On peut aussi utiliser le petit théoreme de Fermat : comme 2 et 3 sont premiers alors

n? =n [2] et n® =n [3]. Ceci montre que 2 divise n? — n, et 3 divise n® — n. Comme

n® —n = (n+1)(n? — n) alors 2 divise n® — n.

Finalement 2 et 3 divisent n® — n, donc 6 divise n® — n.

Enfin, on peut aussi écrire toutes les possibilités pour n modulo 6.
b. On calcule 3n3 + 9n? + 15n + 9 = 3n(n? +5) + 9(n? + 1).

D’aprés le a. :  n(n*+5)=n(n*—-1)=0 [3].

Ceci donne le résultat.

On peut aussi raisonner par récurrence.

Résoudre les équations suivantes, ou les inconnues sont des entiers relatifs.

a. Im+Tn=0 b. 3m+ Tn = 32 c. Ibm+1ln=3
d. 6m+ 15n =40 e. 6bm+ 15m =39 f. 28m + 66n = 40
g. 2m+3n+5p=0 h. 2m+3n+5p=1

Sy ={(Tk,-3k) | ke Z} Fo={(Tk—1,5-3k) | k€ Z}
Fo={(11k —2,3—15k) | k € Z} Fy=2

Fe={(Bk—-1,3—-2k) | keZ} Fr={(33k—8,4—14k) | ke Z}
5”g={( p— 3k, 2k —p,p) | (k,p) € 27}

Sn={(-p—-3k—1,2k —p+1,p) | (k,p) €2}
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@ Résoudre les équations et systemes d’équations suivants, d’inconnues entieres.

— _ n = 2 5]
a. Tn=16[18] b. 11n:7[[]27] c. {nES[S]
n=1|3
q {?m 7[10] e. 1n=2] {2m+ 3nf1[17]
5n =119 n=3[s] 11m + 13n = 5[17]
Sy ={10+ 18k | k € Z} Sy ={8+27k | k € Z} Se={274+40k | k€ Z}

Fy=1{29+90k | k€ Z} F, ={168k—5 | k € Z}
S ={(10 + 17k, 5 + 170) | (k,0) € Z2}

Résoudre les équations suivantes, ot l'inconnue est un entier relatif.

a.n’+4n+6=0 [11] b.n?-n+3=0 [11] c. 3n* +5n+6 = 0[13]
d. 3n* +5n + 10 = 0[13] e.n?+3n—1=0 [15] f. n2—n—-12=0 [15]
Su={1,6} Sy = {6} Se=0
Py = 13,4} S = o Iy = {4,7,9,12}

Déterminer tous les couples d’entiers naturels (m, n) tels que :
a. mAn=5 et mVn=060 b. mAn=6 et m+n=72
c. mVn=2100 et m+n=159 d. mVn=(mAn)® et m+n="70

Soit d = mAn, et a=",b= "% Alors a et b sont entiers et d’apres le lemme de réduction

des rationnels a et b sont premiers entre eux.

a. On otient ab = 12 avec a A b = 1, soit {a,b} = {1,12} ou {a,b} = {3,4}.
Finalement : &, = {{5,60},{15,20}}.

b. On obtient a + b = 12 avec a A b = 1, soit {a,b} = {1,11} ou {a,b} = {5,7}.
Finalement : &, = {{6,66},{30,42}}.

c. On démontre que m A n = 3, puis on obtient ab = 700 avec a +b =53 et a Ab=1.
Finalement : . = {{75,84}}.

d. On aboutit & ab(a +b) =70 =2x5x 7TavecaAb=1.
Finalement : %; = {{20,50}}.
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Soit a et b deux entiers tels que 0 < b < a.

a. Démontrer que pour tout n € IN : a — b divise a™ — b".
b. Démontrer que pour tout (m,n) € IN? : si m divise n alors a™ — b™ divise a" — b".
c. Soit a et n deux entiers tels que a > 2 et n > 2. Démontrer que si a” — 1 est premier,
alors a = 2 et n est premier.
d. Pour tout p premier on note M, = 2P — 1.
Donner quatre nombres M, premiers.

Ces nombres sont appelés nombres premiers de Mersenne.

a. Comme a=0b[a—0b alors a"=0b" [a—b], donca—b divise a™ — b".

d

On peut aussi écrire a™ — 0" = (a — b)(a" ' +a"2b+ -+ - + 5" 7).
.Sip=2,p=3,p=2>5,p="7alors M, est premier.

Pour p = 11 on obtient M, = 2047 = 23 x 89, M, n’est pas premier.

Pour p = 13 on obtient M, = 8191 qui est premier.

On connait actuellement 48 nombres de Mersenne premiers, dont le plus grand nombre
premier connu : 2136279841 _ 1 (12 octobre 2024), il comporte 41 024 320 chiffres.

Pour tout entier p premier on note M, = 27 — 1. Un entier m est dit parfait si la
somme de ses diviseurs autres que lui-méme est égale a m.
a. Démontrer que si M, est premier, alors 2°~' M, est parfait.

On démontre dans la suite une réciproque, due a Euler : tout nombre parfait pair est
de la forme 2°~'M,, ot p et M, sont premiers.

Soit m un nombre parfait pair.
b. Justifier qu’il existe k € IN* et « € IN impair tels que m = 2*u.
c. Soit dy, ..., d, les diviseurs de u et ¢ leur somme. Démontrer que 2m = (2’”1 — 1)0.
d. Démontrer qu’il existe un entier v tel que u = (2¥1 — 1)v.
e. Justifier que si v > 1 alors 0 > 1+ v + .
En déduire une contradiction.
f. Conclure.

On ne connait aucun nombre parfait impair.

a.
d.

e.

On obtient 6, 28, 496 et 8128. le suivant est 33 550 336.

Lemme de Gauss : (2F! — 1) divise u.

Siv > 1alors 1, v et u sont trois diviseurs distincts de u. On ne peut avoir v = u car
k> 0.

Comme 2m = 21y et u+ v = 281w on en déduit la contradiction 2¥t1y > 1 4 2F+1y.
Ainsi v = 1 puis m = 2¥(2¥! — 1) donc m = 2*Myy1 et u = My, Enfin 2m =
(281 — 1)0 montre que o = 281 or o est la somme des diviseurs de u = 281 — 1,
ce qui montre que u est premier. Donc k + 1 est premier. On pose p = k + 1, ainsi
m = 2P~ M, avec M, (donc p) premier.
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Soit a, b, n trois entiers avec n non-nul.

Démontrer que si a = b[n] alors a™ = b" [n?].

On part de a = b+ kn avec k € Z. On développe a™ grace a la formule du binéme.

Autre méthode : on utilise

n—1
a" —b" = (a—0b)> ap" k.
k=0

Comme a = b [n] alors n divise a — b. De plus :

n—1 n—1
SoafrtRE =N = =0 [n]
k=0 k=0

n—1
Ainsi n divise (a — b) et Y _a*b"~'"* donc n? divise a™ — b".
k=0

Pour tout n € N on note u,, = 2™ — 1.

a. Soit (m,n) € N*. Démontrer que si m divise n alors u,, divise wu,,.

b. Soit a et b deux entiers avec a > b > 0, et soit r le reste de la division euclidienne
de a par b.

Démontrer que u, est le reste de la division euclidienne de u, par uy.
En déduire que u, A up = up A u,..

c. Déterminer u, A uy.

a. Soit k est I'entier tel que n = km.
Alors 2m=1[2"—1] donc 2M=1"=1[2"—1] et 2™ —1 divise 2" — 1.
b. On écrit  u, = (2% —1)2"+2" — 1 = Upg2" +u, avec 0 < u, < uyp.

Comme uy, divise uy, alors il existe un entier ¢’ tel que :
Uy = G Up + Uy avec 0 < u, < up.

Il s’agit de la division euclidienne de u, par u.
Le PGCD de u, et u, divise donc u,.. Or il divise uy, donc il divise up A ;..
Le PGCD de uy et u, divise u,. Or il divise u, donc il divise u, A uy,.
Par antisymétrie :  ug, A up = up A .
c. En utilisant 'algortihme d’Euclide :  u, A up = ugnp
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Soit a et b deux entiers naturels non-nuls, ¢ et r le quotient et le reste de la division
euclidienne de a — 1 par b.

Déterminer, pour tout n € IN*, le quotient et le reste de la division euclidienne de
ab™ — 1 par b*1.

Par définition de la division euclidienne :
a—1=qgb+r avec 0<r<b-1.
On en déduit :
ab" —1=gb"™ +(r+ 1" -1 avec 0L (r+1)b" -1 —1<pt!

Par unicité de la division euclidienne, le reste et le quotient de la division euclidienne de
ab™ par b"! sont respectivement ¢ et (r + 1)b™ — 1.

Soit a, b, k trois entiers non-nuls.

Démontrer que :
ka A kb= k(a N b) et ka Vv kb= k(aV b)

Soit d = a A b. Alors kd divise ka et kb, donc kd divise ka A kb.

Réciproquement, ka A kb divise ka et kb donc divise auk + bvk pour tous entiers u et v,
donc ka A kb divise dk = k(a A'D).

Pour le PPCM on peut utiliser ab = (a V b)(a A b), ou alors a V b = Min (aIN* N bIN*).
Méthode directe : ka | ka V kb donc k | ka V kb et ka V kb = kc pour un ¢ € Z.

Alors ka | ke donc a | ¢, de méme b | ¢, donc a V b | ¢, puis k(a V b) | ke = ka V kb.
Réciproquement : a | aVb donc ka | k(aVb) et de méme kb | k(aVb), donc kaVkb | k(aVb).

Soit a, b, n entiers naturels, avec n > 0.

a. Démontrer que si a” divise " alors a divise b.
b. Démontrer que pour tout n € IN :
(@Ab)"=a" A" et (aVD)"=da" Vb

a. Sia™ | b alors pour tout p premier v,(a”™) < v,(b").
Ainsi v,(a) < v,(b), ceci pour tout nombre premier p, donc a divise b.
b. Pour tout p premier :

vp((aAD)") = nMin (v,(a), vy(b)) = Min (v,(a"), v, (b")) = vp(a™ A b")

Ceci montre que (a A b)" = a™ A b™.
On démontre de méme la formule pour le PPCM, avec les maximums au lieu de mini-
mums.
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a. Par combien de zéros se termine 1000! ?

b. Soit n un entier naturel et p un nombre premier. Démontrer que :

T M

k=1 LP

a. 1000! se termine par 249 zéros.
Pour ceci on calcule v5(1000!) = 249 et v5(1000!) = 994.

b. On commence par démontrer :

vneN  w(nl) =[2] +u,(]2]) (1)
En effet v,(n!) = ) v,(k), mais si k n’est pas multiple de p alors v,(k) = 0, donc :
k=1

n
op(nl) = 35 0, (h)
plk
Les multiples de p inférieurs ou égaux a n sont les pj pour j entier tel que 1 < 7 < %,
n

ce qui donne 7 =1,..., bJ, donc :

2] L] L
vp(nl) = va(pj) = (I +v,(5)) = L%J + 2 up(i) = {%J +U""Q%J!)

La formule (1) est démontrée.

Soit maintenant n € IN fixé. On démontre par récurrence sur r la propriété :

vreN o) = S[&] +u(|2]) @)

L’initialisation est immeédiate.
Pour I'hérédité il faut démontrer :
*\2 L%J _|n
vanemy |l = |z]
Pour ceci on considere les divisions euclidiennes :
n=aqg+r avec 0<r<a-1 g=0bd +r" avec 0<r'<b—-1

Alors n=abg +br+7r" avec 0<Lbr+7r <ab—1, on en déduit :

_ el ] _ gl — v
5l=¢ o [H]=]1]=
Ceci permet de conclure le raisonnement par récurrence, et donc la propriété (2) est
démontrée.

Posons alors m = {logp(n)J, ce qui donne p™ < n < pmti

2] <m e s()) =0

La propriété (2) pour r = m donne alors le résultat.

, puis 1 < me < p, donc
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Résoudre les équations suivantes, d’inconnues (m,n) € IN2.
a. m2=n?+1 b. m?*=n2+6 c. m*=n?247 d. m?2=n%2+4+40
e. 3m+1=n? f. 3™ —1=n? g mi+m=n?> h m®—m=n?

i. m3=n3+218 j. m3 =n3+999

ya:{(LO)} Sp=0 yc:{(4a3)} yd:{(1179)7(773)}
Fe ={(1,2)} Sy ={(0,0)} %y =1(0,0)} Fn =1(0,0),(1,0)}
I = {(77 5)} yj = {(1279)7 (107 1)}

a. L’équation équivaut a (m — n)(m + n) = 1 avec m et n entiers naturels.
Doncm+n=m—n=1, ce qui donne m=1et n=0.

b. L’équation équivaut & (m — n)(m + n) = 6 avec m et n entiers naturels.

On remarque que m + n et m — n ont méme parité, car m —n =m+n |[2].
Ainsi (m — n)(m + n) est impair ou multiple de 4, donc ne peut valoir 6.

c. Onobtient m+n=7et m—n=1,donc m =4 et n=3.

d. On obtient (m—mn)(m-+n) = 40, sachant que m et n ont méme parité, et m—n < m+n.
Donc m — n et m + n sont multiples de 2.

Le couple (m —mn,m +n) peut prendre les valeurs (2,20) et (4,10), donc (m,n) =
(11,9) ou (m,n) = (7,5).

e. L’équation donne 3" = (n — 1)(n+ 1), donc n — 1 et n — 1 sont des puissances de 3.
Deplusn—12>1doncn+12>3. Onendéduitn+1=0 [3],pusn—1=1 [3].
En conséquence n — 1 = 1 puisque n — 1 est une puissance de 3, donc n = 2, puis
m = 1.

f. Les valeurs de n? modulo 3 sont 0 et 1, donc celles de n? 4 1 sont 1 et 2.

Or 3™ =n?+1, donc 3™ =1, puis m = 0 et n = 0.

g. Sim=0oun=0alors m=mn=0.

Sinon : soit d = m A n, puis a = 7 et b = 7. Alors a et b sont des entiers premiers
entre eux.

L’équation donne d?a® + a = db>.

Ceci montre que d divise a et a divise d (d’apres le lemme d’Euclide, car a divise db?
et a est premier avec b).

Donc a = d, puis m = d? et d* + 1 = b?. D’aprés la question a ceci donne a = 0 et
b =1, alors que m est supposé non-nul.

Donc (0,0) est la seule solution.

h. Le couple (0, 0) est solution. Si (m,n) # (0,0) on procéde comme ci-dessus, on obtient
d*—1=10% doncd=1et b=0, ce qui ajoute la solution (1,0).

i. L’équation donne (m — n)(m? + mn + n?) = 218 = 2 x 109 avec 109 premier.

Comme m? = n? + 218 alors m > 216 = 63, et m? + mn + n? > 36, donc m — n peut
prendre les valeurs 1 ou 2.
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Sim —mn =1 alors m?> + mn + n? = 218 et m?> + mn +n? = 3n% + 3n + 1 ce qui est
impossible car 217 n’est pas multiple de 3.

Sim —n = 2 alors m? +mn +n? = 109 et m? +mn +n? = 3n? + 6n + 4 ce qui donne
n?4+2n —35=0, soit n =5 oun = —7, donc n = 5 car n est positif, puis m = 7.

j. De la méme fagon on obtient ’équation (m —n)(m? +mn +n?) = 999 = 33 x 37, avec
m? 4+ mn + n? > 100, donc m — n peut prendre les valeurs 1, 3, 9 ou 27.
Si m —n = a alors 3an? + 3a®n + a® = 999, ce qui montre que a est multiple de 3.
On pose a = 3b et on obtient bn? + 3b%n + 3b% = 111.

En testant b = 1, b = 3 et b = 9 on obtient les deux solutions (m,n) = (12,9) et
(m,n) = (10,1).

Soit a et b deux entiers naturels strictement supérieurs a 1.

Démontrer que si a et b sont premiers entre eux alors E—‘g est irrationnel.

On raisonne par I'absurde.

Comme a et b sont strictement supérieurs a 1 alors Lﬁ—‘; est strictement positif.

S7il est rationnel alors il existe deux entiers m et n strictement positifs tels que ﬁ—g =

Ceci donne nlna = mInb donc a™ = b™.

Comme a et b sont premiers entre eux alors aucun nombre premier ne peut diviser a la
fois a™ et b™, donc a” =b™ =1, puisa=0b = 1.
Ina

Cette contradiction montre que oy est irrationnel.

Démontrer que I'équation 2° + x = 1 admet une et une seule solution dans R,
puis que cette solution est irrationnelle.

La fonction f : z + 2® + x est strictement croissante sur R et continue, donc elle réalise
une bijection de R dans R.
Ainsi I'équation f(x) = 1 admet une et une seule solution réelle a.

a

b
D’apres le lemme d’Euclide tout nombre premier divisant a divise b et réciproquement.
Donc a = b = 1. Or 1 n’est pas solution, donc cette contradiction montre que « est
irrationnel.

Si o = ¢ est racine avec a et b entiers premiers entre eux, alors a® + ab® = b3.
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a. Soit  un réel et r un rationnel. Démontrer que si x 4 r et irrationnel alors x est
irrationnel, et si rx est irrationnel alors = est irrationnel.

b. Soit & un réel. Démontrer que s’il existe n € IN* tel que z" est irrationnel alors x
est irrationnel.

Soit p un nombre premier. Démontrer que /p est irrationnel.

Soit n un entier naturel. Démontrer que /n est entier ou irrationnel.
Démontrer que V2 4+ /3 et /2 + /3 sont irrationnels.

Démontrer que V2 + /3 + /5 est irrationnel.

Démontrer que /2 + /2 est irrationnel.

@ e Ao

a. On raisonne par contraposée, sachant que la somme et le produit de deux rationnels
sont rationnels.

b. De méme, si x est rationnel alors pour tout n € IN* 2" est rationnel.
Par contraposé, si il existe n € IN* tel que x™ est irrationnel alors x est irrationnel.

c. Sl existe (a,b) € (IN*)? tel que \/p = ¢ alors 2v,(a) = 2v,(b) + 1, ce qui donne la
contradiction 0 =1 [2].

d. S'il existe (a,b) € (IN*)? tel que y/n = ¢ alors pour tout p premier : 2v,(a) = 2v,(b) +
vp(n).
Donc v,(n) est pair pour tout p premier, ce qui montre que n est un carré et donc N4
est entier.

Ainsi y/n est entier ou irrationnel.

e. Soit 2 = /2 + /3. Alors 22 = 5 + 21/6. Si x est rationnel alors v/6 est rationnel, ce
qui est faux d’apres la question précédente.

Soit y = /2 + /3. Alors y* = 54 3/6y. Si y est rationnel alors /6 est rationnel.
On en déduit une contradiction grace a la valuation 2-adique.
f. Posons z = v/2 + /3 + /5. Alors z est non-nul.

De plus v/2 + /3 = 2 — /5, ce qui donne en élevant au carré 2v/6 = 2% — 22+/5, puis
en élevant encore au carré 24 = 24 + 2022 — 423/5.

Si z est rationnel, comme z est non-nul alors par somme et quotient v/5 est rationnel,
ce qui est faux. Donc x est irrationnel.

g. Soit x = V2 + /2. Alors /2 =z — \/5, ce qui donne en élevant au cube :
2 =1 — 3v22% 4+ 62 — 2v2 = 2® + 62 — (327 + 2)V2.
Comme 322 + 2 est non-nul alors :

3+ 6x —2
gL T
V2 32242

Si  est rationnel alors par produit, somme et quotient /2 est rationnel, ce qui est
faux. Donc z est irrationnel.
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