PCSI 2 - LYCEE BELLEVUE MATHEMATIQUES

Devoir a la maison n° 5
CORRIGE

Exercice 1.
1. Soient f et g deux fonctions continues sur un segment [a, b|.

(a) On développe :
b b b
P(A)—)\Z/ gz+2>\/ fg+/ 2

d’oflA:4(/abfg)2—4/abf2/ang.

(b) Soit A € R. Comme la fonction (f + \g)? est positive, son intégrale I’est aussi (c’est la propriété
de positivité de I’intégrale). Le polyndme P()\) est donc de signe constant sur R, donc A < 0.

b 2 b b
(c) D’apres les questions précédentes, on a 4 ( / f g) —4 / f? / g*> < 0, d’ol1 I'inégalité de

Cauchy-Schwarz. 1l y a égalité si et seulement si A = 0, c’est-a-dire s’il existe A € R tel que
P()\) = 0, c’est-a-dire tel que f + A\g = 0. Il y a donc égalité si et seulement si f et g sont
proportionnelles.

2. (a) Ona:

/01 h(z)*dr = /Ollxh@)zdfv = [xh(x)ﬂé—/olx><2h(:c)h/(:c)d:v = —/leXQh(x)h’(x)dx7

! 1
/ h(z)*dr = —=.
0 2

, 'inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit :

( /0 1 xh(x)h'(x)dx) < ( /0 1 h’(a:)zd:n) ( /0 2

d’ou I’inégalité voulue.
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1
donc/ zh(x)h (z)dx = —

0
(b) Avec f =h'etg: x> xh(x
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Exercice 2.
1. Ona:

o I, = /02 sin(z)dz = [~ cos(z)] =0 — (—1) = 1,

3 51— cos(2 in(2z)] 2
o ]2:/ Sin2($)d$:/ de:%— {M] :%.
0 0

2. Soit n € N. Comme la fonction sin est positive sur [0, g] , sin™ I’est aussi, donc, par positivité de
I’intégrale, I,, I’est aussi.
De plus, comme 0 < sin < 1, sin™ ™! < sin™ sur [O, g} , donc, par croissance de I’intégrale, 1,, .1 < I,,.
La suite (/,,),en est donc positive, ¢’est-a-dire minorée par 0, et décroissante, donc est convergente.

3. Par intégration par parties :

™

2
I = / sin" 2 (z)dx

0

= /2 sin(z) sin™ ! (2)dx
0

= [~ cos(z) sin"“(m)}g + /02 cos(z) x (n + 1) cos(z) sin"(z)dx

= (n+1) /02 cos?(z) sin™(z)dz,

™

B 1
donc 1,40 = (n+1) /2 (1 —sin®(z)) sin™(2)dx = (n+ 1) (I, — I42). Onadonc I, 15 = nt oy
0

n+2"

4. Soit n € N. Comme la suite (1,,) est décroissante, on a :

n+1
In > ]n > In = —]’m
=l =2 + 2
1, 1 1,
donc 1 > 1 > nt . Donc, par encadrement : S

In n + 2 n N—F0o0



