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_Feuille d’exercices 8
ELEMENTS DE CORRECTION

Exercice 1.

dx _ 1 (@, 1 ,
@ /xln(:v2) w(z)=In(z?) 2/ u(x) dz = 9 In(In(z%)) + ¢, c€R.

Exercice 2. Notons o = a + b, alors :
dt t— )
_dt / t—atib
t—a« (t—a)?+0?
t—a i
= —  dt+i | ———at

/(t—a)2+b2 H/1+ (t=2)?
1

t —
= §1n ((t — a)® +b*) + iarctan (Ta) +c, ceR.

Exercice 3. Par I’absurde, supposons que cette fonction admette une primitive F'.

Alors : Vo <0, F'(z) =0et: Ve >0, F'(z) = 1. Il existe donc ¢,d € R tels que : Vo < 0, F(z) =¢

et:Ve >0, F(z) =z +d.

La fonction F' est dérivable sur R (car ¢’est une primitive), donc en particulier F' est continue en 0, donc
F(z)— F(0

c=d= F(0). Alors : Yz # 0, Fl) = F(O)

z—0
ce qui est absurde. Donc F' n’existe pas.

=1sixz > 0,0siz < 0.Donc F' n’est pas dérivable en 0,

Exercice 4.

1 1
(a) Comme x sin <—> — 0 et que cos (—) n’a pas de limite en 0, f n’a pas de limite en 0, donc
x) = x

n’est pas continue en 0.
(b) On a directement F’' = f.
Il n’est donc pas nécessaire d’étre continue pour étre primitivable.

1
Exercice 8. Ona: Vx € [—m, 7|, sin(px)sin(qr) = 3 (cos((p — q)x) — cos((p + q)x)), donc :

/7r sin(pz) sin(gz)dr = %/W (cos((p — q)x) — cos((p + q)x)) dx
_ 1 {Sin((p —q)z) sin((p+ Q)ﬁ)} "
si pEtq 2 p—q p+q L
_ sin((p—g)m)  sin((p+ ¢)7)
pP—q p+yq

= 0
Sip=gq: /: sin?(px)dr = %/7; (1 — cos(2px)) dx i [x - W] - = 2.
Sip=—q: / sin(px) sin(—px)dr = —/ sin?(px)dx a —2r.

Sip=q=0: / sin®(0x)dx = 0.

—T



Exercice 9.

dx dz 1
b - — R
()/x2—6x+9 /(:L‘—3)2 r—3 TG CER

(d) /—dm : 4 "arctan (22) ¢, c€ R
= — —— = —arctan | — ¢ C .
822450 50/ 14 (%m)? 20 5 ’

Exercice 10.

™

(c) Notons [ = / Dot cos(3t)dt. On procede par double IPP :
0

1 4t s 5 el
— -1 + [Z Sm(gt)]o —/0 T X 3 cos(3t)dt
e

_ _g[ 3es — 47
16 16
25 3e3 —4 3e% —4
d — = [= ——nw—.
onc 16 16 , donc 5%

Exercicee 11. .
(a) / (In(t))*dt = [(tInt —t) x In#]] — / (Int —1)dt = [2t —tInt]] = e — 2,
1

1
1 a+1 1 b 1 a!d!
b 91— 2)de = | ——(1 — 2)" / A —2) e = ————
()/ox( o) de [a+1( x)]0+a+1 0 SRR (a+b+ 1)1
) atl 1 1 !
a b . X b b a b—1 _ b !
(c) /0 2*(Inz)’dr = [a+1(ln:1;)]0—a+1/0 z*(Inz)’ " de = (—1) ESE

1 1
() L :/ (1 —#*)dt = [t(1 —t2)”}é+2n/ (1 — )"t
: 27(1) (2nn!)?

d I, —2nl,_y = —2nl,,d I, =—I, 1=——"—""—.
onc nl,_ 1 n onc 1 1 2nt 1)

Exercice 12.
(a) Soit n € N*. On a, par double IPP :

S v
IR

Liyn = [—2""cos(z)] +/O (n+ 1)a" cos(z)dz

= (n+1)|[z" sin(:v)](? — /02 na" "t sin(m)dac)

= m+1)(5) —nn+ D,

(b) La formule de récurrence étant d’ordre 2, on a besoin d’une double initialisation :

o [p= /02 sin(z)dx = [— Cos(ac)]og =1,



s

o 1= [ wsine)ds = [ eos(o)f + /0

: cos(x)dx = [sin(x)]og = 1.

0
Par conséquent : Vn € N,

I, = n(%)n l—n(n—l)[n 9
_ TnJg)nl—n(n—l)(n—Q) <g>n3+n(n—1)(n—2)( 3) L s

Exercice 13.

e 1 n 1 1
©) / (no)” 0 = / = ,
1 x t=Inz, dt=22 Jo n+1

2
(d) (d)/ ' cos(v/x)dr = = / 2t cos(t)dt = [2t sin t](? - /2 2sintdt =7 — 2.
0 t=v/z, de=2tdt J 0

Exercice 14. -
(a) Direct par le changement de variables x = 1 t.

Wl

1
b) Vi € R, cos (——t) cost + sint), donc d’apres (a) :
(b) 1 \/5( ) pres (a)

™ (2 ™
/4 In (cost) dt = —%()4—/4 In (cost + sint) dt,

0 0

(Cost + Sint) gt — 7r1r;(2)‘

cost

etdonc:/4ln(1+tant)dt:/41n

0 0

Exercice 15. On pose x = sint. On a dx = cos tdt, donc :

1 2t t in 2t
/\/1—3:2dx:/cosztdt:/<§—|—COZ )dtzi—l—snjl +¢,

donc :

/1\/1—7$2dx— F4_sir1225172r 7
0 2 4 1
Exercice 16. Les regles de Bioche permettent de déterminer un changement de variable adapté dans une
fraction trigonométrique grace a ses symétries :
e si f(—x)d(—x) = f(x)dx, alors on pose t = cos z,
o si f(7r —x)d(m — x) = f(x)dx, alors on pose ¢ = sin z,
i f(m+x)d(m+ z) = f(x)dz, alors on pose t = tan x.

o5
sin x —dt

= —In|l1+t € R,
()/1+COSQZ t=cos 1—|—t njl+t+e

dt 1 t—
®) / CcoS T o cosr o _ /
sin?x — cos2x  t=sinz | 22 —1 2\/_

4+ ¢, c € R,

sk




© / 3 —sinx p / 33—t i / 1 2t—3 3 1 it
€T = _— = — JE——
cosz + 3tanx  t=sinz 1+ 3t —t2 212 —3t—1 2t2—-3t—-1

1 3. |2t—3++/13
|3t —1]|— |2V
2 2 |2t—3—+/13

t? t 4t 1t 1 dt
d 2rsinfadr = /—dt:/——dt:——— _/—
(d) /cos rsin“zdr = (1+2)3 4(1+2)3 11+ ) + 1) arep

+c, c € R,

Lt tan)+ 2t 1 cer
= —————— | —arctan - ¢, c .
4(1+1t2)2 8 81 +¢2 ’
1 — ¢ 2t 2t 2
Exercice 17. Onacosz = ——,sinx = ——, tanz = —— et dr = ——dt, donc :
1+ ¢2 1+ t2 1—1¢2 1+ ¢2

@ /2 dz /1 2dt 2/1 dt 2 {a Ctan( t ﬂl T
_— —_— = — _— = — I —_— = —,
o 2+4cosz  J, 34+t2 3 ), 1+(¢L§)2 V3 V3/)1lo 3V3

5 da bodt ! dt
(b)/ 2+:/ —2:/ —
o 2—sinx o 1—t+1 0 (t—%) 43
4 [l

4

I

V3

© /I dx B /tang 2dt
o sinz—cosz++v2 Jo (1+V2)t22+2t+v2 -1

2 V-1 dt va-i dt
“ vl t2+2(\/_\1[)t+(\/§1)22(\/§1)/0 i+ V2 1)
1 2-1



