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Corrigé du TD 10 : Normes et Convexité

Exercice (x) 1 (Convexité)

Soit E un R espace vectoriel.

a) Soit F' un sev de E. F est-il un convexe de E?

b) On se donne un autre R espace vectoriel G et f € L(F, Q).

Poura € G, f'({a}) = {z € E, f(x) = a} est-elle une partie conveze de E?

Solution :
a) Oui. Prenons x,y dans F alors pour tout (\, ) € R? : Az + p.y € F.

Donc cette assertion est valide pour A € [0,1] et =1 — A donc ’F est bien convexe [l
b) Soient 2,y dans f~'({a}) et A € [0,1] alors, par linéarité de f :

fxz+ (1 =X). )—)\f() (1=XN).fly) =Xa+(1—=N).a=a.

Ainsi Az + (1= N).y € f1({a}).

Conclusion | f~'({a}) est une partie convexe de E ‘l

Exercice (xx) 1 (Convezité)
Soient f : R — R une fonction conveze et X = {(z,y) € R%,y > f(z)}.
Prouver que X est une partie conveze de R>.

Solution :

Soient a = (x,y) et b = (u,v) dans X ainsi que A € [0, 1].

Posons c = Aa+ (1 —A).b=(Ax+ (1 — AN)u, Ay + (1 — A\)v) et montrons que ¢ € X.

Ainsi, par convexité de f, f(Az+(1—N)u) < Af(z)+(1—\)f(u) puis, ’appartenance de a et b & X implique
f(z) <yet f(u) <wvdonc, en combinant, f(Az + (1 — Mu) < Ay + (1 — \)v.

Ceci montre que ¢ € X donc que| X est une partie convexe de R? ‘I

Exercice (xx) 2 (Convexité)
Soient E un R espace vectoriel et X une partie convexe de E.

n n
Etablir que, pour tout n € N* ¥(x1,...,xz,) € X", V(t1,....,tn) € [0,1]" tel que Zti =1ona th‘l’i e X.
i=1 i=1

Solution :

On va procéder par récurrence sur n € N*.

Pour n =1 c’est tautologique.

Supposons la propriété en vue, vérifiée a 'ordre n — 1, ce pour n > 2.
n

Soient (x1,...,2n) € X" et (t1,....,tn) € [0,1]" tel que Zti =1.

i=1
n—1

Etablissons que thxz € X. On posera S = Z t; €[0,1] et ainsi 1 — S = t,.
i=1 i=1
Si S =1 (soit t, = 0) alors ’hypothese de récurrence donne le résultat voulud

Si S =0, on est ramené au cas n = 1 donc validé aussi.
n n—1 —
t,
Sinon E tix; = S( E é:rz) + (1 — S)z,, et on observe, par (HR) (puisque g EZ = — =1 et que chaque

€ [0,1], ce par définition de S et aussi parce que (xy,...,2p—1) € X" 1) Pappartenance & X de

3 ~
F | S

1
z;) = y. Puis la convexité de X appliquée au couple (y,t,) € X2 et & A = S nous obtenons bien

ﬁ

[

N
|




n—1

t;
ue S —x;)+ (1 =98z, € X.
q (; 5@i) + (1= 8)n
La récurrence se poursuitil

Exercice (x*x) 1 (Mines)
b
Sotent E = C'([a,],C) et N : f € E — |f(a)|+/|f’|.

Montrer que N est une norme sur E et la comparer a HH([;I’]

Solution :

N est parfaitement définie puisque on peut intégrer toute fonction continue sur un segment.

La positivité de I'intégrale confirme celle de N.

Les linéarités de la dérivation et de I'intégrale donnent ’homogénéité de N.

Soit f € E telle que N(f) = 0 alors f(a) = 0 et |f'| = 0 sur [a,b] (intégrale nulle d’une fonction continue
positive entraine la nullité de la fonction). Donc f est constante sur [a,b] et nulle en a. f est la fonction
nulle (séparation).

L’inégalité triangulaire provient de cette méme propriété pour |.| et de la croissance de I'intégrale.

Bilan : ’ N est une norme sur F ‘D

X
Observons ensuite que N(f) > |f(a)| +/ | '], ce pour tout f € E et tout = € [a, b].

Donc dans ce cadre, inégalité triangulairae(pour I'intégrale) oblige et par théoreme fondamental du calcul
intégral :

xX
N(f) > |f(a)| + |/ Fl=1f(@)]+|f(x) = f(a)] > |f(x)] ( ce dernier point par inégalité triangulaire pour

le module). ‘

Finalement ’Vw € [a,b, N(f) > |f(z)] ‘ et, par les bornes atteintes appliquées a la fonction f qui est bien

continue sur le segment [a, b] et a valeurs réelles, il vient que | N(f) > max(|f(x)|) = || f||§;b] . Cette inégal-
z€[a,b]

L2 . . . b
ité constitue un premier pas dans la comparaison entre les normes N et H||([; 0
int

Ensuite posons f, : t € [a,b] — qui est, pour tout n > 1, un élément de FE.
1 1

Pour tout n > 1: N(f,)=—+b—aet ||fn\\[o‘gb] =—.
n n

On voit donc que la suite (N(f,)) ne converge pas (il est tacite que b > a) vers 0 alors que la suite (|| fn||([;’b})

oui. Il en résulte que ’ ces deux normes ne sont pas équivalentes ‘l

Exercice (xxx) 2 (Centrale)

Soient a réel et E =R[X] et N, : P € E — |P(a)| + o |P'|.

i) Montrer que N, est une norme sur E.
it) Etablir que si (a,b) € [—1, 1]2, N, et Ny sont équivalentes.
iii) Que dire si a € [—1,1] et |b] > 17

Solution :

On pose pour simplifier M = H.||([;1’H, il s’agit, on le sait, d’une norme sur E.

i) La définition de N vient de la continuité des fonctions polynémes et du théoréme de Weierstrass sur le
segment [—1,1].

Positivité, homogénéité et inégalité triangulaire découlent de la relation N,(P) = |P(a)| + M (P), ce pour
tout P € E et tout réel a et des propriétés analogues pour |.| et M.

Occupons nous de la séparation : soit P € E tel que N,(P) = 0 alors a est racine de P et P est constant
donc P = 0.

’ N, est une norme sur F pour tout reél a ‘I

ii) L’inégalité des accroissements finis, appliquée & P € E sur [—1, 1], donne |P(a) — P(b)| < M(P)|a — b|,
ce pour tout (a,b) € [~1,1]>.

Par inégalité triangulaire et de ceci on déduit que :

Na(P) = [P(a)| + M(P) < |P(b)] + [P(a) - P(b)| + M(P) < |[P()] + (14 |a—b)M(P) < (1+|a— b)) Ny(P)




et similairement Ny(P) < (14 |b — a|)Ny(P).

Ainsi les normes N, et N, sont équivalentes si (a,b) € [—1,1]? ‘l

n

1
iii) Posons, pour n € N*, P, = —-. De facon évidente M(P,) = — et P,(a) — 0 si n — oo donc la suite
n n
b \”

(No(Pp))n converge vers 0 alors que Ny(P,) > —5 — +00 par croissance comparée ( |b| > 1).
n?

Il en résulte que dans ce contexte ’ N, et Ny ne sont pas équivalentes ‘I

Exercice (x*xx) 1 n est un entier naturel non nul et ax, by, 1 < k < n désignent des réels.

1 1
1) On se donne deux réels strictement positz’fs p et q tels que : — 4+ — = 1.
p q

q
a) Etablir que pour (z,y) € R%, zy < <Z -|— L
p q " .
b
b) En déduire , en posant ,lorsque c’est possible, x = ]a;]’ y= ‘Sk” , Z lax|P) p g = (Z |bk|q)1/q,

k=1
dans linégalité précédente que ( inégalité de Holder) :

Zak;bk Z\ak\p YH( Z|b |94 (x
¢) En wilisant deux fois (x) , établir que :

(D law + b)) P < (D7 lawlP)P 4 (3 1bl”) /P ()

k=1 k=1 k=1

2) Soit a > 0, pour x = (x1,....,x,) € R, on pose N, ( Z lak|) 1/0‘

a) Ezpliquer pourquoi dés que a > 1, N,, définit une norme sur R”
b) Que penser du cas o < 17

Solution :
p q .

x

1)a) Bloquons y et étudions f: oz € Ry — — + LA xy qui est dérivable avec f'(z) = 2P~ —y.
p q

La relation entre p, ¢ implique que p > 1 et f présente un minimum en yl/ p=1

_p_ _p_ 1 1
Comme f(y"/P~) = —y# T 4+ —y¢ — y#T = 0 puisque g = Ll e
p q - q
De ce constat, il résulte que ; ce qui est 'inégalité demandee.

Elle semble due a ’Young, phycisien (fente de Young?) anglais ‘D

Une solution plus rapide mais plus savante consiste a comparer les logarithmes de 1'inégalité a prouver et a
utiliser la concavité sur R’ de la fonction Inll

b) Si S =0 ou S =0 alors (x) se réduit & 0 < 0 donc s’en trouve vérifiéel]

Sinon par inégalité triangulaire et applications répétées du a) :

Qg bk af bk " 1 af p i 1 bk g
< < — = — =
ss'*z ss'*kz::lps +kzlq 5
a b - by q_ 1 o, 1 1
Donc k:1§§ Szﬁgml quwkl gis =T =t
Soit enfin Zakbk < S8, ce qui est (x).
k=1

Cette vilaine inégalité, connue sous le nom d’inégalité de Holder, est donc une généralisation de 'inégalité
de Cauchy-Schwarz (p = ¢ = 1/2).
n

c) Partons de > (|ag| + [bg|)? Z lag| + [br)P ™" ag| + Z |ag| + |be)P ! [br] et, & aide de (%)
k=1 k=1 k=1

n n 1/’1 n n
Z (Jar| + [b&])P~ lwamz lak] + x| )P |by] < (Z |ax| + |bg]) 96 ) ((Z |ak|p>1“’+<2bklp>””)'
=1 k=1 k=1 k=1

k=1

n
On remarque alors que g(p — 1) = p et, en posant T' = Z (lak] + |bk|)?, il vient :
k=1




n n

T < T4 %« ((Z |ak|p)1/p + (Z ’bk|p)1/p>'

k=1 k=1
Si T =0, tous les a; et by sont nuls et ce que 'on doit démontrer est une évidence.

1 1 n n
Si T >0 : toujours avec — + — = 1, on obtient T/? < (( E |ag|P)P + ( g bg|P) /7 | et
p q k=1 k=1

n
puisque 17" > Z lag, + bg|”, V'inégalité (xx) (dite de Minkowski) en résultel
k=1
2)a) Si a = 1, ¢’est une norme usuelle.

o 1
Sia>1alorsenposantp:aetq:71>O,onabienf—i—f:1.

- P q
DONC (xx) fournit I'inégalité triangulaire pour N, ce qui est le point dur; la vérification des autres pro-
priétés étant facilel
b) On peut penser que non. Supposons malgré tout que N, soit toujours une norme sur R" alors sa boule
unité fermée, notée B,serait une partie convexe de cet espace.

Nous allons montrer qu’il n’en est rien en prenant les deux premiers vecteurs de la base canonique de R" a

savoir e; et es qui sont bien sir éléments de B,. Si B, était convexe, r = 561 + 562 devrait appartenir a

cette méme boule, autrement dit on aurait N,(z) < 1.

—« a
Or N,(z) = 255 > 1 puisque 2 > 1 et I'exposant est strictement positif.

Ainsi notre boule unité fermée n’étant pas convexe : ’Na n’est pas une norme si o < 1 [l




