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_Feulille d’exercices 3
ELEMENTS DE CORRECTION

Exercice 1.

e Vx € R, f(—2) = (—2)*+1=212+1= f(z), donc f est paire. Elle n’est pas périodique.
2 x (—y) 2y o o
e Vy eR, g(—y) = = — = — , donc ¢ est impaire. Elle n’est pas périodique.
y 9(=y) = 1 y—r 54 9(y) g p pas périodiq
e Vx € R, h(—x) = sin’(—xz) = (—sin(z))? = sin®(x) = h(x), donc h est paire.
De plus : Vo € R, h(x + 7) = sin*(x + 7) = (—sin(x))? = sin®(z) = h(x), donc h est 7-périodique.
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o Vte D, i(—t)= = = i(t), donc i est paire.

cos(—2t)  cos(2t)

1
Deplus : Vt € R, i(t +7) =

cos(2(t +)) - cos(2t))

= i(t), donc i est w-périodique.

Exercice 2. Comme f, est paire, la courbe de f a pour axe de symétrie I’axe x = a.

Comme f;, est impaire, la courbe de f a pour centre de symétrie le point (b, 0).

Notons 6 = b — a. La courbe de f a alors pour axe de symétrie « inversé » I’axe x = b + 9, puis pour centre de
symétrie « inversé » le point (b + 26, 0), puis pour axe de symétrie « non inversé » ’axe = = b + 3.

La fonction f est ainsi périodique de période b + 30 — a = 46 = 4(b — a).

Exercice 3. La courbe de g est obtenu a partir de celle de f par dilatation de facteur —1 verticalement (c’est-
a-dire par symétrie selon I’axe Ox) puis par translation de 2 unités verticalement.

Exercice 8. On procede par analyse-synthése. Supposons qu’il existe f solution. On dérive selon x : V(x,y) €
R?, f'(x +y) = f'(x). Par conséquent, f’ est constante, donc f est affine. Soient a,b € R tels que f(z) =
az +b. Alors : V(z,y) € R? a(z +y) +b=ax + b+ ay + b, donc 2b = b, donc b = 0. Donc f est linéaire.
Réciproquement, si f est linéaire, alors f est solution.

Exercice 9.

(a) Supposons f paire. Alors : Vo € R, f(—z) = f(z), donc, en dérivant : —f'(—z) = f'(x), donc f’ est
impaire.
La réciproque est vraie : supposons f” impaire, alors : Vo € R, f'(—z) = —f'(z), donc f(—z) = f(z)+c.
En particulier, f(0) = f(0) + ¢, donc ¢ = 0, donc f est paire.

(b) Supposons f impaire. Alors : Vo € R, f(—xz) = —f(x), donc, en dérivant : —f'(—x) = — f(z), donc f’
est paire.
La réciproque est fausse, par exemple pour f : 2 — 2> + 1 : f’ est paire, mais f n’est pas impaire.

(c) Anouveau:Vz € R, f(z+T) = f(z), donc, en dérivant : f'(x +T) = f'(x), donc f’ est T-périodique.

Exercice 10.

2 {9y 42
e D,=D,=R.VzeD, i'z) = —— T

(22 +3x+1)%
e D;=D;=R\{-3}.Vo € D), j(x) =z —2donc j'(z) = 1.
)
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e D,=R, D =R\{1,2}.Ve e D, m'(z)= siz €]1,2], sinon.
24/|z? — 3z + 2| 2/|z? — 3z + 2|
e D,=D, =R".VzeD,, n(z)=(1+In(z))z".
22z
ez _ (-2

e D, =[0,2], D, =0,2[. Vo € Dj,, p'(x) = 235  Va2-a)t
2—x o ’

T x
Dq = DZZ = R\ (5 + 7TZ> Vx € D/q7 q/(x) = <tan($) + COS2(£)) ettane

D= D el Ve € 2, o) = M < EEEE

Exercice 11.

. (1—-x)e” —1
Onpose g : x +— (1 —x)e” — 1, alors g est dérivable sur Ret: Vo € R, ¢'(z) = —2e* <0siz >0,>0
si x < 0. Donc g admet un maximum en 0 égal a g(0) = 0, donc g est négative sur R.

Donc : Vz € Dj,, h'(z) < 0. Donc h est décroissante sur R* et décroissante sur R’,. De plus, hII(l) h(z) =
r—r

1, donc h est prolongeable par continuité en 0 par A(0) = 1; donc h est décroissante sur R. Enfin :
lim h(x)=+ooet lim h(z)=0.
T——00 T——+00
Ya

e Notons f = cotan. Dy = D} = R\ 7Z. Comme [ est m-périodique, on I’étudie sur 0, 7[. Vo €

2 _ 2 1
10, 7], f'(z) = S (95)2 cos®(x) = ———— < 0,donc f est décroissante sur |0, 7[.Ona: lim f(z)=
sin”(z) sin®(x) w0+
+ooet lim f(z) = —oc.
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Exercice 13.
(a) Soit f : z — In(1+x). Lafonction f est définie sur |—1, +oo et dérivable deux fois sur le méme intervalle.

Ona:Vr > —1, f”(x) = — 5 < 0, donc f est concave, donc est en-dessous de sa tangente en 0, a

(1+x)
savoir la droite d’équation cartésienne y = f'(0)(z — 0) + f(0) = x. Donc : Vo > —1, f(z) < .

(b) On applique la formule précédente a x = ig > —1:In (1 + ﬂ) < 2, donc (1 + E) < e%, et de méme
n n

. n n
1n<1—g>§—g,donce“§<1—g> )
n n n

Exercice 14. n
o Vz e R, f(r) = —sin(z) — %lsin(?)x), donc " (z) = Zsin(")(a:) - 31 sin™ (3x).
o Vz eR, ¢ (z)=(n—1)2" *In(z) + 2" 7,
gP(x) = (n—1)(n —2)z" 3In(x) + (2n — 3)z" 3,
et plus généralement : Vk < n — 1, Vo € R*, g™ (2) = apa" " FIn(z) + bpa" ', avec : ag = 1 et
bo :O, et:akH = (TL— 1 —k:)ak Ctbk_H = ag + (n— 1 —k)bk

—1)!
Onaalors : Vo € R*, ¢"(z) = (n—)’ puis : Vk > n, Vo € R, g™ (z) = (—1)"”’”(
x

| IS

n— 1!k —n)!

xk—n+1

Exercice 16. Montrer que la fonction  — x + sin(z) est une bijection de R dans R. f : z +— x + sin(x)
est usuellement dérivable sur R, avec : Vo € R, f'(z) = 1 + cos(z) > 0, = 0 sur 7 + 27Z. Donc [’ est
strictement positive, sauf en des points isolés, donc f est strictement croissante sur R. De plus f est continue
(car dérivable), donc, d’apres le théoreme de la bijection continue, f réalise une bijection de R dans f(R) = R.
Exercice 18.

xT

1
1 > 0, c’est-a-dire (¢ +1 >0ete®* —1>0)ou (e +1 < Oet
67) R
e’ —1 < 0), c’est-a-dire (x > 0) ou (impossible). Donc Dy = R,

(a) Le nombre f(x) est défini lorsque

. et 41 2e”
Par un calcul direct : Vo € RY, f(f(x)) =1In Z“_rl—l =1In (7) =z, donc f o f = Idg: .
er—1

(b) Comme f o f = Idg:, f est bijective de R* dans R, de réciproque f~! = f :la fonction f est une
involution.



Exercice 20. Soit f : £ — F une fonction impaire et bijective. Montrer que f~' est impaire. A-t-on un énoncé
analogue pour une fonction paire ? Soit y € F, soitx = f~'(y). Alors y = f(x), donc f(—x) = —f(x) = —v,
donc —z = fCV(—y), donc fCV(—y) = —f~1(y). Donc £~V est impaire.

Dans le cas ou f est paire,ona:Vx € E, f(—z) = f(x), donc, comme f est injective, z = —z, donc x = 0,
donc E = {0}. Il existe donc ¢ € R tel que f : {0} — {c} (f est donc définie par f(0) = ¢). Sa réciproque
(définie par =Y (c) = 0) est alors impaire si et seulement si ¢ = 0.



