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Devoir surveillé n° 1
CORRIGE

Exercice 1.

L@ E 1o, 11
. a aux .pouryr = —, r = — xr = —.
p 2’ 1 2

La négation de I’assertion s’écrit : 3z € R, 2? < z.
(b) Vrai:soitz > 0. Alors y = % convient, cary > Oety < x.
(c) Vrai: soit n € N. On procede par disjonction de cas :
e si n est pair, alors il existe & € N tel que n = 2k. Donc n(n + 1) = 2k(2k + 1), donc
p = k(2k + 1) convient.
e sin estimpair, alors il existe k& € Ntel que n = 2k + 1. Donc n(n+1) = (2k+1)(2k+2) =
2(2k +1)(k + 1). Donc p = (k 4+ 1)(2k + 1) convient.
Dans tous les cas, I’assertion (Ip € N, n(n + 1) = 2p) est vérifiée.
(d) Vrai:soientz < Oety > 0. Alors x < y, donc I'implication x > y = x > 2y est vérifiée.
2. Soit x € R. On a, respectivement :

(a)

-2 -10=0 & (z—-1°-1-10=0
& (z-1)7%=11
=

r—1=+vl1llouz—1=—v11
< r=14+v1louz=1—-+V11.

L’ensemble S des solutions est donc S = {1 — V11, 1+ V11}.
(b)
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4 42

L’ensemble S des solutions est donc S = {g, 4}.
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(c) Comme|2x—1|:2x—1six25,1—2xsix§

DN | —

1 1
& xZ—Qetx2§) ou (xz()etxgﬁ)

1 1
2—) ou (0§x§—>
2 2

x
> 0.

1 1
20— 1| <3z+1 < 2x—1§3x+1etx2§) ou 1—2x§3x+1etx§§)
=
T

~
L’ensemble S des solutions est donc S = R,.
5 3
(d) Cette équation est définie lorsque 3x + 5 > 0 et 2z — 3 > 0, c’est-a-dire x > —3 etx > 5

3 3
c’est-a-dire z > 7 Le domaine de définition de 1’équation est donc D = {5, +00 [ On a alors :

Vee D, V3zr+5<+vV2r—3 & 3x+5<2zx—3
& < =8

L’ensemble S des solutions est donc S =] — 0o, —8] N D = 0.

Exercice 2.
1. (a) Lorsque y = 0, (E) s’écrit directement : Vo € R, f(x — f(0)) =1 — x.
(b) Soitt € R. Posons z =t + f(0), alors :
f@) = ft+£0) = f0)) = flz = f(0) =1 -z =1—=(t+ f(0)) =1 =t — f(0).
(c) Poser a = 1 — f(0) convient.
2. (a) On a directement :

f(lﬁ—f(y))Zf(ﬁ—(—eroz)):—(x+y—a)+a:—x—y+2a.

1
(b) Ona:(E)<:)2a:14:>a:§.

(c) On a montré que, parmi les candidats a étre solution de (F) de la forme f : ¢t — —t + «, seule la

valeur o = 5 convient. L’équation (£) admet donc une et une seule solution, qui est la fonction

1
fit——t+ 5 L’ensemble S des solutions de (F) est donc :

f: R - R
5= t t+1 '
2

Nous venons d’effectuer un raisonnement par analyse-synthese.



Exercice 3.
k
1. Notons, pour tout & € N*, P, =~ ZJQ =

=1

k(k+1)(2k +1)
; .

1

Pour £ = 1 : d’une part, ZjQ =12 = 1; d’autre part,
j=1

Soit k € N*. Supposons P, vraie, montrons Py :

1(1+1)(2+1)

=1, donc P, est vraie.

Z]_Q _ k<k+1)6(2k+1)+(k+1)2:(k:+1)k(2k+1);6(k+1)
- (k+1)2k*+ Tk +6) (k+1)(k+2)(2k + 3)

6 B 6
Donc P, est vraie, donc Py est héréditaire.
Donc, par récurrence, Py est vraie pour tout k € N*.

Nk DRE+FD) T, ) 1 1 1 .
2.0naS = ==Y kK+3k*+k=-C+ =B+ = A par linéarité.
na kz:; G Z + + 3 + 5 + G par linéarité

6 k=1
3.0naS= Y =33 72=) (n-j+1)2=> (n+1);2—j*=(n+1)B-C.
1<j<k<n =1 k=) i=1 j=1

1 1 1
4. D’apres les questions précédentes, §O + §B + EA =(n+1)B—C,donc:

3 1 1
C = - —|B—-—=-A
1 \\"3 6
~ 2n+1ln(n+1)2n+1) n(n+1)
N 2 ) 8 16
_ 2 ED g 412 -
16
_ n*(n+1)?
4
5.
n n+1

k(k+1)(k+2) = g I(l—-1)({+1) enposant!=Fk+1
1=2
n+1

= Y -1
=2

(n+1)*(n+ 2)? _(r+1D(n+2)

_ (n—l—l)(4n—|—2) Q(n—i—l)(nQ—F 2) _1>
2 2
(n+1)(n+2)n*+3n

n(n + Dn + 20+ 3)

4




Exercice 4.

2 1
1. (a) Ona:.A:{ p;qr |(p,q)€Z><N*}.
. . . 2p+1
(b) Soit x € A. Soit (p,q) € Z x N* tel que = = 5
q

On raisonne par I’absurde : supposons que =z € Z. Alors 2p + 1 = 2qx. Dans cette égalité, 2p + 1
est un entier impair et 2z est un entier pair, ce qui est absurde. Donc x ¢ Z.
L’ensemble A ne contient donc aucun entier.

2. Supposons que S, € A, et montrons que S, 1 € A.

2 1
Soit (p, q) € Z x N* tel que S,, = p2—|—
q
Soit, d’autre part, r € N* tel que n = 2r.
Alors: 1 41 1 2p4D(@r41) 42
D+ D+ r+1)+2q
STL - S’I’L = = ,
i T 20 oyl 2q(2r + 1)
2p' +1 / :
donc S, 1 = 5o Avecp = 2pr +p+q+retq =q(2r+1). Donc S, 41 € A.
q
On a bien montré que, si S,, € A, alors S, 1 € A.
3. Notons, pour tout m € N, P(m) I’assertion « il existe p,,, ¢, € N tels que I, = 2])% ».
m
Pourm =0,onaly=1= X0 donc pg = 1 et ¢y = 0 conviennent.
Soit m € N, supposons P(m) vraie, et montrons P(m + 1).
Par hypothese de récurrence, il existe p,,, ¢, € N tels que 1,,, = 5 p,: T Alors :
qm
1 - 1 m(2m + 3) + (2¢m + 1
2m+3  2¢n,+1 2m+3 (2¢m + 1)(2m + 3)

donc i1 = pm(2m + 3) + (2¢m + 1) et ¢na1 = 2mqy, + 3¢ + m + 1 conviennent.
Donc P(m + 1) est vraie. On a montré : Vm € N, P(m) = P(m + 1).
Comme P(0) est vraie et que : Vm € N, P(m) = P(m+1), d’apres le principe de récurrence, P(m)
est vraie pour tout m € N.
4. (a) On a directement :

1 m+1 1 m 1 2m—+2 1 2m—+2 1 2m+2 1
pSma t i =D gp 4D s 2 gt 2 g Fo
k=1 k=0 k=1, k pair k=1, k impair k=1
(b) Supposons que S, 11 € A, et montrons que 5,41 € A.
2 1
Soit (p,q) € Z x N* tel que S,,,41 = p2+
q
. Pm
Soit, d’autre part, (P, ¢m) € N? tel I, = )
oit, d’autre part, (P, Gm) el que 50 1 1
Alors, d’apres la question précédente :
12p+1 P (2p + 1)(2¢m + 1) + 4qpm
Sn+1 = SQm+2 =3 + = )
2 2q 2qm +1 49(2¢m + 1)
2+ 1

donc S, 41 = ,avee p' = 2pgm + P+ G + 2qpm €t ¢ = 2¢(2¢,, + 1). Donc S,,, ;1 € A.

2q’
On a bien montré que, si S,,11 € A, alors S, 1 € A.



5. Notons, pour tout n > 2, P(n) I’assertion « S,, € A ».
1 3 .
Pourn =2,onaSy; =1+ 53 € A, donc P(2) est vraie.
Soit n > 2. Supposons P(2), P(3), ..., P(n) vraies, et montrons P(n + 1).
On procede par disjonction de cas :
e Si n est pair, alors, d’apres la question 2, comme P(n) est vraie, alors P(n + 1) est vraie,
e Si n est impair : posons n = 2m + 1 avec m € N*. Par hypothése de récurrence, P(m + 1) est
vraie (car 2 < m + 1 = n —m < n), donc, d’apres la question 4b, P(n + 1) est vraie.

Dans tous les cas, P(n+1) est vraie. On a montré : Vn > 2, (P(2)AP(3)A---AP(n)) = P(n+1).
Comme P(2) est vraie et que : Vn > 2, (P(2) A P(3) A--- A P(n)) = P(n + 1), par récurrence
forte, P(n) est vraie pour tout n > 2.

Onadonc:Vn > 2, S, € A; donc, d’apres la question 1b : Vn > 2, S,, ¢ N.



