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Calculs de limites

Exercices de cours

Travaux dirigés

@ Soit (uy) la suite définie par ug =0 et :

Upt+1 = V6 + uy,

a. Démontrer que (u,) est bien définie.

Vn eN

b. Démontrer que (u,) est majorée et croissante.

c. Démontrer que (u,) et convergente et donner sa
limite.

d. On suppose maintenant que ug = 4.

Démontrer que la suite (u,,) tend vers +oo.

@ Démontrer 1’équivalence :

1—cosu

[\J‘QM

o
@ Démontrer que pour tout o € R :

(1—&—:5)"61—#0436—1—0(:10)

@ Calculer les limites suivantes.

I 3—a3 b 1 2z
a. lim ———— . lim ——
z—+oo 422 — 2z + 1 z—+o0 T\/T + 5
_ 3 _9)2
¢ lim Y-z A lim ST Fe—2°
z—+o0 /T +Inz z——oo  (x—1)8
e. lim ¢ f. c

z—+oo 35 — 1

z—1\E
g. lim ( )
xr—1 T + 1

2

z \ =
i. lim
z—+o00 (x + 1>

@ Etudier le comportement & I'infini des suites sui-

vantes.
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Soit (uy,) la suite définie par ug =1 et

VneN  upsr = f(un)
ou f est la fonction définie sur R — {—%} par :
fle) = 351

a. Etudier les variations de f.

b. Démontrer que (u,) est bien définie et incluse
dans l'intervalle [%, 1] .

c. Démontrer que (u,) converge et calculer sa li-
mite.

d. Soit maintenant v,, la suite définie par :
1

Up = —.
Up — 3
Démontrer que v, est bien définie et exprimer

vp41 en fonction de v,,.

Vn €N

e. En déduire le terme général de la suite (uy).
Démontrer de nouveau qu’elle converge et retrou-
ver sa limite.

f. Donner un équivalent de u,, — ¢, ou £ = lim u,,.

On définit la suite (up)nen en posant ug = 1 et

pour tout n € N : w4y =1+ %

On pose f(z) =1+ 2.

a. Justifier que lintervalle I = [ug,u;] est stable
par f, et en déduire que la suite (u,) est bien
définie et bornée.

b. Décrire les variations de la suite (uy,).

c. Décrire les variations de g = f o f.

En déduire que les suites extraites (us,) et
(u2n+1) sont convergentes.

d. Démontrer que la suite (u,) est convergente et
donner sa limite.

Soit (un)nen une suite définie par une valeur
up = 1et:

fu2 +7
Vn €N Upt1 = u”—’—%—l

Soit f:xz+— m%—l et g:z— f(x)—=.

a. Décrire les variations de f et de g sur R7, et
résoudre ’équation g(z) = 0.

b. Démontrer que la suite (u,)ncw est bien définie,
convergente, et donner sa limite.

c¢. Que peut-on dire si ug € [0,1]?



Etudier les limites des suites suivantes.
(n+a)(n+b)—n (a,b) € (R})?

aln n|b

b un = 2|2 %:{J (a,h) € (RY)?

n a|n

N
()

a. Up =

C. Uy = d. u, = V/1+cos?n
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n?—3 n
n—vn?+1
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m. u, = tan T tan —2% n. u, = eXmvnitl
n 2n+1

Donner une suite la plus simple possible équiva-
lente & chacune des suites suivantes.

3=

1
a. u, =en — 1 b.u, =c¢

oW . 1
c. un—nbln(n+2)2 d. u, = sin n—|—n T

e. U, =In(n+7)—In(n+3)

-1
f. un:tanm;n g. u, = In(2n® +5)
h.un:n%fl iup=2vn—vn+3
jooup = V3 -2 k.u,=vVnt+1—n
k
L. unz(nz ) avec k € IN

@ Soit a € R, et f et g deux fonctions définies au
voisinage de a.
a. Démontrer que :
f~g = [=g+olg).
(a) (0) (9)
b. En déduire :
tanz 4 tan 9z
im ——
z—0 tan z + tan 4x

On adopte la notation f(x) < g(x) pour signifier
a

£(z) = olg(@))

Ordonner les fonctions suivantes.

x
a. z, 22, Vz, Inz, zlnz, zln’z, ——  en +oo.
Inx
x
b. z, 2%, Vz, zlnz, zln?z, 2°Inz, —  en 0.
Inzx
1 1 1 1 1 Inz 0
c. -, —,—,Inz, ——  —  en0.
22 ' xlnx’ @
! er
d. n®, nl, nll, en, e, 2m, eV n3e™  en 4oo.

) ﬁa
Calculer les limites suivantes.
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e. lim (tanx)™" f. lim <n(—|—x)>
r—0+ T—+00 Inz
N3 .
g. lim S xx h. lim — s (a>1)
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@ Donner des équivalents simples de chacune des
fonctions suivantes au point a indiqué.

2z + 3)*
a.f(x):((;j_l))2 a=0,a=1,a=+4
\in2
b. f(x):blzsx en a=0
esinw_l
C f(x):m en a=20
sin(nz) cos(mx
d.f(x):% en a=0
avec (m,n) € IN*?
1
e.f(a;):%xl)3 en a=0 et a=+4o0

f. f(z) =25"% — 1 en a=0"

g. g(x) =cosvx —1 en a=0"
h. h(z) = 2% —cosy/z en a=0"
i. f(z) =tanz en a:g



