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1 Matrices

1.1 Définition

On appelle matrice de taille m×n un tableau rectangulaire de nombres comportant m lignes
et n colonnes

Définition 1.

On représente souvent une matrice entre parenthèses, ou crochets.

� Exemple 1:

A =

(

2 1 3
0,5 4 1

)

est une matrice à 3 colonnes et 2 lignes, on dit donc qu’elle est de taille 2× 3.

NOTATION :
On note Mm,n(R) l’ensemble des matrices de taille m× n à coefficients dans R.
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2 OPÉRATIONS LINÉAIRES Chap 13

• Une matrice ligne est une matrice qui ne comporte qu’une seule ligne.

• Une matrice colonne est une matrice qui ne comporte qu’une seule colonne (c’est un
vecteur !).

• Une matrice carrée de taille n est une matrice de taille n× n

Définition 2 (Cas particuliers).

� Exemple 2:

Donner une matrice ligne à 3 colonnes, une matrice colonne à deux lignes et une matrice carrée de
taille 3.

NOTATION :
L’ensemble des matrices carrées de taille n à coefficients dans R se note Mn(R).

1.2 Écriture générale d’une matrice

Une matrice A de taille m× n peut s’écrire sous la forme :

A =















a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
am−1,1 am−1,2 · · · am−1,n

am1 am2 · · · amn















Les nombres aij avec 1 6 i 6 m et 1 6 j 6 n ou ai,j s’il peut y avoir confusion, s’appellent les
coefficients de la matrice.
On note A = (aij)16i6m

16j6n
. Le coefficient aij étant placé à la ième ligne et la jème colonne.

Dans une matrice carrée de taille n, on appelle coefficients diagonaux les coefficients aii pour i entre
1 et n.

Si A = (aij)16i6m
16j6n

∈ Mm,n, alors la matrice transposée de A, qui se note At, est la matrice

(aji)16i6m
16j6n

∈ Mn,m.

Les lignes de A correspondent aux colonnes de At.

Définition 3 (Transposée).

2 Opérations linéaires

Les matrices vérifient les mêmes règles d’opération/multiplication par un réel que les vecteurs.
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3 MULTIPLICATION DE MATRICES Chap 13

2.1 Addition de deux matrices

Si A = (aij) et B = (bij) sont deux matrices de même taille m× n, alors on définit la matrice
A+B par A+B = (cij) où cij = aij + bij pour tout 1 6 i 6 m et 1 6 j 6 n.

Définition 4 (Addition).

On ajoute « terme à terme ». Attention : les matrices doivent être de même taille.

� Exemple 3:





1 3
−5 2
0 1



+





−5 2
0, 1 −3
−1 0



 =

2.2 Multiplication par un réel

Si λ ∈ R et A ∈ Mm,n(R), A = (aij) alors on peut définir la matrice λA par λA = (dij) où
tout dij = λ pour tout 1 6 i 6 m et 1 6 j 6 n.

Définition 5 (Multiplication par un réel).

On multiplie tous les termes.

� Exemple 4:

−2×
(

1 3 4
−5 2 −1

)

=

Ainsi, l’ensemble des matrices Mm,n(R) est stable par addition, et par multiplication par un nombre
réel (comme les vecteurs).

Les règles de priorité sont les mêmes avec les matrices qu’avec les nombres réels, ou les
vecteurs :

• ∀λ, µ ∈ R, et ∀A,B ∈ Mm,n(R), λ(µA) = (λµ)A et λ(A+B) = λA+ λB.

• On peut donc définir la différence entre deux matrices : A−B = A+ (−1)×B.

• L’élément neutre de l’addition dans Mm,n(R) est la matrice de taille m × n composée
uniquement de 0, on la notera 0m,n.

Remarque 1.

3 Multiplication de matrices

On peut également définir le produit de deux matrices.
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3 MULTIPLICATION DE MATRICES Chap 13

3.1 Multiplication d’une matrice ligne par une matrice colonne

À mettre en parallèle avec le produit scalaire entre deux vecteurs.

Soit n ∈ N
∗. Si A ∈ M1,n(R) une matrice ligne et B ∈ Mn,1(R) une matrice colonne,

alors on définit

A×B =
[

a11 a12 · · · a1n
]











b11
b21
...

bn1











= a11 × b11+a12 × b21+ · · ·+a1n × bn1 =
n
∑

k=1

a1kbk1 ∈ R

Définition 6.

� Exemple 5:

(

1 3 −4
)

×





−1
2
0



 = 1× (−1) + 3× 2− 4× 0 = 5

Pour définir une multiplication entre un vecteur ligne et un vecteur colonne, il faut nécessairement
que le premier ait le même nombre de colonnes que l’autre de lignes.

Le produit scalaire défini en 1S dans le plan et en TS dans l’espace est un produit matriciel :
~u ·~v = V ⊤ ·U , où U et V sont les vecteurs ~u et ~v représentés comme des matrices colonnes.

Remarque 2.

3.2 Multiplication d’une matrice par une matrice colonne

On peut multiplier une matrice A ∈ Mm,n par une matrice colonne B ∈ Mn,1. On obtient alors une
matrice colonne C ∈ Mm,1.

Chaque ci =

n
∑

k=1

aikbk.

◮ EXERCICE 1 Effet de la multiplication à droite sur les colonnes
de la gauche
Effectuer les produits AB suivants :

B =





1
0
2



 si A =

(

2 4 −1
1 −2 5

)

et si A =





2 4 −1
1 −2 5
3 1 1





◮ EXERCICE 2

Soit A =

(

2 1
0 −1

)

Effectuer A×
(

1
0

)

, A×
(

0
1

)

et A×
(

x

y

)

.
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3 MULTIPLICATION DE MATRICES Chap 13

3.3 Cas général

Si A = (aij) ∈ Mm,n(R) et B = (bij) ∈ Mn,p, alors le produit AB = (cij) est la matrice de
taille m× p telle que

∀i ∈ J1 ; mK, ∀j ∈ J1 ; pK cij =

n
∑

k=1

aikbkj

Définition 7 (Produit de deux matrices).

Illustration :

×













cij

j

n lignes
























n colonnes

i













=













cij













Le produit de deux matrices n’est pas commutatif : en général, AB 6= BA.

Le vérifier à la main puis à la calculatrice avec A =





2 1 3
1 4 2
−1 3 1



 et B =





3 2 1
2 3 −1
0 1 −5



.

On ne peut pas « simplifier » par une matrice de façon brutale, comme on le fait avec les
réels. Cela est dû au fait que l’inversion (ou la division) n’est pas une procédure généralisable
comme chez les réels.

Remarque 3.

◮ EXERCICE 3 Matrices triangulaires

1. Soit la matrice A =





0 a b

0 0 c

0 0 0



, où a, b et c sont trois nombres réels.

(a) Calculer A2 et A3.

(b) Que vaut An pour tout entier n > 3 ? Le justifier.

2. On se donne A =





2 1 0
0 2 1
0 0 2



.

(a) Écrire A sous la forme D+ T où D est une matrice triangulaire et T une matrice strictement
triangulaire.
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3 MULTIPLICATION DE MATRICES Chap 13

(b) Vérifier que D et T commutent, puis calculer T 2 et T 3.

(c) Démontrer que, pour tout n ∈ N,

An = 2n · I3 + n× 2n−1 · T + 2n−2 × n(n− 1)

2
T 2

◮ EXERCICE 4
On étudie la population d’une région imaginaire. Le 1er janvier 2013, cette région comptait 250 000 ha-
bitants dont 70 % résidaient à la campagne et 30 % en ville.

L’examen des données statistiques recueillies au cours de plusieurs années amène à choisir de
modéliser l’évolution de la population pour les années à venir de la façon suivante :

• l’effectif de la population est globalement constant,

• chaque année, 5 % de ceux qui résident en ville décident d’aller s’installer à la campagne et 1 %
de ceux qui résident à la campagne choisissent d’aller habiter en ville.

Pour tout entier naturel n, on note vn le nombre d’habitants de cette région qui résident en ville au
1er janvier de l’année (2013 + n) et cn le nombre de ceux qui habitent à la campagne à la même date.

1. Pour tout entier naturel n, exprimer vn+1 et cn+1 en fonction de vn et cn.

2. Soit la matrice A =

(

0, 95 0, 01
0, 05 0, 99

)

.

On pose X =

(

a

b

)

où a, b sont deux réels fixés et Y = AX.

Déterminer, en fonction de a et b, les réels c et d tels que Y =

(

c

d

)

.

Les résultats précédents permettent d’écrire que pour tout entier naturel n,

Xn+1 = AXn où Xn =

(

vn
cn

)

. On peut donc en déduire (par une récurrence immédiate) que pour tout

entier naturel n, Xn = AnX0.

3. Soient les matrices P =

(

1 −1
5 1

)

et Q =

(

1 1
−5 1

)

.

(a) Calculer PQ et QP . En déduire la matrice P−1 en fonction de Q.

(b) Vérifier que la matrice P−1AP est une matrice diagonale D que l’on précisera.

(c) Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 1, An = PDnP−1.

4. Les résultats des questions précédentes permettent d’établir que

vn =
1

6
(1 + 5× 0, 94n) v0 +

1

6
(1− 0, 94n) c0.

Quelles informations peut-on en déduire pour la répartition de la population de cette région à long
terme ?
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4 INVERSION ET APPLICATION AUX SYSTÈMES LINÉAIRES Chap 13

3.4 Application aux transformations géométriques

Dans un repère
(

O;~i;~j
)

, soient deux points A (xA ; yA) et B (xB ; yB) et soit un vecteur

−→u
(

a

b

)

• B est l’image de A par la translation de vecteur ~u si et seulement si
(

xB
yB

)

=

(

xA
yA

)

+
(

a

b

)

• B est l’image de A par la rotation de centre O et d’angle θ si et seulement si
(

xB
yB

)

=

(

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)(

xA
yA

)

.

La matrice
(

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)

est appelée matrice de rotation de centre O et d’angle θ.

• L’image du vecteur ~u par la rotation d’angle θ est le vecteur
(

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)(

a

b

)

.

Propriété 1.

◮ EXERCICE 5
On considère dans le plan muni d’un repère orthonormal

(

O;~i;~j
)

le point A
(√

3 ; 7
)

.

1. soit −→u
(

4
−5

)

, déterminer les coordonnées de B image de A par la translation de vecteur ~u.

2. Donner les coordonnées de C, image de A par la rotation de centre O et d’angle
π

4
.

4 Inversion et application aux systèmes linéaires

4.1 Inverse d’une matrice carrée

On appelle matrice identité de taille n la matrice notée In qui a tous les coefficients nuls, sauf
ses coefficients diagonaux, qui sont tous égaux à 1.

Définition 8.

In =











1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
... 0

. . .
...

0 . . . 0 1











C’est l’élément neutre de la multiplication :

∀A ∈ Mn(R), A× In = In ×A = A
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4 INVERSION ET APPLICATION AUX SYSTÈMES LINÉAIRES Chap 13

� Exemple 6:

I2 =

(

1 0
0 1

)

, I3 =





1 0 0
0 1 0
0 0 1





Étant donnée une matrice carrée A de taille n, s’il existe une matrice B ∈ Mn(R) telle que
AB = In ou BA = In, alors on dit que la matrice A est inversible et que B est la matrice

inverse de A.

Définition 9.

NOTATION :
la matrice inverse de la matrice A est notée A−1.
Méthode d’inversion par le pivot de Gauss

On accole la matrice I à droite de la matrice A et on effectue les opérations du pivot de Gauss pour
obtenir la matrice I à gauche. Si A est inversible, alors on obtiendra au final la matrice A−1 à droite et
la matrice I à gauche.

� Exemple 7:

A =





2 1 0
0 1 −1
1 0 1









2 1 0 1 0 0
0 1 −1 0 1 0
1 0 1 0 0 1



 ∼





1 0 1 0 0 1
2 1 0 1 0 0
0 1 −1 0 1 0



 ∼





1 0 1 0 0 1
0 1 −2 1 0 −2
0 1 −1 0 1 0





∼





1 0 1 0 0 1
0 1 −2 1 0 −2
0 0 1 −1 1 2



 ∼





1 0 0 1 −1 −1
0 1 0 −1 2 2
0 0 1 −1 1 2



 A−1 =





1 −1 −1
−1 2 2
−1 1 2





◮ EXERCICE 6
Inverser les matrices suivantes en utilisant le pivot de Gauss :

A =





1 2 0
0 −1 2
1 1 1



, B =





1 2 −1
0 −1 2
1 2 4



 et C =

(

3 1
4 2

)

4.2 Application aux systèmes

4.2.1 Étude d’un exemple

Considérons le système :

(S)

{

3x+ y = 2
4x+ 2y = 1

Appelons X la matrice
(

x

y

)

et B =

(

2
1

)

1. Déterminer la matrice A ∈ M2(R) telle que (S) ⇐⇒ AX = B.

2. Donner l’inverse de la matrice A : A−1

3. En déduire la solution du système AX = B.
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4 INVERSION ET APPLICATION AUX SYSTÈMES LINÉAIRES Chap 13

4.2.2 Cas particulier de la taille 2

Soit une matrice A ∈ M2(R), A =

(

a b

c d

)

A est inversible si et seulement si ad− bc 6= 0
(ad− bc est appelé le déterminant de la matrice A (on note detA = ad− bc)).

Dans ce cas, l’inverse de A est la matrice A−1 =
1

ad− bc

(

d −b

−c a

)

♥

Propriété 2.

4.2.3 Cas général

Un système linéaire de n équations à n inconnues x1, · · · , xn :














a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = y1
a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = y2

. . .

an1x1 + an2x2 + . . .+ annxn = yn

peut s’écrire sous forme matricielle AX = Y , où A = (aij) ∈ Mn(R) et et X = (xi) ∈ Mn1(R)
et Y = (yi) ∈ Mn1(R).
La matrice A est inversible si et seulement si le système admet une solution unique X =
A−1Y .

Propriété 3.

◮ EXERCICE 7

On considère le système S :







x− y + z = 3
x+ y − z = −1

−x+ y + z = 5

1. Écrire le système sous forme matricielle AX = Y

2. Déterminer l’inverse de A.

3. En déduire la solution du système.
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