Lycée Bellevue — Toulouse Année 2026-2027
MPSI - PCSI

Corrigé du cahier de vacances

Mathématiques

I. Calculs

Exercice 1. Simplifier les fractions suivantes.

84 9% 52 x 34 9 5 d_1+1+1+1+1

“= 30 T ¥ x2l “T5 79 T T T3y
_22><3><7_14 b 32 x2x17 . 3x17 51
2%x3x5 5 B x3xTxH2 24x52xT7 2800
-5 (9-5)(9+5) 56 d_60+30+20+15+12_g
O9x5 45 45 N 60 60

Exercice 2. Soit z, y, 2z trois réels. Simplifier les fractions suivantes, en supposant
qu’elles sont bien définies.

1 1 1 1 1 1 1
a= + b= —+—+— c=—1—1 d=14+-—F

rT—Yy Tty Ty  xrZz Yz sty T3 L+ =7

@ty +@—y 2 o TTytz

(@ —y)z+y) 22—y xyz

xyz 3r + 2
C=—- d:

xy +xz+yz 2041
Exercice 3. Comparer (i.e., dire quel est le plus grand) :

7 6 4 6 25 51
=— e d== b=— et bV =— =— e J=—
“Te U YT 9 ° 13 T % T 100

2| |
d="1 i et d=2 + avec x réel positif.

z+1 z2 41

a>1 e ad <1 donc a>d.

4x13-6x9 2(26-27) -2
/ — — /
b=b=—913 ox13 oxi3 0 donc b<b
95 x 100 — 51 x 4 2 _ (50 — 1 1
. 25x100-51x49 50— (50 + (50— 1) _ 0 deme e

49 x 100 4900 4900
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Corrigé du cahier de vacances - Maths pour la MPSI et la PCSI I. Calculs

(22 4+1)? — (23 + 1) (z + 1)

1-d= (o + D)2+ 1)
42+l -t - - -1 —z(@?—22+1) —z(r—1)°
B (z+1)(22 4+ 1) @+ D)(2+1) (z+1)(22+1)

Comme x>0 alors d—d <0 donc d<d.

On peut ajouter que 'égalité d = d’ a lieu si et seulement si z = 0 ou = = 1.

Exercice 4. Résoudre dans R les équations suivantes.

a. 24+ —-6=0 b.224+3x+3=0 c. 1622 —8x+1=0
dz22+4z—-7=0 e. 22 —36=0 f. 322 +8x =0
g 12 —/13z+1=0 h. 23 — 522 + 142 = 0 i 5zt +7224+2=0

On note &, 'ensemble des solutions de ’équation a, et ainsi de suite.

Fo=1{2,-3} P =0 Fe={1} Fa={-2+V11,-2 - V11}

S = {—6,6} car =36 << 1x=46

S ={0,-3} car  3?+8=0 <= z(Bzx+8)=0
< =0 ou 3z+8=0

S = {0} car 3 —522 4+ 14r =0 <= z(2*—5x+14)=0

S=0 car 'équation est équivalente & 22= -1 ou 2?= —%.

Exercice 5. Résoudre les inéquations suivantes.

a. x> +6x—16<0 b. 422 + 20z + 25 <0 c.2224+x+1>0

a. L’équation 22 +6z—16=0 admet —8 et 2 pour solution donc ¥, =]-8,2][.

b. L’équation 422 +20x +25=0 admet —g pour unique solution donc %, = {

_5
57

c. L’équation 202+ 2+ 1=0  n’admet pas de solution donc . =R.

Exercice 6. Résoudre les équations et le systeme suivants.

322 — 182 +24=0 b. =_
& ot v s—1 1 z+2 2

a. L’équation équivaut & 2* —6x+8=0 donc %, ={2,4}.
b. L’équation équivaut & 2*—3zx—4=0 donc % ={-1,4}.

1 1 1 {x+y:§
C.
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I. Calculs

c. x et y sont les solutions de I’équation X2 — %X +1=0.

Le discriminant de celle-ci est :

A=E) -1=FE-)(E+) =55 =0)

1(74 4 24\ _ 37412
2(35i35)_ 35

Les solutions sont soit % et ?
, : . _[(5 T\ (7 5
L’ensemble des solutions du systéme est . = {(;, 5), (5, ;) }

7

C’est-a-dire x = % et y = ¢ ou l'inverse.

Exercice 7. Résoudre les équations suivantes.

a. 22 +472x — 473 =0 b. 522 + 23z + 26 = 0

Pour ceci deviner une solution évidente, puis utiliser la somme et le produit.

a. 1 est solution évidente de I’équation, le produit des deux solutions est —473, donc

l'autre solution est —473, et &, = {1, —473}

b. —2 est solution évidente de I’équation, le produit des deux solutions est
solution est —%, et F, = {_27 _%}

26
5

Exercice 8. Calculer :

101 99
= 107% — 93* h=—— —
¢ 99~ 101

c=192+112+22x 19 d=
a = (107 — 93)(107 + 93) = 14 x 200 = 2800

1012 -992 (101 —99)(101 +99) 400

99 x 101 9999 9999
c=19"+2x19 x 11 + 11* = (194 11)* = 900

C TIx141-70 70x 141+ 141—-70
S 70x 141 —71 70x141—-71

Exercice 9. Résoudre les équations suivantes.

, donc l'autre

n_ 1
70 141

- 71
1+ 70x141

a. 92> + 62+ 1=0 b. 292° + 29z —2 —1=0 c. (92 +7)* = (8z + 8)?
d. (5z + 8)* = (5 + 8)(2z — 7) e. 252% 4+ (5r +2)(4x +3) —4=0
a. 92 +6r+1=0 <= (Br+1)?=0 donc &, ={—3}
b. 2922 +29r —z—1=0 <= (292—1)(z+1)=0 donc S, ={-1,5}
c. Iz +T7)2=@08x+8)? < (Yr+7)?*—-8r+8)?*=0

= (z—-1)(17z+15) =0 donc Lo ={1,-12
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d. bx+8)?=0Br+8) 2z -7 <— (Br+8)?2—(5r+8)(2x—7)=0
— (e+8)Br+15)=0 donc Fy={-% -5}

e. 2522 + (bx +2)(4x +3) —4 = (5 + 2)(bx — 2) + (bx + 2)(4x + 3)
= (50 4+ 2)(9z + 1) donc  Fo={-2 -1

Exercice 10. Développer les expressions suivantes.

a=(z—2)*x+2)* b= (r+1)3 c= (x> +z+1)? d=(z—1)*
e=(x—1)(z+1)(z*+1)(z* +1) f=@E+vV2z+1)(z—v2z+1)
a= (22 —4)?=2" 822+ 16 b=a3+322 + 3z + 1

c=a"+22° 4+ 327 + 2z + 1 d=x*—42° 4+ 62° — 4z + 1

e=a%—1 f=@+1)?—(22)P2=22+1

Exercice 11. Simplifier les réels suivants.

VB b=3E-VE o= (V7)) d=(2+vE) o= (Vav2)

5_\/3 ’ 2 2
f=(B-3p gZ(«ﬁﬁ) h= (VB va)' = (VB +V3)
a=2V5 b=+2 c=28 d=7+4V3 e =18

f=|VB-3[=3-v5  g=4-v3  h=-8/3

Exercice 12. Simplifier les fractions suivantes.

_ V31 1 _ VB2 (V3

T VB-1 T VB V12 ‘a5 ~“\V6-1
V2 V3 1+ /10 3(7 + 2v/6)

a:2—l—\/§ b:7 ? c= 5 612275
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Exercice 13. Simplifier les réels suivants.
a:\/_—l\/§—|—1 b:\/x—2\/5+1><\/x+2\/§+1 oux = 0.
" @i;g ST e v )

Q

=

o

b=\(@+1)2- (2vz) =Va? + 1 -2z = |z — |

Exercice 14. Résoudre les équations suivantes.

a. |2z —1=5 b.|[4-3z|=-2 c |z+1]| =2z -4 d. (z +5)° = |z + 5|

C2r—1=5 = (2r-12=2
— 432 —4x—-24=0

— 22—-2-6=0 S =1{-2,3}
]4=3z[>20 et —2<0 donc #H =0
|z + 1| = |2z — 4] (x4 1)2 = (22 — 4)?
(x+1)2 — (20— 4)2 =0
2+ 5)Br—3)=0 . ={1,5}

. (x+5)2 =z +5

1101110

+52(z+4)(xz+6)=0  Fy={—6—5 —4}

Exercice 15. Résoudre les inéquations suivantes.

a. |z| <4 b. 22+ 3| <3 c.le+1>2 d. |1 —z| < |2 -z
Fo = [—4.4] P = [-3,0] S, =]—00, —3] U1, +o0]
Spd:}—oo,%] car N-z|<2-2] <= (1-2!<(2-2)? < xé%
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I1. Notions de base

Exercice 16. Soit = € }O, 5 [
Placer sur le cercle trigonométrique les angles z, —x, m — x et ™ + x.

Compléter les formules :

cos(—x) = cosw cos(m — ) = —cosx cos(m 4+ x) = —cosx
sin(—z) = —sinz sin(m —z) = sinz sin(m +x) = —sinx
Ceci d’apres la figure :
sinx
l l
l T— 1
l l
I X :
|
—cokx! Ttz —r 1 COPZT
| |
| |
| |
| |
: l
—sinzx
Exercice 17. Soit x € }0, 3 [
Placer sur le cercle trigonométrique les angles x, § —x et § + .
Compléter les formules :
cos (g — x) =sinx coS (g + :U) = —sinz
sin (g — :v) = COsST sin (g + m) = CcOosT
» Les formules pour § —x
s s o
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ‘ ) s’obtiennent par symétrie par
| R N =N\ . .
‘ | rapport a la premiere bissectrice.
I ™ +x I
| 2 ) s T
| 5 — X
2 .
! NG Celles pour 5t s’obtiennent
L N S A (R N . ) T
| B | par rotation d’angle 7.
| | |
| | |
| |
|
w l l
! | |
I r I
| z z
—sinx sinx coS 91;'
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II. Notions de base

Exercice 18. Compléter les formules :

cos(x —y) = cosxcosy + sinxrsiny

sin(x —y) = sinzcosy — cos rsiny
cos(2x) = cos’x —sin?z = 2cos’zr —1=1-2sin’z
sin(2z) = 2sinz cosx
Pour les deux premieres on écrit les formules de sommes cos(z + y) et sin(z + y) en
remplagant y par (—y), puis on utilise cos(—z) = cosz et sin(—z) = —sinx.
Par exemple : cos(z —y) = cos(x + (—y))

Pour les autres on écrit les formules

Par exemple : cos(2x)

Pour les deux expressions supplémentaires de cos(2z) on utilise sin

2 2

cos x cos(—y) — sin x sin(—y)

€os T cosy + sin x siny

de sommes en remplacant y par x.
= cos(x + )

= Ccosxcosx —sinzsinw

2 2

= cos“x — sin“x

2xr =1 —cos?zx et

cos*r =1 —sin“x.
Par exemple : cos(2z) = cos®x — sin®x
= cos’z — (1 — cos? 1)
=2cos’x — 1
Exercice 19. - - -
& 0 6 1 3 2 a
Compléter : sin x 0 % ? § 1 0
cos T 1 ? g ! 0 1
tan x 0 ? 1 V3 0
Exercice 20. Calculer :
cos(—%):% sin%:§ cos%rz—?3 sinHT“:—% sin%’r:l
cos( 1;”):% sin 3w = 0 cos’TE”r——T2 sin%-—? cos9m = —1
cos (=) =2 tan(-3)=-v3 tan¥ =-v3 tan¥ =-1 tan(-F) =1

Tout se lit sur le cercle trigonométrique.

On peut aussi utiliser le fait que les fonctions cos et sin sont 27-périodiques.
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Exercice 21. Donner un réel z vérifiant :

a. cosx = —? b. sinz = —g c. tanz = —?
1 _ _ V3 =

o et o foosr == p feoor =0

sinx = —%° sinx = —35 sinz = —1

__ 5w _ s _ T
ax_g bZE——Z C.T——g
Lr=—% e.x =" (ou—2C.) f.o=-% (ou?r.)
Exercice 22. Résoudre les équations suivantes.
a.sinx =0 b. cosx =0 c.cosx = —1
d. Cosa::% e. sinx:% f.tanz =1
g. 2sin?z +sinx —1 =0 h. sin?z + v/3cosz = I i. (cosx +sinz)? =1
S =Akr | keZ} F={5+kr| keZ} Fe={m+2kr| keZ}
Sa= {5+ 2kn,—5 +2kn | ke Z} Soe = {5 +2km, 5 + 2k | ke Z}

FSr={F+kr| kel}

g. Les solutions de I’équation 2X2+ X —1=0 sont X;=-1 et X,= %

Donc ¥, = {—g+2kﬂ,%+2kﬂ,%+2k’ﬂ' } ke Z}
= {% + l{:%’r ! k € Z} plus simplement.
h. sin?z + 3cosz = % <« 1—cos?z++V3cosz = %
<~ cos?—/3cosx + % =0

Léquation  X?—+3X+3 =0 admet X,= ? pour unique solution.
Donc S = {—%+2/€7T,%+2k71' | k e Z}

i. Par équivalences :

(cosz +sinz)? =1 <= cos’xr+2coszsinr +sin*z =1

— sin(2z)=0 <= 2zx=kr (ke€Z)

Donc ;= {k% ‘ keZ}.
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Exercice 23.

a. En utilisant % et %, calculer le cosinus, le sinus et la tangente de 7.

@
3
@
6

b. En utilisant § = 275 calculer de nouveau le cosinus, le sinus et la tangente de 5.

c. Démontrer que vous avez obtenu les mémes valeurs.

= = alors les formules de sommes donnent :

T V6+V2 T _V6-V2

COS — — et sin —
12 4 12 4

a. Comme

us
3

Par quotient :
— V2
T V6-v2 o, s
12 V6+v2

b. Powr x=% laformule cos(2x)=2cos’s—1 donne cos® & = V3,

tan

On en déduit sin? % = 2_4‘/5.

Comme 5 € [0, g}, i.e., 15 est dans le premier quadrant du cercle trigonométrique,

alors ses cosinus et sinus sont positifs, donc :

s 2+/3 . T 2—4/3

COS — = ———— et S — =

12 2 12 2
Par quotient :
T 2 -3
tan — = 7:\/7—4\/3
12 2+3

c. On constate que :

VE+va\' 2+v3 (V243
4 4 2

V243 o A , . .
Les nombres \/E’Z*/i et ; V3 sont positifs et ont le méme carré, donc ils sont égaux.

De méme ‘/62‘/5: Vz;\/g, et \/7T—4V3=2—-+/3.

Exercice 24. Calculer les limites suivantes.

. sinz . 1 —coszx . sin x . tanx + tan9x
a. lim — b. im ——— c. im — d. lim
z—0 sin 2% z—0 sinx =7 ] 4+ cosx z—0 tan 3x + tan 7x
sinx sinx 1 . sinzx ) 1 1
a. Comme - = — = alors lim — = lim = —,
sin 2x 2sinx cosx 2cosx z—=0sin2x 2—02cosx 2
1—cosx 1 —cos’zx sin
b. Comme - = — =
sin sinz(l4cosx) 14 cosz
. 1—coszx . sin x
alors lim —— =lim —— =
=0 sinx =01 4 cosx
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sin z sinz(l —cosz) 1—cosz
c. Comme = = -
1+ cosx 1 —rcos?z sin
. sin x . 1—-cosz
alors lim — = lim ————— = +00.
z—=m ] 4+ cosx =T Sing

En fait cette limite n’existe pas, puisqu’elle est différente selon que = tende vers 7 par
valeurs inférieures ou supérieures. La réponse correcte est :

) sin x . sin x
lim —— =+ et lim —m = -
Iz”r 1 + (ol {L’;}W 1 + COS T

d. Grace aux formules de sommes :
sin x sin 9z
tanz + tan 9x cosx  cos9x sin x cos 9x + sin 9x cos cos3x cos7x

= = — - X
tan 3z + tan 7x sin 3x sin 7x sin 3x cos 7Tz + sin 3x cos Tx cos x cos 9x

cos3xr cosTx

sinl10x cos3xcosTx cos3x cos 7z

= — X
sin 10x cos x cos 9x cos x cos 9z

On en déduit :
. tanx + tan9x . cos3xcosTx
m-——
z—0 cosx cos 9z

im —
z—0 tan x + tan4x

Exercice 25. Calculer les nombres complexes suivants.

: : : 2+ (34 4i)(4 + 340)
= (3 -2+3 b=(1-1i) = d=
a=@+i)(=2+3) (1=1) ¢ 3+1 S+ 51
Exercice 26. Donner la forme algébrique des complexes suivants.
a =2’ b=3eB" c= 18¢'% d=e'% e=+/3e"'3
a=+3+i b= -3 c=-3—-3 d=—1 ez?—%z
Exercice 27. Donner une forme exponentielle des complexes suivants.
a=3i b=1+1iV3 c=2—2 d=—4 e=—3—3iV3
a=3e2 b=2¢e'5 ¢ =225 d=4e" e =6e %
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Exercice 28. Déterminer tous les nombres complexes z tels que :

a. 22=4 b. 22 =34 4i G 2 = =B —12i d. 22=: e. 22 =73
a. z=2 ou z=-—2.

b. En posant z=x41 onmontreque: 2z=247¢ ou z=-—2-—1.

c. Deméme: 2z=2-3i ou z=-—2+4 3i.

] T
2

d. On peut procéder de méme ou utiliser i = e’z

On obtient z = +e'T  soit z:§+§i ou ZZ-?—?@'.
e. On obtient 2z = +e "6 soit Z:?—%i ou 22_73+%Z"

Exercice 29.

a. Déterminer si les suites suivantes sont arithmétiques ou géométriques, ou ni I'un

ni Pautre.
1.VneN U, =7 —3n 2.Vn € N Uy =3
3.YvneN  u,=(n+1)(n+2) 4.VnelN  u, =5

5. up=1 et YneN* wu, =u,—1+2n
b. Donner la somme des termes de ug a u, pour chacune de ces suites.

nn+1)(2n+1)
5 .

n
On pourra utiliser la formule : > k% =
k=1

a. 1. La suite (up)nen est arithmétique de raison —3.

2. La suite (u,)nen est constante, donc arithmétique de raison 0 et géométrique de
raison 1.

3. La suite (u,)nen n'est ni arithmétique ni géométrique. Pour démontrer ceci on cal-
cule ug = 2, u; = 6, us = 12, puis on vérifie que :
ul U
U — Uy £ ug —up et u—o%u—l.

1
3

5. La suite (uy,),en n'est ni arithmétique ni géométrique.
b. On obtient :

4. La suite (un)nen est géométrique de raison

LY up=3(n+1)(14 — 3n) 2.3 up=3(n+1)
k=0 k=0

3. up = 3(n+1)(n+2)(n+3) 4.3 u=6-2
k=0 k=0

5. Onremarquequeun:1+2+4+6+~-'+2n:1+22k:n2+n+1.

, , , k=0
On peut démontrer ce résultat par récurrence.

On en déduit : > uy = 5(n+1)(n* + 2n +3)
k=0
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Exercice 30. Soit (u,)nen la suite définie par ug =2 et: VYn € N  w, 1 = 3u, + 4.
a. Déterminer un réel v tel que : v =3y +4.

b. Démontrer que la suite (u, — 7),en est géométrique.

c. En déduire le terme général de la suite (uy,)nen-

d. Calculer ug + u; + - - - + u,, en fonction de n. Vérifier pour n =0, 1, et 2.

a. On calcule 7y = —2.
b. Par soustraction des égalités  w,,1 =3u, +4 et y=3y+4 on obtient :

Vn € IN (Unt1 —7) = 3(un — 7).
Ceci montre que la suite (u, — 7)nen est géométrique de raison 3.

c. Onobtient: Vne N wu, =4x3"—2.

d. On obtient : Vn € N Zuk:6><3"—2n—4.
k=0

On calcule ug = 2, u; = 10, us = 34, puis ug + uy = 12 et ug + uy + us = 46, ce qui
permet de vérifier la formule pour n =0, n =1, n = 2.

Exercice 31.

Calculer les limites suivantes.

4" —1 1 —1
a. lim b. lim vntltyn c. lim \/ﬁ<\/n+4— \/n+1>
n—+oo  2M n—-+oo n n——+oo
C Yol g Loy lim 2o
a. Comme o = om alors _1)21300 o = 00.
1 -1 1 —1 1 1 1 1
b. Comme vt ldvn :\/n—i— +\/n :\/+2+\/_2
n n n n o on non
. Vn+1l+vn—1
alors lim =0.
n—-+00 n

c. On multiplie par la quantité conjuguée.
(n+4)—(n+1)
vn+d+vn+1

B 3vn B 3
vnt+4+vn+1 \/1+%+\/1+%

\/ﬁ(\/n+4—\/n+1) =/n

. . 3
Ceci montre que : nl_lgloo \/ﬁ(\/n+4 —Vn+ 1) =3
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Exercice 32. Soit (u,)nen la suite définie par :
ug =0 et VneN up = Vu, +2

a. Démontrer que la suite (u,),en est bien définie, positive et majorée par 2.
b. Démontrer qu’elle est croissante.
c. Démontrer qu’elle converge et déterminer sa limite.

d. Tracer la courbe de la fonction f définie par : Vz € [-2, 40| f(z) = V& +2

Représenter sur le graphe les premiers termes de la suite (u,),en-

a. Soit %, la propriété : u, est bien défini et 0 < u,, < 2.
On démontre par récurrence que cette propriété est vraie pour tout n € IN.
Initialisation. Comme ug = 0 alors 0 < ug < 2 : la propriété %, est vraie.

Hérédité. Supposons que pour un certain n € IN la propriété %, est vraie : u,, est bien
défini et 0 < u,, < 2.

Alors 2 < u,, + 2 < 4 donc /u,, + 2 est bien défini et V2 < Vu, +2 < 2.

Ceci montre que u,,1 est bien défini et 0 < w, 1 < 2 : la propriété 9,1 est vraie.
On a démontré que la propriété 2, implique la propriété 2, ;.

Conclusion. Par récurrence la propriété 9,, est vraie pour tout n € IN.

Ceci signifie que la suite (u,)nen est bien définie, positive et majorée par 2.
b. Soit n € IN. Alors :

5 Up + 2 —u? u2 —u, — 2
Ups1 — Up = Uy — Uy = = — .
1 Vg, + 24+ uy, VUi, + 24+ uy,
Les racines du polynéme X2 — X — 2 sont x; = 2 et x5 = —1, donc :
n—2)(u, +1
Vn e N Upi1 — Up = (u )(utn + )

B Vi, + 24 u,

Comme 0 < u,, < 2 pour tout n € IN alors :
Vn € N Upi1 — Uy = 0.

Ceci montre que la suite (u,)nen est croissante.

c. La suite (u,)nen est croissante et majorée.
Elle est donc convergente, d’apres le théoréme de la limite monotone.
Soit £ sa limite.

Alors la suite (u,41)nen converge aussi vers £ et la suite (/u, + 2),ew converge vers

I+ 2.
Comme VneN u,1 =+vu,+2 alors (=+{+2.
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On en déduit 2 —¢—2=0, soit (=—-1 ou {=2.

Comme la suite (u,)nen est positive alors sa limite vérifie £ > 0, donc ¢ = 2.

On a démontré que la suite (u,)nen converge vers 2.

d. Le graphe de la fonction f est le graphe de la fonction racine carrée décalé de deux

unités vers la gauche.

On remarque que f(2) = 2.

On ajoute la premiere bissectrice, ce qui permet de représenter les premiers termes de

la suite (uy,)nen, et de comprendre qu’elle converge vers 2.

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
;
-2 Uo Uy U P

Exercice 33. Simplifier les expressions suivantes.

- = 2
a = ln%’) —h’l% b= 621n2 c=e 2In3+In6 d= 61 2x(em)

f=I(zy) —In%

y
azlng b=4 c:% d=ce f=2ny
Exercice 34. Calculer les dérivées des fonctions suivantes.

a. f(z) =x®>+5x — 6 b. f(x)zgiiig c. f(x):gﬂ#+1

d. f(z) = 3e**! e. f(z) = xcos(2z) f. fl(x)=In(1+e")

g f(xz) =+222+5 h. f(z) = tanx i. f(z) =x%/T

6712/2

j- flz) = &= k. f(z) =e"sinx L. f(x)

= —In(cos z)

m. f(z) = =5 n. f(z) = In(22?) o. f(z) =2sinxcosx

cos?

On pourra vérifier les deux dernieres en les calculant d’une autre fagon.
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a. fl(z) =22 +5 b ['(w) = Gy e f'(x) = —

d. f'(z) = 6e***! e. f'(x) = cos(2x) — 2x sin(2z) f. f'(z) = 255

g f'(x) = \/ﬁﬁ h. f'(z) = = =1+ tan’x i f'(z) = 3ay/x

i fl(x) = —%e‘ﬁm k. f'(xz) = e*(sinz + cos ) . f/(x) =tanz

m. f/(z) = 252 n. f'(z) =2 o. f'(z) = 2cos(2z)
Pour la n on peut utiliser la formule (Inu)" = %, qui donne f'(x) = 2% = %

2
g

On peut aussi écrire f(x) =In2+ 2Inz, donc f'(z) =
Pour la o on peut utiliser la formule (uv)’ = w'v+wuv’, qui donne f'(x) = 2 cos? x —2sin? z,
mais on peut aussi remarquer que f(z) = sin(2z).

Dans les deux cas on aboutit a f’(z) = 2 cos(2x).

Exercice 35. Soit f la fonction définie sur R par f(z) = 2® — x

a. Etudier la parité de f (i.e., déterminer si f est paire, impaire, ou ni 'un ni 'autre).
Eventuellement, réduire son ensemble de définition

b. Déterminer la dérivée de f puis dresser son tableau de variations.

c. Déterminer les limites de f.

d. Tracer 'allure de la courbe de f. Représenter au préalable ses tangentes aux points
ou elle coupe 'axe des abscisses, et ou sa dérivée s’annule.

. La fonction f est définie sur R qui est symétrique par rapport a 0 et elle vérifie :
VeeR f(—z)=—f(z).

Elle est donc impaire. On restreint alors son étude a l'intervalle R, , on obtiendra le
reste de la courbe par symétrie centrale de centre 'origine du repere.

. On obtient : Vre R f'(z)=32z*—1.

Cette dérivée est négative si et seulement si x € [—73, 73}
Le tableau de variations de f sur R, est :
r 10 ? +00
f(x)|—1 0 +
+00
f()| 0 . /
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C.

Comme f(z) =z(z*—1) alors lim f(z) = +o0.
Par parité on en déduit : Erp f(x) = —o0.
La courbe de f coupe l'axe des abscisses en x = —1, z =0 et z = 1.

On calcule f'(1) = f'(—=1) =2 et f'(0) = —1.

On obtient un graphe comme celui ci-dessous.

Y
y = f(z)
1»
1 V3
l 3
1 _v3 0 | 1 €
3 |

2
z+1

Exercice 36. Reproduire 'exercice précédent avec f(x) =

Commencer par déterminer son ensemble de définition.

Tracer ses tangentes aux points d’abscisses 0 et —2, ainsi que ses asymptotes.

La fonction f est définie sur R\ {—1}.

(Cet ensemble n’est pas symétrique par rapport a 0 donc f n’est ni paire ni impaire.)

2

Sa dérivée est : Ve e R\ {-1} [fl(z)=-—"5

(z+1)*

Elle est strictement positive, donc f est strictement croissante sur tout intervalle, c’est-
a~dire sur |—oo, —1[ et sur |—1, +o0[.

On calcule :
lim f(z) =400 et lim f(z)=—oc.
m?—l $;>—1
Ceci montre que la courbe de f admet une asymptote verticale d’équation =z = —1.
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Pour les limites en +00 on écrit :

Ceci montre que :

Jdimf(@) = lim_f(x) =2,
On en déduit que la courbe de f admet une asymptote horizontale d’équation y = 2.
On calmllle f(0) =0, f(0) = 2, f(—=2) = 4, f'(—=2) = 2. On peut ajouter f(1) =1 et
(1) =3

On obtient une courbe comme :

Y
| y = f(x)
1. /o Z
RS —13
Exercice 37. On pose :
21_1
VeeR  f(z) = ‘ > et g(x) =In <x+Vm2+1)
el’

a. Justifier que les fonctions f et g sont définies sur R.

b. Démontrer qu’elles sont impaires.

. Calculer go f(x) et fog(zx) pour tout x € R.  (i.e., f(g(x)) et g(f(x)))

d. Calculer et simplifier les dérivées de f et g.

o

a. Soit x € R. Alors f(z) est défini si et seulement si 2e” # 0, ce qui est le cas car
I’exponentielle est strictement positive.

Donc f et définie sur R.
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La fonction g est définie en x si et seulement si :
e 224+12>0

e x+V22+1>0.

La premiere condition est vérifiée pour tout z € R car un carré est toujours positif.
Pour la seconde condition on sépare le cas ou x est positif de celui ou = est négatif.

Si 2 est positif le résultat est évident : # > 0 donc 2> +1 > 1puisz+vVa2 +1>1et

enfin z +vx2+1>0.

Si maintenant x est négatif, alors on remarque que 2% +1 > 2%, donc Va2 +1 >
Va? = |z|. Comme z < 0 alors |z| = —z, donc x + Va? +1>a+ |z =2z —2 =0, et

r+vVa2+1>0.

Finalement dans tous les cas © + vx2 + 1 > 0 et donc la fonction g est définie sur R.
b. Les fonctions f et g sont définies sur R qui est symétrique par rapport a 0.

Pour la fonction f :

VieR  f(-=z)= - xS = — —f(a).

Donc f est impaire.

Pour la fonction g on calcule g(z) + g(—x) :

VeeR  g(z)+g(—x)=1In

Ceci donne :
VeeR  g(—z) = —g(z)
La fonction g est donc impaire.
c. Soit x € R. Alors :

2
eI =z + Va2 + 1 et (@) = <x+v:62—|—1> =22° +1+2zva?2 +1

On en déduit :

Flo(@) 202 + 2xv/x2 + 1
z)) = =z
g 2vVax?l+1+2x

Ensuite :
f(ac)2+ = etr —2e2r 41 1o et 4227 4] B (62’3+1)2 B (62x+1)2
a 4e2z a 4e2r e 2e* ’
Comme 62;:;1 > 0 alors :

Ve

e?r 4+ 1 _eZI—i—l
2er | 2T
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Ceci donne :
et —1 e 41 2%
2 ]_ f— p— p— a:.
flx) + f(x)* + 5o T o e =€
Enfin :
g(f() =In (f() + V@2 +1) =2
Finalement on a obtenu :
VeeR  fogx)=x et gof(x)=ux
d. Soit z € R. Alors :
2627 (2e%) — (e2* — 1)2e” 2e3% 4 Qe® e? 4+ 1
ey < 2O (e 2 e
4e 4e 2e
Puis :
14+ 2x Val+l4x 1
g/(l‘) _ 2vr24+1 V241

4+ VE+1 4Vl V1

Finalement on a obtenu :

2x 1 1
Vie R  f(z)= ‘ 2;— et  g(x)= —
Exercice 38. Liste des fonctions :
filz)=1-z foz) =2z fs(x) = 2° fa(z) = 2° fs(z) =z
fox)=1  fil@)=@+1)B-2) filz)=z@z-D)(z-2)(z-3) folz)=z|
fio(z) = V1 — 22 fu(x) =e€* fi2(x) =Inz fi3(x) = cosx fia(x) =sinz

On remarque que :

» La fonction f; est une parabole orientée vers le bas, coupant ’axe des abscisses aux
points d’abscisses —1 et 3.

» La fonction fg est une courbe du quatrieme degré, coupant ’axe des abscisses aux
points d’abscisses 0, 1, 2 et 3.

On peut démontrer que la courbe de la fonction fiy est un demi-cercle.
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o S N £ h
PN )
ffffffffffffffffffff f N
fo /5 A
1--771 |
i 2 <
/// Lf9 <
‘ 7 S
fio
Lfg <
f13 777777777777777777777777777777777777777 <
BN RN &
ffffffff N N
fi \ 2 A A
T\
fs W\ —t—
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