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Feuille d’exercices 24
ELEMENTS DE CORRECTION

Exercice 2. Soient u,v € E. D’apres les identités de polarisation :

1 1
(), () = 3 (1f @+ o)l = llf(u=v)) = 7 (lut+v] = lu=vl) = {u,0).
Exercice 3. On applique I’inégalité de Cauchy-Schwarz, avec le produit scalaire usuel de M, (R) :
(A, I)* < |AIP[IZ.1%,

c’est-a-dire tr(A)? < n - tr(ATA), ce qui est la formule voulue.

1 1 1
Exercice 4. Soient u = n)etv = , R, .
xerci oient u = (\/T1,/Ta,...,\/Tpn) €tV (\/g[:_1 N \/x_n)

On applique I’inégalité de Cauchy-Schwarz, avec le produit scalaire usuel de R"™ :

(u,v)* < [|ul*lv]*,

c’est-a-dire
n n n
9 1 1
n® < E z; E — = E —.
=1 =1 =1

Exercice 5. Comme dim £ = dim £(E, R), il suffit de montrer que f est injective.
Soit u € E, alors :
u € Ker(f) ~ (u, > = Oﬁ(EJR)
& Yo eFE, (u,v)=0
= Jul*=0
= u=0g,

donc Ker(f) = {Og}, donc f est injective, donc f est un isomorphisme.

Exercice 6.

e (F+G)r = F-NnG* :Soitu € (F+G)*. Alors : Vo € F + G, (u,v) = 0. En particulier :
Vv € F, (u,v) =0,doncu € F*, et de méme v € G*. Donc u € F- N G*.
Réciproquement, soit u € F-NG*. Soitv = vp+vg € F+G, alors : (u,v) = (u, vp)+(u,vg) = 0.
Donc u € (F + G)*.
Donc (F + G)* = F-nG*.

o FLr4G* = (FNG)* 1 Soitu = ui+uy € FH+G*. Soitv € FNG, alors : (u,v) = (ug,v)+(ug, v) =
0,doncu € (FNG)*. Donc F* 4+ G+ C (FNG)*.
De plus, d’apres la formule de Grassmann, et comme dim(F 1) = dim(FE) — dim(F) :

dim(F*+ +G*) = dim(F*) 4+ dim(G*) — dim(F- N GY)

Donc F* + G+ = (FNG)*.



Exercice 7. Considérons, pour tout k& € N*, w;, € F' la suite définie par uxo = 1, upp = —1et:
Vn ¢ {0,k}, ug, =0.

Soit v € F*. Alors : Vk € N*, (v,u;) = 0, c’est-a-dire : 1 x vy — 1 x v, = 0, soit v = v. La suite v
est donc constante donc, comme v est stationnaire 2 0, ¢’est la suite nulle. Donc F+ = {0g}.

On adonc bien F + F+ = F # E.

Exercice 8. Soit k& € [1, p]. L’égalité appliquée a u = ey, s’écrit :
p

1= Z(ek,ei>2 =1+ Z <€k,€i>2,

i=1 i=1, i£k

d’ou : Vi # k, (ex,e;) = 0. La famille F est donc orthonormée.
En particulier, la famille F est libre. Supposons qu’elle ne soit pas génératrice de £'; soit alors v €

E\ Vect(F). Quitte a orthonormaliser, on peut supposer que v est orthogonal a tout vecteur de F. Alors :
p

|v]]* = Z(v, e;)? = 0, donc v = Op, ce qui est absurde. Donc F est génératrice de E'; ¢c’est donc une
i=1
base de F, et I est bien euclidien de dimension p.
Exercice 9. On applique I’algorithme de Gram-Schmidt :
(a) L 6/1 =€ = (17 1)7

(eq,€)) 1 1 1
e = ey — e,—Hée; = (1,0) — 5(1,1) =(3-3):

€ 1
" 1
o ] = =—(1,1),
gl V2
" )
€y = = (17—1)
leall V2
(b) L 6/1 =€ = (1717_1)7
/ (e2,€1) 4 22\ 2
= ey — =(1,-1,1 —(1L,1,-1)={|=,——, = )| ==(2,—1,1),
62 62 HG&HQ 61 ( ) ) )+ ( ) - ) (37 373 3( ) 9 )

/ / 1 2
d=e -l - Etla 114 g+ S = 01)

leq |I? [l e5]|?
e 1
o ¢} = —(1,1,-1),
R
Vi 62 (
—(2,-1,1),
gl VG
n— S (0,1,1)

(C) hd 6/1 =€ = (07 17 17 ]-)7

eo,€]) 2 1
ey = ey — ||6’1H§ ¢} =(1,0,1,1) — §(o, 1,1,1) = §(3, —2,1,1),
on prend a(lors g%: (3,(—2,/151), , , 1
€3;€1) €3,€2)
¢ = e — ¢ — ¢y =(1,1,0,1) = 2(0,1,1,1) — =(3,-2,1,1) = =(3,3, -4, 1),
’ lerl? ™ flesl? 3 15 5
on prend alors(eé ,:> (3,3,<—4/,>1), -
T e By A R A A

21, 1,1,0) —)g(o, 1,1,1)— 2(3,-2,1,1) — 2(3,3,-4,1)
3(1,1,1, -2
7( ? 7 ) )



on prend alors ¢, = (1,1,1, —2),

1

o=t — —(0,1,1,1

L

(&

el = 2 — _<37 —2.1, 1)’

L llell V5

A U T

e = —

el ¢135

" (1,1,1,-2).

A

Exercice 10. Soit u € E. Notons © = up + up. la décomposition de u selon F et F-. Soit A € R tel

{u, uo)

que up1 = Aug, on a: {u, ug) = A|ugl|?, donc A = T2 . Donc :
<uvu0>
plu) =up =u— Aug =u — ,
et:
<u?u0>

s(u) =up —upL =u—2

Exercice 11.
(a) On applique I’algorithme de Gram-Schmidt :

.P1:17
(X, P) 1
Ppp=Xx_Y2'YUp _x__
? IR 2’ X 1
X2, P,) (X2 P,) i L 1 1
poxr P XP)p ve 3y mm(y Ny L
’ P T RE T\ T2 "6
P
e Q= L =1,
| Pl

1P 2 2

ot~ gy (+-2)-va(x-)

P 1 1 1
Qs = —— = (Xz—X+—>:\/18O(X2—X+—).
| P5] [ L 6 6
180
1
(b) Soient a,b € R : / (t* — at — b)*dt = || X* — (aX + b)||>. On cherche donc la distance de X a

0
R, [X]. Par construction, le nombre recherché est :

1
V180

Exercice 12. Supposons p orthogonal. Soit v € E, alors, d’apres le théoreme de Pythagore :
[ull® = l[p()|* + lu = p()|* > [p(w)]?,

d(X? Ry [X]) = (X7, Qs) =

donc [[p(u)|| < [|u]l-
Réciproquement, supposons que : Vu € E, ||p(u)|] < ||u|. Notons F et G les sous-espaces caractéris-
tiques de p, et soient u € F, v € G. Considérons f : A — ||u + Av||%. Par hypothése :

FO) = [lull* = llp(u+ )| < f(A) VAER,



donc f admet un minimum en 0. Donc f/(0) = 2(u,v) = 0. Donc F et G sont orthogonaux, donc p est
orthogonal.

Exercice 13. On a déja orthonormalisé la famille (x —lLz—z,x— xQ) (cf I’exercice 11). Notons
(h1 =1, hy:x— V12 (x — %) , hg x> V180 <x2 — x4+ é)) son orthonormalisée.
Alors, d’apres le théoreme de Pythagore :

d(exp, F)? = ||exp —pp(exp)|?
= Jlexp [|* — (exp, hn)? — (exp, ha)® — (exp, hs)?
= %(62 —1)—(e—1)>=3(3 —e)* — 5(7e — 19)?

497 3667
= —Te 14656 — T

~ 312,6
d’ou d(exp, F) ~ 17, 7.
Exercice 14. Ona: inf |[M —al, —bU| = d(M, F) ou F = Vect(I,,U).

(a,b)eR?
On orthonormalise la famille (7,,,U) :
L4 Al — ITL’
<U7 A1> n
Ay =U — Ay =U—--1,=U -1,
i A2 n
Ay 1 A 1
e Bi=—"7=—F71I,,B= = (U — 1),
Al v/ || As|| n(n —1)
puis, d’apres le théoreme de Pythagore :
d(M,F)* = |M|* = (M, B1)* — (M, By)*

]

1<4,5<n i#]



