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PCSI 2 - LYCEE BELLEVUE
Feuille d’exercices 23
ELEMENTS DE CORRECTION

Exercice 1.
1 2 2 2
(B nr-1 n-1 n
La série considérée est télescopique, donc convergente puisque la suite (—) est convergente. On a :
+00
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Exercice 2. On a: — = — ( an” 7) = tan z, donc :
tanx tan2x tanx 2tanz
1 s 1 1
Yn>1, —t = — :
= on Mot T ontan ;20 tan &
La série de terme général —— tan ot est ainsi télescopique, donc converge puisque :
1 2
27 tan 55y notoo 20t g
c’est-a-dire que la suite — | est convergente. On a :
2" tan ont1
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donc :
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Exercice 3. On applique la formule de Taylor avec reste intégral a la fonction exp (de classe C'°) a
u + M exp(”“)(t)dt
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I'ordre n € Nentre O et x :
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donc : E — — ¢"; c’est-a-dire que la série de terme général — converge, avec :
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Exercice 5.

) ) e\" 1 1 . R )
(g) Par croissances comparées : (—) = o0 — ]. Or Z — converge d’apres le critere de Rie-
n n—+oo \ n2 n?
n>1
. e\"
mann, donc, par comparaison, Z (—) converge.
n
n>1
(h) Vn > 1:
NG 0 1 1 1
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dirt-vim v ((102) o) s S e o (4.
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Or Z —5 converge d’apres le critere de Riemann, donc, par comparaison, Z Vn+1— Un
n>1 12 n>1
converge.
i 1 1 1 . . )
i) Ona:0 < T Inn ety o ol Z —; converge d’apres le critere de Riemann, donc, par
n>1
1
équivalence, ——— converge.
4 Z n?—lInn g
n>1
ch(n) e 1 1 1
i) Ona:0 < ~ — = —_0u — est une série géométrique de raison — € | — 1, 1|,
0 ~ ch(2n) notoo €20 en ; n g a e J- L1l
n>
) ch(n
donc convergente. Donc, par équivalence, Z A (2 ) converge.
vn+1 1 1 1 N s .
k) Ona: 0 —F7——5 ~ ———< —.0r Z — converge d’apres le critere de Riemann,
n*(Inn) no+oo pi(lnn)d = n2 n2
n>1
vn+1
donc, par comparaison, ————— converge.
p p Z n2(lnn)? g
n>2
MSia>1:0< -~ L \Zl  géométrique de raison ~ € | — 1,1[, d
ia : — ~ —, 0l — est géométrique de raison — — , donc
~ 1+4+a?" notoo an a" g q a ’
n>0
a?’L
convergente, donc, par équivalence, Z T oo converge.
n>0
n
Sia<1:0< Tr o < a", ou Z a” est géométrique de raison a € | — 1, 1], donc convergente,
a
n>0

n

2z . a
donc, par équivalence, E T converge.
a
>0



en In(Inn)—(Inn)?2
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donc (cos %> — % ety

par équivalence, E

400, donc Z

n

n

dlverge gr0531erement
n>1

1
exp ( nln | cos %>)
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Z diverge d’apres le critere de Riemann, donc,

1\" 1
(cos %) — % diverge.

n>1

(0) Ona:

Vnd+an—Vn2+3 =

1 3\ 1
Par comparaison, Z @) ( ) converge ; et Z <— — 5)

a 3
— converge si et seulement si — — — = 0,
n 3 2

c’est-a-dire a = 5 Donc Z V/n3 4+ an — v/n? + 3 converge si et seulement si a = —

n>0
. ) n! 1 . . ) 1 .
Exercice 6. Sip < 1:u, > = —. Or, d’apres le critere de Riemann, Z — diverge, donc, par
(n+1)! n —n
comparaison, Z u,, diverge.
n>0
—1)x (n—1)! ! -1 1 1
Sip>2:u, < nZNx@ZD L — + — 0 (=)
(n+2)! n+2)! nn+1)(n+2) n+1)(n+2) noteo \n?
Or, d’apres le critere de Riemann, Z 3 converge, donc, par comparaison, Z u, converge.
n>1 n>0
Exercice 7.
. 2
(a) Comme u,, n_>—+>oo 0, u n_>o+ oo(un) Donc, par comparaison, Z u, converge,



E

Viun u 1 1 . Uy,
b)) 0L =\ 2 < 2 | Un + s , donc, par comparaison, Z - converge,

1 .
(©) 0 < Vuy,ug, < B (uy, + u2y), donc, par comparaison, Z v/ UpUsgy, Cconverge,

Unp, 2 Un

d =u,+ O (u?),donc, par comparaison, converge,
@ ;= =ut O () par comp Zl_un g
U, . U,
e) 0 < < wu,, donc, par comparaison, converge.
(e) S Tha, St p p EHU” g
Exercice 8. On a classiquement (cf le cours sur les suites extraites) : Vn € N*, ¢(n) > n, donc SD(Q) >
n

1 N . 1 . . n) ..
—. Or, d’apres le critere de Riemann, Z — diverge, donc, par comparaison, Z &2) diverge.
n n
n>1 n>1
Exercice 9.
1

(a) Notons : Vn € N, v,, = (1+ag) - (1+an)

On a alors : Vn € N, u, + v, = v,_1, c’est-a-dire que la série E u, est la série télescopique
n>1

E Un_1 — Vp. Or la suite (v,,) est décroissante et minorée par 0, donc convergente ; donc la série de
n>1
terme général u,, converge.

(b) Notons ¢ la limite de la suite (v,,), ona :

o0 1
Zun:v0—€: —/
o 1—|—a0

Donc :
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1
Zun: < 0= 0.
1+CLO

n=0

SiZandiverge:comme(1+a0)-~(1+an)2a0+---+an — 4oo,ona:l=0.

>0 n—-+o0o
nz
Si converge : alor — 0,donc 0 < In(1 ~ . Par équivalence, In(1
i Z; a, converg Sap — < In(14ay,) L an quiv. Z[:) n(l+ay,)
n= n=z

converge donc, ¢’est-a-dire que (w,, = In(v,,)) converge. Donc ¢ # 0.

+0o0
1
Donc E Uy = & E a,, diverge.
n=0 1+ ao n>0 :

Exercice 10.

(a) La suite (u,) est une suite récurrente associée a la fonction f : x — ze *. Comme uy € R,
intervalle stable par f, avec : Vo € R, f(x) < x, la suite (u,,) est décroissante et minorée par 0,
donc convergente. Sa limite est I’'unique point fixe de f sur R, c’est-a-dire 0.

_ Up+1 - Uy U2 Un+1 Un+1
) Ona:Vn € N, e = L donc:e S = —2... 20 — L — 4 .1, donc S, =
Up, Ug Uy Up, Uo
—In(u,y1) — —+oo. Donc la série de terme général u,, diverge.
n—-+o0o




Exercice 12. On applique la formule de Taylor avec reste intégral a la fonction arctan (de classe C™°) a
I’ordre 2n +2 € Nentre Oet z :

n $2k+1 T (:E o t)2n+2
arctan(z) = Z(—l)k +/ ~ __ arctan®*3)(t)dt,
0

P 2k +1 (2n + 2)!
avec : o2 N
/ =™ arctan®"3) (1)dt| < / udt
o (2n+2)! o (2n+2)!
|20+
— 0,

(2n + 3)! n—-+00
(_1>nx2n+1

donc la série de terme général ———
2n+1

converge, et :

T

+oo n.2n+1
-1
g (2)— = arctan(zx).
‘ n+1

En particulier, pour = 1, on retrouve la formule de Madhava-Gregory-Leibniz :

+oo

1" 1 1 1
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Exercice 13. Déterminer la nature des séries suivantes :

" 1 1 1
@ |1+ - — - = — 4+ O | — | donc par comparaison, et d’apres le critere de Riemann,
n e 2en n?
N1
E 1+ — — — diverge.
n e

n

—1)n —-1)" 1 1 -1
(e) ¢/1+ % -1 = % ~ + O (—3>, ou Z (2\/% converge d’apres le critere des
1

. . . .
séries alternées, E n diverge et E O | — | converge d’apres le critere de Riemann. Donc
n

Z 1+(?/lﬁ)n

S

2
— 1 diverge.
n>1

: (- . :
Sia<0: ————— diverge grossierement;
(f) Sia< ;naﬂ—m ge g
. (=" =" 1 1 (=" ,
Sia>0: = ——+ 0| —, ot converge d’apres le critere des
@ ne + (_1)n ne n2a + n3oz u Z ne verg p
1 1 1
séries alternées, et Z T +0 (W) converge si et seulement si Z 2 converge, c’est-a-dire
- 1
o> —.
2
Donc Z & converge si et seulement si o > 1
n® 4 (=1)» 2



diverge grossierement ;

(@ Sia<0:) \/nf;—lizn—m
(= (-nm 1 ( 1 »

Sia>0: =—F———5+0 ),oﬁ Z — ) converge d’apres le critere

e (hr et mE\n% ni
1 1 1
des séries alternées, et Z ——5 +0 < I ) converge si et seulement si Z
2nz nz
a-dire o« > —
3
Donc Z = converge si et seulement si o > —.
Vne+ (- 3
n>2
(h) Ona:

NGRS , 1+ 2%
sm | T = S |{nmX 1
n?+ 1 1+ %

3
N L .. , ) . n°+1
donc, d’apres le critere des séries alternées et par comparaison, E sin (7r T 1) converge.
n
n>0

1 i 1 (1 i
(1) % - n_gr N (m) donc par comparaison, ; ;g\)/s_lnn converge.



