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—1I. Produit scalaire
A. Définitions

Définition
Un produit scalaire sur un espace vectoriel réel E est
une forme bilinéaire symétrique définie positive.
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Définition (suite)
po: ExE — R
(u,v) — (u]v)

» bilinéaire :  V(u,u’,v,v") € E* VAeR

A+ [v) = Mu|v)+ (v ]v)
(u]dv+v") = A(u|v
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Définition (suite)
po: ExE — R
(u,v) — (u]v)
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Définition (suite)
po: ExE — R
(u,v) — (u]v)

» bilinéaire :  V(u,u’,v,v") € E* VAeR

A+ [v) = Mu|v)+ (v ]v)
(u|dv+v") = A(u|v
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A. Définitions
Définition (suite)

v: ExE —R
(u,v) — (u]v)

» symétrique :

Y(u,v) € E? (ulv) = (v|u)
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A. Définitions
Définition (suite)

po: ExE — R
(u,v) — (u]v)

» définie positive :

Vue E (u|u) >0
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—1I. Produit scalaire
A. Définitions

Notations
Produit scalaire de u et v :

(u]|w) (u,v) u-v
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Exemple 1
E=R" u=(x1,...,T,)
v=(Y1,--,Yn)

(u‘v):x1y1+"'+xnyn
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Exemple 1 (suite)

E=R3 u= (z,y, 2)
v=(z,y,7)

(u]|v) = z2’ + yy' + 22/
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—1I. Produit scalaire
A. Définitions

Exemple 2
E =13 u=(z,y,2%)
v=(z,y,)

(u|v) =z’ + 2yy' + 7272
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Exemple 3
E =<6([a,b],R)

(Flg) = [ F(t)g(t)dr
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I. Produit scalaire
A. Définitions

> Exercice 1.
Pour tous u = (z,y) et v = (z/,y) de R? on pose :

(u|v) = bz’ +zy + 2’y + yy

Démontrer que cette application est un produit
scalaire.




Chapitre B13. Espaces vectoriels euclidiens

I. Produit scalaire
A. Définitions

> Exercice 2.
Soit «y), . . ., «y, des réels distincts fixés.
Démontrer que I'application

¢: (PQ) Zn:P(Oék)Q(@k)

k=0

est un produit scalaire sur R, [X].
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—1I. Produit scalaire
A. Définitions

Définitions
(i) Espace préhilbertien :
Espace vectoriel muni d'un produit scalaire
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I. Produit scalaire
A. Définitions

Définitions
(i) Espace préhilbertien :
Espace vectoriel muni d'un produit scalaire
(ii) Espace euclidien :
Espace vectoriel = réel
= de dimension finie
» muni d'un produit scalaire.

v
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—1I. Produit scalaire
B. Norme

Notation
(E, ) : espace préhilbertien réel

(u]v) = @(u,v)
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B. Norme
Définition
Norme euclidienne de E associée a ¢ :

N:E —R
u — N(u) = /o(u,u)
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B. Norme
Définition
Norme euclidienne de E associée a ¢ :

N:FE —R
u — N(u) = /o(u,u)

Remarque
Vue E (ulu) >0

Donc N(u) = /(u|u) est bien défini
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Définition
Norme euclidienne de E associée a ¢ :

N:E — 1R
u — N) = /o0 w)

Notation

[lull = N(u) = y/(u]|u)
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B. Norme
Définition
Norme euclidienne de E associée a ¢ :

N:FE —R
u — N(u) = /o(u,u)

Exemple
E =R?

Vu=(z,y) €E  N(u)= a2+

Norme associée au produit scalaire usuel sur R?
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B. Norme
Définition
Norme euclidienne de E associée a ¢ :

N:FE —R
u — N(u) = /o(u,u)

Exemple 1 (suite)
E=R" u=(x1,...,2,) € F

N(w) = yal+ -+ 22

Norme associée au produit scalaire usuel sur R"”
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B. Norme
Exemple 4

E=1R

0: R> — R est un produit scalaire sur R.
(z,y) — zy
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I. Produit scalaire
B. Norme

Exemple 4
E=R
0: R> — R est un produit scalaire sur R.

(z,y) — zy
Norme associée a ce produit scalaire :

R—R
T — Va2 = |z|

La valeur absolue est une norme euclidienne sur R.
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Définition

u est unitaire si ||u|| =1

Exemple 5

Vu € E\{0g} % est unitaire
u
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B. Norme
Théoréme (Inégalité de Cauchy-Schwarz)
E : espace vectoriel réel muni d'un produit scalaire.
V(u,v) € E?
(u]v)* < (u]u) (v]v)

L'égalité a lieu ssi u et v sont colinéaires.
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B. Norme
Théoréme (Inégalité de Cauchy-Schwarz)

E : espace vectoriel réel muni d'un produit scalaire.

V(u,v) € E?
(u]0)® < (u|w)(v]v)

L'égalité a lieu ssi u et v sont colinéaires.

Remarque
Ceci équivaut a :

[(u]v)] < ] o]




Remarque
En conséquence :

u|v
Ce réel est appelé cosinus du couple (u,v).
Il est invariant par multiplication de u ou de v par un
réel strictement positif.

v
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I. Produit scalaire
B. Norme

Corollaire - ICS pour les intégrales
Pour toutes fonctions f et g continues sur [a, b] :

([ s0a0ar) < [ Payarf s a

L'égalité a lieu ssi f et g sont proportionnelles.
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I. Produit scalaire
B. Norme

Corollaire - ICS pour les réels
Pour tous = = (21, ...,2,),y = (Y1, ..., yn) € R":

n
> wryr| <
k=1

L'égalité a lieu ssi x et y sont proportionnels.
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I. Produit scalaire
B. Norme

Théoreme (Inégalité de Cauchy-Schwarz)

E : espace vectoriel réel muni d'un produit scalaire.
Pour tout u, v € E :

(u]v)* < (u|u) (v]v)

L'égalité a lieu si et seulement si u et v sont
colinéaires.

Démonstration.
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I. Produit scalaire
B. Norme

Théoreme (Inégalité de Cauchy-Schwarz)

E : espace vectoriel réel muni d'un produit scalaire.
Pour tout u, v € E :

(u]v)* < (u|u) (v]v)

L'égalité a lieu si et seulement si u et v sont
colinéaires.

Démonstration.
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Proposition
Soit u > ||u|| une norme euclidienne sur E.
> VueE |ul|>0
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B. Norme
Proposition
Soit u > ||u|| une norme euclidienne sur E.
> VueE |ul|>0

> Vuec EF (|jul|=0 <= u=0)
(Séparation)
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Proposition
Soit u > ||u|| une norme euclidienne sur E.
> VueE |ul|>0
> Vuec EF (|jul|=0 <= u=0)
(Séparation)
> Vue E VAeR |Au|| =\l ||u]
(Homogénéité)




Chapitre B13. Espaces vectoriels euclidiens

Proposition
Soit u > ||u|| une norme euclidienne sur E.
> VueE |ul|>0
> Vuec EF (|jul|=0 <= u=0)
(Séparation)
> Vue E VAeR |Au|| =\l ||u]
(Homogénéité)
> V(u,v) € E* |lu+ vl <|[lull + [|vl|
(Inégalité triangulaire)
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Proposition
Soit u > ||u|| une norme euclidienne sur E.
> VueE |ul|>0
> Vuec EF (|jul|=0 <= u=0)
(Séparation)
> Vue E VAeR |Au|| =\l ||u]
(Homogénéité)
> V(u,v) € E* |lu+ vl <|[lull + [|vl|
(Inégalité triangulaire)
Avec égalité ssi u = 0g ou v = Au, A > 0.
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I. Produit scalaire
B. Norme

Remarque

Une application N : E — R vérifiant les quatre
propriétés ci-dessus est appelée norme de F.

Toutes les normes ne sont pas euclidiennes (i.e., ne
proviennent pas d'un produit scalaire).
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Démonstration.

> [[ull = {ulu) donc |lufl >0
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Démonstration.
> Jull = {ufw) donc |ful| >0

> HUHZOR <= (u|u)=OR
< u=0g
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Démonstration.
> Jull = {ufw) donc |ful| >0

> HUHZOR <= (u|u)=OR
< u=0g

> [[Aul] = /(Au | Au)
= A (u]u)
= Al y(ufu)

= Al [[u]]
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Démonstration de |'inégalité triangulaire.

[lu ol < fJuf] 4[]

2 2
= luFof]” < ([lull +[lvl])
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Démonstration de |'inégalité triangulaire.

[lu ol < fJuf] 4[]

2 2
= luFof]” < ([lull +[lvl])

Hu+v|\2:(u+v\u+v)
2 2
= |||+ [Jv|]]" + 2 (u]v)
2 2 2
([[ull + o)™ = [Jul]” + [[v]]" + 2{[u]].||v]]
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Démonstration de |'inégalité triangulaire.

[lu ol < fJuf] 4[]

2 2
= luFof]” < ([lull +[lvl])

Hu+v|\2:(u+v\u+v)
2 2
= |||+ [Jv|]]" + 2 (u]v)
2 2 2
([[ull + o)™ = [Jul]” + [[v]]" + 2{[u]].||v]]

ICS [fu+ol[* < (ful] + [[o])*
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Démonstration de I'inégalité triangulaire. (Suite)
Cas d'égalité de I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

|(u|v)| = ||ul|.]|v]] <= wu,v colinéaires
Donc
(u]v) = ||ull].|lv]] <= wu,v colinéaires
et (u|v) =0

Si v = A\u alors

(ulv) 20 <= A(u|u)>=0
= =0 O
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Propositions
Pour tous vecteurs u et v de E :

(i) Formule d'Al-Kashi
[lu+ol|* = [ful|* +[[o]* + 2 (u]v)
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Propositions
Pour tous vecteurs u et v de E :

(i) Formule d'Al-Kashi
[lu+ol|* = [ful|* +[[o]* + 2 (u]v)

(ii) ldentité de polarisation

1 2 2 )
(u|v) = 5 (Ilu+ ol = [lull” = |vI[%)
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B. Norme
Propositions
Pour tous vecteurs u et v de E :
(ii) ldentité de polarisation

(u]v) = -

2 2 2
5 (T4 ol " = [jull” = ||I[")

Remarque
Si on connait une norme euclidienne sur E alors on
peut retrouver le produit scalaire dont elle provient.
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e
B. Norme
Remarque
Pour tous vecteurs u et v de E :

(iii) Seconde identité de polarisation
1 2 2
(ulv) = Z (Il +ol]” = [l = 2lI%)
(iv) ldentité du parallélogramme

2 2 2 2
2([ful|” + [[0l") = [lw + ol 4 [Ju = ©]]
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e
B. Norme
Remarque
Pour tous vecteurs u et v de E :

(iii) Seconde identité de polarisation
1 2 2
(ulv) = Z (Il +ol]” = [l = 2lI%)
(iv) ldentité du parallélogramme

2 2 2 2
2([ful|” + [[0l") = [lw + ol 4 [Ju = ©]]

> Exercice.
Démontrer ces identités.
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I. Produit scalaire
B. Norme

>> Exercice 3.
Soit u et v deux vecteurs de E tels que :

l|lu+wv||=5 et llu —v|] =1

Ces vecteurs peuvent-ils étre orthogonaux ?
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B. Norme
Exemple 6
Soit (€2, P) un espace probabilisé fini.
» 7 est centréesi E(Z) =0

Pour toute variable aléatoire X,
Z =X — E(X) est centrée.
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B. Norme
Exemple 6
Soit (€2, P) un espace probabilisé fini.
» 7 est centréesi E(Z) =0
Pour toute variable aléatoire X,
Z =X — FE(X) est centrée.
» L'ensemble des variables aléatoires réelles
centrées sur {) est un espace vectoriel.
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B. Norme
Exemple 6
Soit (€2, P) un espace probabilisé fini.
» |L'ensemble des variables aléatoires réelles
centrées sur {) est un espace vectoriel.
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I. Produit scalaire

B. Norme

Exemple 6

Soit (€2, P) un espace probabilisé fini.

» L'ensemble des variables aléatoires réelles
centrées sur {) est un espace vectoriel.

» La covariance
Cov(X,Y)=FE(XY)— E(X)E(Y) est un
produit scalaire sur cet espace vectoriel.
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I. Produit scalaire

B. Norme

Exemple 6

Soit (€2, P) un espace probabilisé fini.

» L'ensemble des variables aléatoires réelles
centrées sur {) est un espace vectoriel.

» La covariance
Cov(X,Y)=FE(XY)— E(X)E(Y) est un
produit scalaire sur cet espace vectoriel.

» La norme associée est |'écart-type.
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I. Produit scalaire

B. Norme

Exemple 6

Soit (€2, P) un espace probabilisé fini.

» L'ensemble des variables aléatoires réelles
centrées sur {) est un espace vectoriel.

» La covariance
Cov(X,Y)=FE(XY)— E(X)E(Y) est un
produit scalaire sur cet espace vectoriel.

» La norme associée est |'écart-type.

» [Cov(X,Y)| < o(X)o(Y) donc

—1<p(X,Y) < L

v
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‘—II. Orthogonalité

IT. Orthogonalité

E : espace vectoriel réel
muni d'un produit scalaire ¢

(u]v) = @(u,v)
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II. Orthogonalité

A. Vecteurs et sous-espaces orthogonaux
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‘—II. Orthogonalité
A

. Vecteurs et sous-espaces orthogonaux

Définition
u et v sont orthogonaux si (u|v) = 0.
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II. Orthogonalité
A. Vecteurs et sous-espaces orthogonaux

Définition
u et v sont orthogonaux si (u|v) = 0.

Exemple 7
E=%(0,1.R) (flo)=[ fg

Alors f et g sont orthogonales.




Chapitre B13. Espaces vectoriels euclidiens

‘—II. Orthogonalité
A

. Vecteurs et sous-espaces orthogonaux

Définition
F' et G sont orthogonaux si

V(u,v) € F x G (u]v)=0
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II. Orthogonalité
A. Vecteurs et sous-espaces orthogonaux

Définition
F' et G sont orthogonaux si

V(u,v) € F x G (ulv)=0

Remarque
Si I et G sont orthogonaux alors F NG = {0g}.
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‘—II. Orthogonalité
A

. Vecteurs et sous-espaces orthogonaux
Définition
FCFE Orthogonal de F' :

Ft={veE|VueF (u|v)=0}
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‘—II. Orthogonalité

A. Vecteurs et sous-espaces orthogonaux
Définition
FCFE Orthogonal de F' :

Ft={veE|VueF (u|v)=0}

Remarque
F et F'* sont orthogonaux FnFtC{og}
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II. Orthogonalité
A. Vecteurs et sous-espaces orthogonaux

Définition

FCFE Orthogonal de F' :
Ft={veE|VueF (u|v)=0}
Remarque
F et F sont orthogonaux FnF+C{0g}
Exemple 8
Et = {0g} {0p} =E




Chapitre B13. Espaces vectoriels euclidiens

II. Orthogonalité

A. Vecteurs et sous-espaces orthogonaux

Définition

FCFE Orthogonal de F' :
Ft={veE|VueF (u|v)=0}

Propositions

() F C (FH)*

Démonstration.
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II. Orthogonalité
A. Vecteurs et sous-espaces orthogonaux

Définition

FCFE Orthogonal de F' :
Ft={veE|VueF (u|v)=0}

Propositions

() F < (F)*

(i)Si FCG alors GYCF*

Démonstration.
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‘—II. Orthogonalité
A. Vecteurs et sous-espaces orthogonaux

Définition

FCFE Orthogonal de F' :
Ft={veE|VueF (u|v)=0}
Propositions
(i) F € (FH)
(i)Si FCG alors GYCF*
(i) (Vect F)*© = Ft-

Démonstration.
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II. Orthogonalité
A. Vecteurs et sous-espaces orthogonaux

Définition

FCFE Orthogonal de F' :
Ft={veE|VueF (u|v)=0}
Propositions
(i) F C(FY)+
(i)Si FCG alors GYCF*
(i) (Vect F)*© = Ft-

Démonstration.
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A. Vecteurs et sous-espaces orthogonaux
Définition
FCFE Orthogonal de F

t={veE|YueF (u]v)=0}

Propositions
(iii) (Vect F)" = F't-

Remarque

Si F = Vect () alors F- = %~
Un vecteur est orthogonal a F’
ssi il est orthogonal a tout élément de %3.
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‘—II. Orthogonalité
A

. Vecteurs et sous-espaces orthogonaux
Définition
FCFE Orthogonal de F' :

Ft={veE|VueF (u|v)=0}

Proposition
F partiede E = [ sous-espace vectoriel de E/

V
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‘—II. Orthogonalité
A

. Vecteurs et sous-espaces orthogonaux
Définition
FCFE Orthogonal de F' :

Ft={veE|VueF (u|v)=0}

Proposition
F partiede E = F sous-espace vectoriel de E/

V

Démonstration.
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‘—II. Orthogonalité
A

. Vecteurs et sous-espaces orthogonaux
Définition
FCFE Orthogonal de F' :

Ft={veE|VueF (u|v)=0}

Proposition
F partiede E = F sous-espace vectoriel de E/

V

Démonstration.
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‘—II. Orthogonalité
A

. Vecteurs et sous-espaces orthogonaux

> Exercice 4.
Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels de . Dé-
montrer que :

(F+G)*r=FnGt
Fr4+ G+ C(FNnG)*
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II. Orthogonalité

B. Familles orthogonales
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B. Familles orthogonales
Définition
Une famille (ey, ..., e,) est orthogonale si

Vi#j  (eile) =0

i.e., les e; sont deux-a-deux orthogonaux.
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II. Orthogonalité
B

. Familles orthogonales

Définition

Une famille (ey, ..., e,) est orthogonale si
VZ#] (ei\ej):O

i.e., les e; sont deux-a-deux orthogonaux.

Proposition
Une famille orthogonale ne contenant pas le vecteur
nul est libre.
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II. Orthogonalité
B

. Familles orthogonales

Définition

Une famille (ey, ..., e,) est orthogonale si
VZ#] (ei\ej):O

i.e., les e; sont deux-a-deux orthogonaux.

Proposition
Une famille orthogonale ne contenant pas le vecteur
nul est libre.

Démonstration.
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II. Orthogonalité
B

. Familles orthogonales

Définition

Une famille (ey, ..., e,) est orthogonale si
VZ#] (ei\ej):O

i.e., les e; sont deux-a-deux orthogonaux.

Proposition
Une famille orthogonale ne contenant pas le vecteur
nul est libre.

Démonstration.
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‘—II. Orthogonalité
B. Familles orthogonales

Théoreme de Pythagore
(é1,...,e,) famille orthogonale

2

n n 9
il = leil
i=1 i=1
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II. Orthogonalité

B. Familles orthogonales

Théoreme de Pythagore
(é1,...,e,) famille orthogonale

2

n
> &
=1

" 2
= > |led]
il

Exemple 9
i, U orthogonaux :

— —112 2 -2
|+ 9" = ||a][” + [|]]
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‘—II. Orthogonalité
B. Familles orthogonales

Démonstration.

2

n
Yoeill = 2ei| e
=1 )
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‘—II. Orthogonalité
B. Familles orthogonales

Démonstration.

2 n
=1

n n

= > > (eilej)

i=1j=1

n
> €
=1
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‘—II. Orthogonalité
B. Familles orthogonales

Démonstration.

2 n
=1

n n

= > > (eilej)

i=1j=1

= > (eilei)

n
=1

n
> €
=1
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‘—II. Orthogonalité
B. Familles orthogonales

Démonstration.
n 2 n n
S| = (Zez Zej)
i=1 i=1 | j=1
n n
= > > (e ej)
i=1j=1

= 3 (er] i) = znezu 0
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II. Orthogonalité
B

. Familles orthogonales

Définition

Une famille (ey, ..., e,) est orthonormée si

1 sii=j
0 siidj

i.e., les e; sont deux-a-deux orthogonaux et unitaires.

V(i,5) € {1,... ,n}2 (e:|ej) =

V
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‘—II. Orthogonalité
B. Familles orthogonales

Remarque
Symbole de Kronecker :
1 sii=3j

% = 0 sii#
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III. Espaces vectoriels euclidiens
A. Bases orthonormées
B. Orthonormalisation
C. Supplémentaire orthogonal
D. Projecteurs orthogonaux
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ITI. Espaces vectoriels euclidiens

Rappel
Espace euclidien :

Espace vectoriel o réel
« de dimension finie
o muni d'un produit scalaire.

Onnote n=dmkF
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‘—III. Espaces vectoriels euclidiens
A. Bases orthonormées

Proposition

Une famille orthonormée de n vecteurs est une base
de F.
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III. Espaces vectoriels euclidiens
A. Bases orthonormées

Proposition
Une famille orthonormée de n vecteurs est une base
de F.

Démonstration.
Les vecteurs de cette famille sont non-nuls car ils

sont de norme 1.
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III. Espaces vectoriels euclidiens
A. Bases orthonormées

Proposition

Une famille orthonormée de n vecteurs est une base
de F.

Démonstration.

Les vecteurs de cette famille sont non-nuls car ils
sont de norme 1.

Il forment donc une famille orthogonale de vecteurs
non-nuls.
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III. Espaces vectoriels euclidiens
A. Bases orthonormées

Proposition

Une famille orthonormée de n vecteurs est une base
de F.

Démonstration.

Les vecteurs de cette famille sont non-nuls car ils
sont de norme 1.

Il forment donc une famille orthogonale de vecteurs
non-nuls.

Par propriété cette famille est libre.
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III. Espaces vectoriels euclidiens
A. Bases orthonormées

Proposition

Une famille orthonormée de n vecteurs est une base
de F.

Démonstration.

Les vecteurs de cette famille sont non-nuls car ils
sont de norme 1.

Il forment donc une famille orthogonale de vecteurs
non-nuls.

Par propriété cette famille est libre.

Elle est libre maximale, donc c'est une base de E.[]
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III. Espaces vectoriels euclidiens
A. Bases orthonormées

Proposition
Tout sous-espace euclidien possede des bases ortho-
normées.

Démonstration.
Orthonormalisation de Gram-Schmidt. ]
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‘—III. Espaces vectoriels euclidiens
A. Bases orthonormées

Théoréme
% = (eq1,...,e,) base orthonormée de E

Vue E u=> (ule)e;
i=1
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III. Espaces vectoriels euclidiens

A. Bases orthonormées

Théoréme
% = (eq1,...,e,) base orthonormée de E

Vue E u=> (ule)e;
i=1

Les coordonnées de u dans la base 98 sont :

((ufer),..., (ulen))
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III. Espaces vectoriels euclidiens
A. Bases orthonormées

Théoréme
% = (eq1,...,e,) base orthonormée de E

Vue E u=> (ule)e;
i=1

Les coordonnées de u dans la base 98 sont :

((ufer),..., (ulen))

Démonstration.
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III. Espaces vectoriels euclidiens
A. Bases orthonormées

Théoréme
% = (eq1,...,e,) base orthonormée de E

Vue E u=> (ule)e;
i=1

Les coordonnées de u dans la base 98 sont :

((ufer),..., (ulen))

Démonstration.
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III. Espaces vectoriels euclidiens
A. Bases orthonormées

> Exercice 5.
E = R? muni du produit scalaire usuel.

w =3(2,2,1) wp=3(-2,1,2) uz=3(1,-2,2)

a. Démontrer que la famille (uy, ug, ug) est
orthonormée, et en déduire que c'est une base

orthonormée de F.
b. Donner les coordonnées du vecteur (3,1, 1) dans
cette base.
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III. Espaces vectoriels euclidiens

A. Bases orthonormées

Proposition

u de coordonnées (z1,...,x,) dans la BON %
v de coordonnées (yi, ..., ¥y,) dans la BON %
Alors :

(u]v) =D zrur et |ul| = | >}
k=1 Jk:l
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III. Espaces vectoriels euclidiens

A. Bases orthonormées

Proposition

u de coordonnées (z1,...,x,) dans la BON %
v de coordonnées (v, ...,y,) dans la BON %
Alors :

n n
(u]v) =D zrur et |ul| = | >}
k=1 k=1

Remarque

On applique les mémes formules qu'avec le produit
scalaire usuel, pourvu que les coordonnées soient ex-
primées dans une base orthonormée.
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III. Espaces vectoriels euclidiens

A. Bases orthonormées

Proposition

u de coordonnées (z1,...,x,) dans la BON %
v de coordonnées (yi, ..., ¥y,) dans la BON %
Alors :

(u]v) =D zrur et |ul| = | >}
k=1 Jk:l

Démonstration.

(ulo) = (

n
> Tie;
=1

1=

n
Z?Jjej)
j=1
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III. Espaces vectoriels euclidiens

A. Bases orthonormées

Proposition

u de coordonnées (z1,...,x,) dans la BON %
v de coordonnées (v, ...,y,) dans la BON %
Alors :

(u]v) =D zrur et |ul| = | >}
k=1 Jk:l

Démonstration.

(ulo) = (

n
> Tie;
=1

1=

éyjej) = aninfl“zyj (eilej)

i=1j=1
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III. Espaces vectoriels euclidiens

A. Bases orthonormées

Proposition

u de coordonnées (z1,...,x,) dans la BON %
v de coordonnées (yi, ..., ¥y,) dans la BON %
Alors :

(u]v) =D zrur et |ul| = | >}
k=1 Jk:l

Démonstration.

(u]v) = zz@%(m) NICIE)

1=1j= =1
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III. Espaces vectoriels euclidiens

A. Bases orthonormées

Proposition

u de coordonnées (z1,...,x,) dans la BON %
v de coordonnées (yi, ..., ¥y,) dans la BON %
Alors :

(u]v) =D zrur et |ul| = | >}
k=1 Jk:l

Démonstration.

n n
(ulv) =X @iy (ei|e:) = X wiyi
' i=1

=1
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III. Espaces vectoriels euclidiens

A. Bases orthonormées

Proposition

u de coordonnées (z1,...,x,) dans la BON %
v de coordonnées (yi, ..., ¥y,) dans la BON %
Alors :

(u]v) =D zrur et |ul| = | >}
k=1 Jk:l

Démonstration.

n
Si w=v alors: |ju|=(u|u)=Ya2} O
k=1
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B. Orthonormalisation

Procédé d'orthonormalisation de Gram-Schmidt

Jgrgen Gram, Danemark, 1850 — 1916

Erhard Schmidt, Allemagne, 1876 — 1959
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B. Orthonormalisation
Procédé d'orthonormalisation de Gram-Schmidt

Exemple 10
E=R?
Uy = (1, ]., 1) Uo = (1, 2,0) Uz = (2,0,3)




Chapitre B13. Espaces vectoriels euclidiens
B. Orthonormalisation
Procédé d'orthonormalisation de Gram-Schmidt

Exemple 10
E=R?
Uy = (1, ]., 1) Uo = (1, 2,0) Uz = (2,0,3)

Etape 1. vy =
Vg = U9 + )\2)1

vy = u3z + avy + Py
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B. Orthonormalisation
Procédé d'orthonormalisation de Gram-Schmidt
Exemple 10
E=R?
Uy = (1,1,1) Uo = (1,2,0) Uz = (2,0,3)

Etape 1. v = uy = (1,2,2)
Vg = U9 + )\2)1

vy = u3z + avy + Py
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B. Orthonormalisation
Procédé d'orthonormalisation de Gram-Schmidt
Exemple 10
E=R?
Uy = (1,1,1) Uo = (1,2,0) Uz = (2,0,3)

Etape 1. v = uy = (1,2,2)
Vg = U9 + )\2)1

vy = u3z + avy + Py

(1}1|U2):0 — A=-1
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‘—III. Espaces vectoriels euclidiens

B. Orthonormalisation

Procédé d'orthonormalisation de Gram-Schmidt

Exemple 10
E=R3
up = (17 I 1) U2 = (17 270) uz = (27073)

Etape 1. v = uy = (1,2,2)
Vg = Uy + AUp = (0,1,—1)

vy = u3z + avy + Py

(1}1|U2):0 — A=-1
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‘—III. Espaces vectoriels euclidiens

B. Orthonormalisation

Procédé d'orthonormalisation de Gram-Schmidt

Exemple 10
E=R3
up = (17 I 1) U2 = (17 270) uz = (27073)

Etape 1. v = uy = (1,2,2)
Vg = Uy + AUp = (0,1,—1)

vy = u3z + avy + Py

(U1|U3):(U2|U3):O — O‘:_g 5:%
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‘—III. Espaces vectoriels euclidiens

B. Orthonormalisation

Procédé d'orthonormalisation de Gram-Schmidt

Exemple 10
E=R3
up = (17 I 1) U2 = (17 270) uz = (27073)

Etape 1. v; = uy = (1,2,2)
Vg = Uy + AUp = (0,1,—1)
vy = ug + avy + Py = (2, -1, 1)

(U1|U3):(U2|U3):O — O‘:_g 5:%
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B. Orthonormalisation

Procédé d'orthonormalisation de Gram-Schmidt

Exemple 10
E=R3
up = (17 I 1) U2 = (17 270) uz = (27073)

Etape 1. v; = uy = (1,2,2)
Vg = Uy + AUp = (0,1,—1)
vy = ug + avy + Py = (2, -1, 1)

Etape 2. Vi=1,2,3 ¢ = o,




Procédé d'orthonormalisation de Gram-Schmidt

Exemple 10
E=1R?
— (17 L, 1) Uz = (17 270) us = (27073)

Etape 2. Vi=1,2,3 g = Tk

=(1,1,1) €1 :%(1,1,1)
= (0,1, 1) €9 :7(0,1, 1)
=4(2,-1,-1) &3 = (2, -1,-1)
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B. Orthonormalisation

Procédé d'orthonormalisation de Gram-Schmidt

> Exercice 6.
Orthonormaliser la base (u;,us) de R? ol :

Uy = (1, 1) et Uy = (1, 2)

> Exercice 7.
Méme question avec la base de R? composée de :

u = (1,1,-1) wp=(1,-1,1) ug=(-1,1,1)
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III. Espaces vectoriels euclidiens
B. Orthonormalisation

Théoréme

(ui,...,u,) famille libre.

Alors il existe une famille orthonormée (e1,...,¢))
d’'éléments de E telle que pourtout k=1...p:

Vect (ug, ..., ug) = Vect (e1,...,&k)
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Démonstration. Récurrence finie sur m € {1,...,p}

Uy

[l

Initialisation. e =

Hérédité. vo = us + ayey

(1)2‘81):0 e (UQ‘€1)+041(€1|€1):0

< 051:—(u2|81)
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III. Espaces vectoriels euclidiens
B. Orthonormalisation

Corollaire
Tout espace euclidien possede des bases orthonor-
mées.

Démonstration. Tout espace vectoriel de dimension
finie possede des bases.
[l suffit d’en choisir une et de |I'orthonormaliser. [
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C. Supplémentaire orthogonal
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C. Supplémentaire orthogonal

n
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‘—III. Espaces vectoriels euclidiens
C

. Supplémentaire orthogonal

Proposition
I sous-espace vectoriel d'un espace euclidien E

FoF-=E
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III. Espaces vectoriels euclidiens
C

. Supplémentaire orthogonal

Proposition
I sous-espace vectoriel d'un espace euclidien E

FoF-=E

Définition
F est appelé supplémentaire orthogonal de F.
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III. Espaces vectoriels euclidiens
C

. Supplémentaire orthogonal

Proposition
I sous-espace vectoriel d'un espace euclidien E

FoF-=E

Définition
F est appelé supplémentaire orthogonal de F.

Démonstration.




Chapitre B13. Espaces vectoriels euclidiens

III. Espaces vectoriels euclidiens
C

. Supplémentaire orthogonal

Proposition
I sous-espace vectoriel d'un espace euclidien E

FoF-=E

Définition
F est appelé supplémentaire orthogonal de F.

Démonstration.
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III. Espaces vectoriels euclidiens
C

. Supplémentaire orthogonal

Proposition
I sous-espace vectoriel d'un espace euclidien E

FoF-=E

Corollaire
(i) dimF*=n—-dimF
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III. Espaces vectoriels euclidiens
C

. Supplémentaire orthogonal

Proposition
I sous-espace vectoriel d'un espace euclidien E

FoF-=E

Corollaire
(i) dimF*=n—-dimF
(i) (FHt=F
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‘—III. Espaces vectoriels euclidiens

C. Supplémentaire orthogonal

Corollaire
(i) dimF*=n—dimF
(i) (FH) =F

Démonstration.

(i) F C (F4)
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‘—III. Espaces vectoriels euclidiens

C. Supplémentaire orthogonal

Corollaire
(i) dimF*=n—dimF
(i) (FH) =F

Démonstration.

(i) F C (F4)

dim(F+)t=n — dim F*
=n—(n—dimF)=dimF
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‘—III. Espaces vectoriels euclidiens

C. Supplémentaire orthogonal

Corollaire
(i) dimF*=n—dimF
(i) (FH) =F

Démonstration.

(i) F C (F4)

dim(F+)t=n — dim F*
=n—(n—dimF)=dimF

Par théoreme : (F1)t =F
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III. Espaces vectoriels euclidiens
C

. Supplémentaire orthogonal

> Exercice 4.
Démontrer que pour tous sous-espaces vectoriels F’
et G de E :

(F+G)r =FtnG*

FL4 Gt Cc(FnG)t

> Exercice 8.
Démontrer que l'inclusion de I'exercice 4 est une éga-
lité si &/ est euclidien.
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D

. Projecteurs orthogonaux

D. Projecteurs orthogonaux

Définition
I sous-espace vectoriel d'un espace euclidien E

Projecteur orthogonal de E sur F':
projecteur de E sur F' parallélement & F'+
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D

. Projecteurs orthogonaux

D. Projecteurs orthogonaux

Définition
I sous-espace vectoriel d'un espace euclidien E

Projecteur orthogonal de E sur F':
projecteur de E sur F' parallélement & F'+

£

Remarque

Vue F u—pu) € Ft
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‘—III. Espaces vectoriels euclidiens
D

. Projecteurs orthogonaux

Proposition
(é1,...,€m) base orthonormée de F

m

Vue B plu) = El<u‘€k> e
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III. Espaces vectoriels euclidiens
D

. Projecteurs orthogonaux

Proposition
(é1,...,€m) base orthonormée de F

m
Vue B plu) =3 (uler)es
k=1
Démonstration.
m
v=> (ulex)ex w=u—v
k=1

Alors v € F et w € F* donc v = p(u). O
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III. Espaces vectoriels euclidiens
D

. Projecteurs orthogonaux

Remarque
Soit (e1,...,€,) une BON de F,
(Ems1,---,€n) une BON de F'*.

Alors (e1,......... ,e,) est une BON de F.
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D. Projecteurs orthogonaux

Remarque
Soit (e1,...,€,) une BON de F,
(Ems1,---,€n) une BON de F'*.

Alors (€1, ......... ,€n) est une BON de E.
Pour tout u € E :

u=(uler)er+ -+ (ulen)en

+ (U|€m+1) em+1 T T (U‘en) €n-
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D. Projecteurs orthogonaux

Remarque
Soit (e1,...,€,) une BON de F,
(Ems1,---,€n) une BON de F'*.

Alors (e1,......... ,e,) est une BON de F.

Pour tout u € FE :

p(u) = (uler)er + -+ (ulem) em
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III. Espaces vectoriels euclidiens
D

. Projecteurs orthogonaux

Remarque
Soit (e1,...,€,) une BON de F,
(Ems1,---,€n) une BON de F'*.

Alors (€1, ......... ,€n) est une BON de E.
Pour tout u € E :

p(u) = (uler)er + -+ (ulem) em

On retrouve la formule pour p(u).
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Théoreme
Soit p le projecteur orthogonal de E sur F.

()Vue £ |p()]] <|lul|
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D. Projecteurs orthogonaux

Théoreme
Soit p le projecteur orthogonal de F sur F.

()Vue B |lp(w)]] < ||ull
(ii) p(u) est I'unique vecteur uy de F tel que :

[l = wol| = Min [[u —v]|
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D. Projecteurs orthogonaux

Théoreme
Soit p le projecteur orthogonal de F sur F.

()Vue B |lp(w)]] < ||ull
(ii) p(u) est I'unique vecteur uy de F tel que :

[l = wol| = Min [[u —v]|

Définition
Distance de u a F' :

d(u, F) = Min [|u — o]
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III. Espaces vectoriels euclidiens
D. Projecteurs orthogonaux

Définition
Distance de v a F':

d(u, F) = Min [|u — o]

Remarque
Ainsi, la distance de uw a F' est la distance de u a

p(u).
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‘—III. Espaces vectoriels euclidiens

D. Projecteurs orthogonaux

Démonstration.

(i) w — p(u) et p(u) sont orthogonaux.
Théoreme de Pythagore :

[ull* = [Ju = p()[|* + [Ip(w)]

2 2
Donc ()] < |]ul]

Puis [Ip(u)l] < full
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Démonstration.
(i)YveF  u—v=(u—pu))+(plu) —v)
eFt eF
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Démonstration.
(i)YveF  u—v=(u—pu))+(plu) —v)
eFt eF

Théoreme de Pythagore :

[lu = p(u)l] < [lu =]
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Démonstration.
(i)YveF  u—v=(u—pu))+(plu) —v)
eFt €EF

Théoreme de Pythagore :

lu = p(u)|| < [lu— vl

_ < _
Donc  [lu —p(u)l| < Inf flu -]
Comme p(u) est I'un des éléments de F' :

[l = p(w)[| = Min [[u —v]]
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Démonstration.
(i)YveF  u—v=(u—pu))+(plu) —v)
eFt €EF

Théoreme de Pythagore :

|lu = p(u)]] < [u — v
Si v € F est différent de p(u) :

[lu = p(u)]] <lu— vl

D’ou 'unicité. ]
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D. Projecteurs orthogonaux

Remarque
Soit £ un R-ev préhilbertien,
F' un sev de £/ de dimension finie m.

Soit (e1,...,€n) une base orthonormée de F et :

p: B — FE

m
u — > (uleg) ek
k=1

Alors p est un projecteur de E et le théoréme ci-
dessus est toujours valable.
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D. Projecteurs orthogonaux

Exemple 11
E =13 F = Vect (uy) u = (1,2,2)

p : projecteur orthogonal de E sur F

Calculer :
a. la matrice de p dans la base canonique
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D. Projecteurs orthogonaux

Exemple 11
E =13 F = Vect (uy) u = (1,2,2)

p : projecteur orthogonal de E sur F

Calculer :
a. la matrice de p dans la base canonique

b. la distance de v = (6,5,4) a F




Chapitre B13. Espaces vectoriels euclidiens
III. Espaces vectoriels euclidiens
D. Projecteurs orthogonaux

Exemple 11
E =13 F = Vect (uy) u = (1,2,2)
p : projecteur orthogonal de E sur F
Calculer :
a. la matrice de p dans la base canonique
b. la distance de v = (6,5,4) a F

c. la matrice de ¢ dans la base canonique
oll ¢ est le projecteur orthogonal de E sur F'*.
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D
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> Exercice 9.

(Suite de I'exercice 6) Soit f = Vect (uy).

a. Calculer la matrice dans la base canonique du
projecteur orthogonal sur F'.

b. Quelle est la distance de v = (13,3) a F'?
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III. Espaces vectoriels euclidiens
D

. Projecteurs orthogonaux

> Exercice 10.

(Suite de I'exercice 7) Soit F' = Vect (uy, us).

a. Calculer la matrice dans la base canonique du
projecteur orthogonal sur F.

b. En déduire la matrice dans la base canonique de

la symétrie de E/ par rapport a F' parallélement
a F+.
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> Exercice 11.
E =<6([0,1],R) muni du produit scalaire :

v(f.9) € B°  (flg) = /f

F = Vect (g, g1,92) ob  gp(a) = 2"
a. Orthonormaliser la base (go, g1, 92) de F.

b. Calculer le projeté orthogonal de la fonction
exponentielle sur I, et la distance de exp a F.




Chapitre B13. Espaces vectoriels euclidiens

III. Espaces vectoriels euclidiens

D. Projecteurs orthogonaux

> Exercice 11. Réponse :
On obtient

f(z) = 30(7e—19)2 +12(49 — 18¢)x + 3(13e — 35)
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D. Projecteurs orthogonaux

> Exercice 11. Réponse :
On obtient

f(z) = 30(7e—19)2 +12(49 — 18¢)x + 3(13e — 35)

vz € [0,1] — 0,013 < e’ — f(z) < 0,015
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D. Projecteurs orthogonaux

> Exercice 11. Réponse :
On obtient

f(z) = 30(7e—19)2 +12(49 — 18¢)x + 3(13e — 35)
vz € [0,1] — 0,013 < e’ — f(z) < 0,015
1

dlexp, f)=llexp Il = (, (" = f(a))? dz)
~ 0,0053
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