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b a a+b

S =(a+b)(c+d)—2bc—ac—bd
= ac + ad + bc + bd — 2bc — ac — bd = ad — be
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Vi € R det (@, %) =0

Bilinéarité :
det (4 + 0,4 + ¥) = det (&, 4 + ) + det (U, 4 + V)
det (¢, @) + det (@, V)
+ det (¥, 4) + det (¥, V)



Vi € R det (@, %) =0

Bilinéarité :
det (4 + 0,4 + ¥) = det (&, 4 + ) + det (U, 4 + V)
det (¢, @) + det (@, V)
+ det (¥, 4) + det (¥, V)

donc 0 = det (@, ¥) + det (U, @)



Vi € R det (@, %) =0

Bilinéarité :
det (@ + ¥, @ + ¥) = det (@, @ + ¥) + det (¥, @ + )
= det (, @) + det (u, V)
+ det (¥, 4) + det (¥, V)
donc 0 = det (@, ¥) + det (U, @)

Pour tous vecteurs i et v :

det (U, @) = — det (u, V)
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Lemme
[l existe une et une seule application

fily(K) — K

telle que :

(i) f est linéaire par rapport a chacune des
colonnes de sa variable

(ii) f est antisymétrique par rapport a chacune de
ses colonnes

(ii) f(I) = 1
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L A. Définition

Lemme
[l existe une et une seule application

fily(K) — K

telle que :

(i) f est linéaire par rapport a chacune des
colonnes de sa variable

(ii) f est antisymétrique par rapport a chacune de
ses colonnes

(ii) f(I) = 1

Démonstration. Plus tard. []
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Définition
On note

detA = f(A)

et on appelle déterminant de A ce scalaire.
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LI. Déterminant d'une matrice
A. Définition

Notation

ar ... Qip

Si A=

ani Ann

ai A1n
alors det A =

ani Ann,
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I. Déterminant d'une matrice
A. Définition

Définition
ui, ..., u, vecteurs de K" :

Le déterminant de la famille (uq,...,u,) est le dé-
terminant de la matrice dont ils forment les colonnes.

v

Notation

det (uq, ..., uy)
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Chapitre B12. Déterminants

I. Déterminant d'une matrice
A. Définition

Remarque

Le déterminant n'est défini que pour
» une matrice carrée

» une famille de n vecteurs de K"
» un endomorphisme

» une famille de n vecteurs
d'un ev de dimension n.




Chapitre B12. Déterminants

I. Déterminant d'une matrice
A. Définition

Remarque

Le déterminant n'est défini que pour
» une matrice carrée

» une famille de n vecteurs de K"
» un endomorphisme

» une famille de n vecteurs
d'un ev de dimension n.

Un déterminant est toujours carré. )
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I. Déterminant d'une matrice
B. Propriétés

Lemme
Le déterminant d'une matrice ayant une colonne nulle
est nul.

Démonstration. Ceci est conséquence de la linéarité
par rapport a chaque colonnes. ]
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I. Déterminant d'une matrice
B. Propriétés

Proposition
Le déterminant d'une matrice ayant deux colonnes
égales est nul.

Démonstration. Par antisymétrie :

det A
= det(Cy --- Cj, -+ Cy, -+ C)
= —det(Cy --- Cy, -+ Cy, -+ C)
— —det A

= det A =0 U



Proposition
Ve K VAe ., (K)

det(AA) = \"det A




Démonstration.

det(AA) = det(ACy --- ACy)
— A det(Cy --- Cy)
= \'det A O]
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Remarque

det(—A) = (—1)"det A




Chapitre B12. Déterminants

LI. Déterminant d'une matrice

B. Propriétés

Rappel

Tij(a) =
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B. Propriétés

Proposition
Pour toute matrice A

det ATji(o) = detA
det AD;(A) = AdetA
det AP;; = —detA




Démonstration.

ATji(a) = (Cy -+ Ci+aCj -+ Cj --+ Cy)

det(ATji(«)) = det(Cy ++- C; -+ Cj --+ Cy)
+adet(Cy --- Cj -+ Cj -+ Cy)
:det(Cl e O e C’j Cn)
=det A



Démonstration.

AD;(N) = (Cy -+ AC; -+ Ch)

det(AD;(\)) = Adet(Cy -~ C; -+ C)
= Adet A
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Démonstration.

APj=(Cy -~ Cj -+~ C;i -+ Cy)

det(APy) = —det(Cy - Cj -+ C; -+ Cp)
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I. Déterminant d'une matrice
B. Propriétés

Corollaire

» (C; + C; + aC}) ne modifie pas le déterminant
> (C; « AC)) multiplie le déterminant par A
> (C; + C)) change le signe du déterminant.

v
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Lemme
Si A n'est pas inversible alors det A = 0.

Démonstration.

Si A n'est pas inversible alors I'une de ses colonnes
est combinaison linéaire des autres.
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B. Propriétés

Lemme
Si A n'est pas inversible alors det A = 0.

Démonstration.

Si A n'est pas inversible alors I'une de ses colonnes
est combinaison linéaire des autres.

O]
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LI. Déterminant d'une matrice

Proposition

det AB = det Adet B

Démonstration. Si B est une matrice élémentaire :

det Tj(a) =1 det D;(A\) = A det Pj = —1
Donc det(AB) = det Adet B.



LI. Déterminant d'une matrice

Proposition

det AB = det Adet B

Démonstration. Si B est une matrice inversible :
det AB = det(AFE; --- Ep,)
=det A xdetEy X ---xdetE,,
=det Adet B
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B. Propriétés
Proposition

det AB = det Adet B

Démonstration. Si B n'est pas inversible, alors AB
n'est pas inversible, car :

ker B C ker AB
Donc det AB = det Adet B = 0. O
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LI. Déterminant d'une matrice
B. Propriétés

> Exercice 1.
Vérifier le théoréme avec :

2 —2 4 0
A_(l 5) et B—(3 1)
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Proposition

A inversible — det A £ 0

Dans ce cas :
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I. Déterminant d'une matrice
B. Propriétés

Proposition

A inversible — det A £ 0

Dans ce cas :
1
~ det A

det(A™)

Démonstration.

det A x det A1 = det(AA™Y) =det [, =1 O
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Corollaire
(uq ...u,) famille de n vecteurs de K"

(up...uy,) base de K" <= det(u;...u,) #0
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Exemple 2
Uy = (5, 7) et Uo = (9,4)
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I. Déterminant d'une matrice
B. Propriétés

Proposition

det ‘A =det A

Remarque

En conséquence les opérations élémentaires sur les
lignes ont le méme effet sur le déterminant que celles
sur les colonnes.
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Démonstration.

det A =0 =i det ‘A =0
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Sidet A=#£0:

det 'A =det '(Ey -+ Ep)
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LI. Déterminant d'une matrice

Suite de la démonstration.
Sidet A=#£0:

det 'A =det '(Ey -+ Ep)
= det('E,,--- 'Fy)
= (det 'E,,) - -+ (det 'E})



Suite de la démonstration.

Sidet A=#£0:

det 'A =det '(Ey -+ Ep)
=det('E,, - 'E})
= (det 'E,,) - -+ (det 'E})
= (det Ey,) - - - (det Ey)



Suite de la démonstration.

Sidet A=#£0:

det 'A =det '(Ey -+ Ep)
=det('E,, - 'E})
= (det 'E,,) - -+ (det 'E})
= (det Ey,) - - - (det Ey)
= (det Ey) - -+ (det E},)



Suite de la démonstration.

Sidet A=#£0:

det 'A =det '(Ey -+ Ep)
=det('E,, - 'E})
= (det 'E,,) - -+ (det 'E})
= (det Ey,) - - - (det Ey)
= (det Ey) - -+ (det E},)
=det(Ey - Ey)
=det A O]
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LI. Déterminant d'une matrice
B. Propriétés

Remarque
Il n'existe aucune formule pour :

det(A + B)
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LI. Déterminant d'une matrice
B. Propriétés

Remarque
Il n'existe aucune formule pour :

det(A+ B) =7
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Proposition
Le déterminant d'une matrice triangulaire est le pro-
duit des coefficients de sa diagonale.
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Démonstration. Si les A\; sont non-nuls :
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LI. Déterminant d'une matrice
C. Calculs de déterminants

Suite de la démonstration. Si I'un des \; est nul :

L'une des colonnes est combinaison linéaire des
autres, donc det T’ = 0. U]
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Regle de I'alpha

a b

J = ad — bc
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C. Calculs de déterminants
hY y
Regle de I'alpha

@ 2 = ad — bc

Démonstration.

a b a b 0 b

cdl "o daTled
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C. Calculs de déterminants
hY y
Regle de I'alpha

a b

J = ad — bc

Démonstration.

a b 0 b a b

0o dlledl Tlodl”

a bl

c d 0 b

cd‘
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C. Calculs de déterminants
hY y
Regle de I'alpha

a b
c d

‘:ad—bc

Démonstration.

ab‘ ab‘

cdlTlodaTlea Tlod o

= ad — be U]

Ob‘

ab‘_cd‘




C. Calculs de déterminants

Regle de I'alpha

QS‘:ad—bc
Autre démonstration.
ab_ab+0b_ 1b+0b
cd —10d T led " %od T a
—a10+00b—ad10—|—b001
70 d 1 0| 01 10
10 10
—adO 1‘—()00 ll—ad—bc Ul
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Regle de Sarrus

Q Q. 9
> o

c
fl=aei+bfg+ cdh — ceqg — afh — bdi
?
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= aet + bfg+ cdh



= aet + bfg+ cdh



= aet +bfg+ cdh —ceg —afh — bdi



= aet +bfg+ cdh —ceg —afh — bdi
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= ael —ceqg—afh—bdi
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Exemple 3
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I. Déterminant d'une matrice
C. Calculs de déterminants

Développement par rapport a une ligne ou une
colonne

Vi=1...n det A = Z (—1)”jaij det Aij
=1

Vj =1...n det A = Z(—l)iJrjaij det Aij

o=l
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I. Déterminant d'une matrice
L_C. Calculs de déterminants

Développement par rapport a une ligne ou une
colonne

Vi=1...n det A = Z (—1)”jaij det Aij
=1

Vj =1...n det A = Z(—l)iJrjaij det Aij

o=l

Définition

(—1)"* det A;; : cofacteur de a;;
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Q Q.

ST o

<. 0
I
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—b +c

Q Q.
ST o
<. 0
I
S
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h

Q Q.

S o

<.~ 0
=)
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K Q. 2
> 0o o
<. S 0
>
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Q QU

ST o

<. % 0
I
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. () e
d@f
g@i
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K Q. 2
S o
<. 0
|
|
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a b c
d @ ¥
g h i

K Q. 2
S o
<. 0
|
|
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4 el el e
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Regle des signes

(D)= _ 4 _
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C. Calculs de déterminants

ONONONO,
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C. Calculs de déterminants

[ g h
=alj k I
n o p
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LI. Déterminant d'une matrice

C. Calculs de déterminants

f g h b ¢ d
=alj k l|l—elj k 1
n o p n o p
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LI. Déterminant d'une matrice

C. Calculs de déterminants

f g h b ¢ d b ¢ d
=alj k l|l—elj k Ul+ilf g h
n o p n o p n o p
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LI. Déterminant d'une matrice

C. Calculs de déterminants

m n 0 P
b ¢ d a ¢ d a b d a b c
=1f g hl—jle g hl+kle [ hi=Ille f g
n o p m o p m n op m n o
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Il
S - o>
S o
" S X
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b ¢ d a ¢ d
=idf g h|—jl e g h
n o p m o p
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LI. Déterminant d'une matrice

C. Calculs de déterminants

m n 0 P
b ¢ d a ¢ d a b d
=f g h|—jle g h|+k e [ h
n o p m o p m n op
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LI. Déterminant d'une matrice

C. Calculs de déterminants

o

—jle g hi+kl e f hi=lle f g
m o p m n p m n o

Q

|
S - o>
S
" S X
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LI. Déterminant d'une matrice

C. Calculs de déterminants

m n 0 P
b ¢ d a ¢ d a b d a b c
=1f g hl—jle g hl+kle [ hi=Ille f g
n o p m o p m n op m n o
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LI. Déterminant d'une matrice
C. Calculs de déterminants

Exemple 3 (suite)
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LI. Déterminant d'une matrice
C. Calculs de déterminants

Démonstration.

det A = det(01 Oj_l Cj Cj+1 Cn)

=d€t<01 Cj—l Za,z-jEz- Cj+1 Cn)
=1

= Zai]’ det(01 s Cj—l Ez Cj_|_1 s Cn)
i=1
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LI. Déterminant d'une matrice
C. Calculs de déterminants

Démonstration.

k .« . >k alj >k .« . e k

det A =

>k .« . >k CLWI‘7 >k .« . k

()
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LI. Déterminant d'une matrice
C. Calculs de déterminants

Démonstration.

det A = Zaij : o1 : (1)
1=1 . . . .
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LI. Déterminant d'une matrice
C. Calculs de déterminants

Démonstration.

detA=3aj0 -0 1 0 -+ 0| (i)
=1
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LI. Déterminant d'une matrice
C. Calculs de déterminants

Démonstration.

O =
* O

det A = Z (—1)“‘7@2]
1=1
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LI. Déterminant d'une matrice
C. Calculs de déterminants

Démonstration.

i=1 : Aij
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LI. Déterminant d'une matrice
C. Calculs de déterminants

Démonstration.

det A = Z(—l)”jaij det Aij L]
1=1



Chapitre B12. Déterminants

I. Déterminant d'une matrice

L_C. Calculs de déterminants

Méthode de calcul d’'un déterminant
» Algorithme du pivot de Gauss
(lignes ou colonnes)
se ramener a une matrice triangulaire

> Taille (2,2) : regle de I'alpha
Taille (3, 3) : régle de Sarrus

» Développement par rapport a une ligne ou une
colonne.
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I. Déterminant d'une matrice
C. Calculs de déterminants

> Exercice 2.
Calculer les déterminants suivants en utilisant, au
choix :

» Un développement par rapport a une colonne
(au choix).

» Un développement par rapport a une ligne (au
choix).

» La regle de Sarrus.




Ol m = = O

S S S O SO PO

O O Ww O =
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II. Groupe symétrique
A. Généralités
B. Signature
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II. Groupe symétrique

A. Généralités



Chapitre B12. Déterminants
A. Généralités
Définition
Le groupe symétrique &, est I'ensemble des permu-
tations de I'ensemble {1,... n}.
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A. Généralités
Définition
Le groupe symétrique ¥, est |I'ensemble des permu-
tations de I'ensemble {1,... n}.

Proposition
(%, 0) est un groupe
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A. Généralités
Définition
Le groupe symétrique ¥, est |I'ensemble des permu-
tations de I'ensemble {1,... n}.

Proposition
(%, 0) est un groupe fini,
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A. Généralités
Définition
Le groupe symétrique ¥, est |I'ensemble des permu-
tations de I'ensemble {1,... n}.

Proposition
(#n,0) est un groupe fini, de cardinal n!.




Chapitre B12. Déterminants
A. Généralités
Définition
Le groupe symétrique ¥, est |I'ensemble des permu-
tations de I'ensemble {1,... n}.

Proposition
(#n,0) est un groupe fini, de cardinal n!.
[l n'est pas commutatif si n > 3.
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A. Généralités
Définition
Le groupe symétrique ¥, est |I'ensemble des permu-
tations de I'ensemble {1,... n}.

Notations
» <4, =5,=6,
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A. Généralités
Définition
Le groupe symétrique ¥, est |I'ensemble des permu-
tations de I'ensemble {1,... n}.

Notations
» <4, =5,=6,

» On note o7 au lieu de o o 7.
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II. Groupe symétrique

L A. Généralités

Définition
Le groupe symétrique &, est I'ensemble des permu-
tations de I'ensemble {1,... n}.
Notations
> yn - Sn - Gn

» On note o7 au lieu de o o 7.

Remarque

Attention a l'ordre : si o et 7 sont deux permuta-
tion alors o7 est I'application qui a un élément £ de
{1,...,n} associe o(7(k)).
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II. Groupe symétrique
A. Généralités

Définition
Le groupe symétrique ¥, est |I'ensemble des permu-
tations de I'ensemble {1,... n}.
Notations
> yn - Sn = 611

» On note o7 au lieu de o o 7.

» Elément neutre : e = I, ny
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II. Groupe symétrique
A. Généralités

Définition
Le groupe symétrique &, est I'ensemble des permu-
tations de I'ensemble {1,... n}.
Notations
> yn - Sn = 611

» On note o7 au lieu de o o 7.
» Elément neutre : e = I, ny

» Une permutation o de &, est notée :

o= (0(11) 0(22) 0&))




II. Groupe symétrique
A. Généralités

Exemple 4
Dans 4 on note :

TO




Chapitre B12. Déterminants
A. Généralités
Exemple 4
Dans 4 on note :

(123456

°“ls426513

(123456

"= l143256
Calculer : o? T2 o1 oT TO

Donner des entiers £ non-nuls minimaux tels que :

o =e " =¢ (o7)F =e




Chapitre B12. Déterminants
A. Généralités
Définitions
(i) Le support d’'une permutation est I'ensemble
de ses points non fixes.




Chapitre B12. Déterminants
A. Généralités
Définitions
(i) Le support d'une permutation est |'ensemble
de ses points non fixes.

Remarques

(i) Si deux permutations ont des supports disjoints
alors elles commutent.




Chapitre B12. Déterminants
A. Généralités
Définitions
(ii) Un cycle est une permutation o de la forme :

o a —— a9
as +—— as

ap—1 —— Qp
a, — a
a > a sia¢{ar,...,ay}
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A. Généralités
Définitions
(ii) Un cycle est une permutation o de la forme :

o a —— a9
as +—— as

a +— @
a > a sia¢{ar,...,ay}
Ce cycle est d'ordre p, c'est un p-cycle.

On le note :
o=(a; az ... ap)
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A. Généralités
Définitions
(ii) Un cycle est une permutation o de la forme :

o a —— a9
as +—— as

ap—1 —— Qp
a, — a
a > a sia¢{ar,...,ay}

Remarques

(i) oP=e ol =Pt
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A. Généralités
Définitions
(ii) Un cycle est une permutation o de la forme :

o a —— a9
as +—— as

ap—1 —— Qp
a, — a
a > a sia¢{ar,...,ay}

(iii) Une transposition est un cycle d'ordre 2.
7= (ab)




Chapitre B12. Déterminants
A. Généralités
Théoreme
Toute permutation se décompose en produit de cycles
a supports disjoints.

Cette décomposition est unique a I'ordre pres des fac-
teurs. Ses cycles commutent.
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A. Généralités
Théoreme
Toute permutation se décompose en produit de cycles
a supports disjoints.
Cette décomposition est unique a I'ordre pres des fac-
teurs. Ses cycles commutent.

Démonstration. Admise.
Soit 0 € &,,.
L'ensemble {1,...,n} est partitionné en orbites :

Orb(i) = {o*(i) ‘ k € IN}
Sur chaque orbite o est un cycle.
o est le produit commutatif de ces cycles.




Chapitre B12. Déterminants
A. Généralités
Théoreme
Toute permutation se décompose en produit de cycles
a supports disjoints.

Cette décomposition est unique a I'ordre pres des fac-
teurs. Ses cycles commutent.

Démonstration. Admise.
Pour I'unicité :

O =01...0p

Les orbites sont uniquement déterminées.
La restriction de ¢ a chaque orbite est uniquement
déterminée. ]



Exemple 5
Dans $5 on définit :

|
-

Ecrire sous forme de produit de cycles a supports
disjoints o, T et 7o, ainsi que leurs inverses.

|
|

WK O N
IR BSOS
= 00 -J 0o

ot = o =
= W oo W
~N &~ W
co Ot Ot Ot
O O — O




Chapitre B12. Déterminants

II. Groupe symétrique
A. Généralités

Exemple 6
Dans ¥, soit :

n=012) 7wm=(013) m=(14
Calculer :

T1T2 ToT1 T172T1 T3T2T1 T1T37T2T1
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A. Généralités
Théoreme
Toute permutation est produit de transpositions.




Chapitre B12. Déterminants
A. Généralités
Théoreme
Toute permutation est produit de transpositions.

Remarques
(i) Pourlecycle o = (12 ... p):

c=1p)(lp—-1)...(12)




Chapitre B12. Déterminants
A. Généralités
Théoreme
Toute permutation est produit de transpositions.

Remarques
(i) Pourlecycle o = (12 ... p):

c=1p)(lp—-1)...(12)
Tout p-cycle est produit de p — 1
transpositions.
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II. Groupe symétrique
LA Généralités

Théoreme

Toute permutation est produit de transpositions.

Remarques
(i) Pourlecycle o = (12 ... p):

c=1p)(lp—-1)...(12)
Tout p-cycle est produit de p — 1
transpositions.

Le théoréme ci-dessus est conséquence du
précédent.




Chapitre B12. Déterminants
A. Généralités
Théoreme
Toute permutation est produit de transpositions.

Remarques

(i) Le théoréme ci-dessus est conséquence du
précédent.

(ii) La décomposition n’est pas unique.

(12)13) (13)(23)
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A. Généralités
Théoreme
Toute permutation est produit de transpositions.

Remarques

(i) Le théoréme ci-dessus est conséquence du
précédent.

(ii) La décomposition n’est pas unique.

(12)(13) = (13)(23)
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II. Groupe symétrique
A. Généralités

Exemples : premiers groupes symétriques

(i) 1 =
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II. Groupe symétrique
A. Généralités

Exemples : premiers groupes symétriques
(i) 1 = {e}
(i) &5 =
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II. Groupe symétrique
A. Généralités

Exemples : premiers groupes symétriques
(i) 1 = {e}

(i) &2 = {e, T}

(iii) Fs
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II. Groupe symétrique
A. Généralités

Exemples : premiers groupes symétriques
(i) 1 = {e}
(i) Sy =A{e, 7}

(iii) S5 contient I'identité,
trois transpositions,
deux 3-cycles.
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II. Groupe symétrique
A. Généralités

Exemples : premiers groupes symétriques

(iv) &4 contient
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II. Groupe symétrique
A. Généralités

Exemples : premiers groupes symétriques

(iv) &4 contient I'identité,




Chapitre B12. Déterminants

II. Groupe symétrique
A. Généralités

Exemples : premiers groupes symétriques

(iv) &4 contient I'identité,
7 transpositions,
7 3-cycles,
7 4-cycles,
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II. Groupe symétrique
A. Généralités

Exemples : premiers groupes symétriques

(iv) &4 contient I'identité,
six transpositions,

huit 3-cycles,

six 4-cycles,
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II. Groupe symétrique
A. Généralités

Exemples : premiers groupes symétriques

(iv) &4 contient I'identité,
six transpositions,
huit 3-cycles,
six 4-cycles,
trois produits de deux transpositions
a supports disjoints.
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II. Groupe symétrique
A. Généralités

> Exercice 3.

Dans 5 on note 7 = (1 2) et 0 = (1 2 3).

a. Calculer 7o, o1, o2.

b. Vérifier que tous les éléments de &3 sont ainsi
obtenus.

c. Vérifier que 4 = (1 2) et 75 = (2 3) permettent
aussi d'obtenir tous les éléments de ¥5.
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II. Groupe symétrique

B. Signature



Lo Groupe symétrique

Théoreme
[l existe une et une seule application
e: S — {£1}
telle que :
() V(o,0") € F* . e(o0’) = e(0)e(0”)

(ii) Pour toute transposition 7 : ¢(7) = —1




Chapitre B12. Déterminants
B. Signature
Théoreme
[l existe une et une seule application
e: S — {£1}
telle que :
(i)V(o,0") € S e(od’) =e(o)e(o")

(ii) Pour toute transposition 7 : ¢(7) = —1

Démonstration.

Vo € &, e(o)= ]I M

1<i<j<n J =1
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B. Signature
Théoreme
[l existe une et une seule application
e: S — {£1}
telle que :
(i)V(o,0") € S e(od’) =e(o)e(o")

(ii) Pour toute transposition 7 : ¢(7) = —1

Démonstration. . ‘
Vo € &, e(o)= ]I M

1<i<j<n J =1

L'application ¢ est bien définie,
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B. Signature
Théoreme
[l existe une et une seule application
e: S — {£1}
telle que :
(i)V(o,0") € S e(od’) =e(o)e(o")

(ii) Pour toute transposition 7 : ¢(7) = —1

Démonstration. . ‘
Vo € &, e(o)= ]I M
1<i<j<n J =1
L'application ¢ est bien définie, elle prend ses
valeurs dans {£1},
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B. Signature
Théoreme
[l existe une et une seule application
e: S — {£1}
telle que :
(i)V(o,0") € S e(od’) =e(o)e(o")

(ii) Pour toute transposition 7 : ¢(7) = —1

Démonstration. . ‘
Vo € &, e(o)= ]I M
1<i<j<n J =1
L'application ¢ est bien définie, elle prend ses
valeurs dans {41}, elle satisfait (i) et (ii). O
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B. Signature
Théoreme
[l existe une et une seule application
e: S — {£1}
telle que :
(i)V(o,0") € S e(od’) =e(o)e(o")

(ii) Pour toute transposition 7 : ¢(7) = —1

Définition
L'application € est appelée signature.
Pour o € &, on dit que (o) est la signature de o.




Lo Groupe symétrique
B. Signature

Démonstration partielle.
()V(o,0") € P2 e(o0") =¢e(o)e(d)
00'(j) — o0’ (i)

1<i<y<n ] —1

00'(j) —o0'(i) o'(j) — o'(i)

w 0'G)—o'@)  j—i

_ o(j) — ( ) o'(j) —o'(z)
B 1<i1;[j<n J— 1<z‘1<_[j<n J—1
= £(0)e(0)

e(oo’) =




Lo Groupe symétrique

B. Signature

Démonstration partielle.

(ii) Pour toute transposition 7 : £(7) = —1

On vérifie que

(12) =271 )@ 5)(19)(2J)

méme si ¢ ou j est égal a 1 ou 2.

Il suffit donc de prouver que e((1 2)) = —1.
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II. Groupe symétrique
B

. Signature

Remarques
(i) Produit de p transpositions :

C=T1...T) — e(o) = (—1)?




Chapitre B12. Déterminants

II. Groupe symétrique

B. Signature

Remarques
(i) Produit de p transpositions :

C=T1...T) — e(o) = (—1)?

(ii) Si o s'écrit de deux facons différentes comme
produit de transpositions :

/ /
G =Tl oeolp = T o-o Ty

Alors p et ¢ ont méme parité.

e(0) = (=1)" = (=1
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B. Signature
Remarques
(iii) p-cycle o0 = (a1 ... ap) :
o= (a1 ap)(ar ap-1) ... (a1 az)

Donc: ¢g(o) = (—1)P!
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B. Signature
Remarques
(iii) p-cycle o0 = (a1 ... ap) :
o= (a1 ap)(ar ap-1) ... (a1 az)
Donc: ¢g(o) = (—1)P!

(iv) Décomposition de ¢ en produit de cycles a
supports disjoints d'ordres p1,...,p, :

-
o= 1] o
i=1

Alors :

e(0) = TT(~1p!

=1
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II. Groupe symétrique
B

. Signature

Remarques
(v) Deux méthodes pour calculer la signature :

» Décomposition en produit de transpositions,

» Décomposition en produit de cycles a supports
disjoints.




Exemple

Déterminer la signature des permutations suivantes.

ol e | B | (B41) |35)61)

o |(4812)(12)(13)(12)](146)(412)




Exemple

Déterminer la signature des permutations suivantes.

ol e | B | (B41) |35)61)

e(o)| 1

o |(4812)(12)(13)(12)](146)(412)




Exemple

Déterminer la signature des permutations suivantes.

ol e | B | (B41) |35)61)

e(o)] 1 —1

o |(4812)(12)(13)(12)](146)(412)




Exemple

Déterminer la signature des permutations suivantes.

ol e | B | (B41) |35)61)

elo)| 1 ~1 1

o |(4812)(12)(13)(12)](146)(412)




Exemple

Déterminer la signature des permutations suivantes.

ol e | B | (B41) |35)61)

elo)| 1 —1 1 1

o |(4812)(12)(13)(12)](146)(412)




Exemple

Déterminer la signature des permutations suivantes.

ol e | B | (B41) |35)61)

elo)| 1 —1 1 1

o |(4812)(12)(13)(12)](146)(412)




Exemple

Déterminer la signature des permutations suivantes.

ol e | B | (B41) |35)61)

elo)| 1 —1 1 1

o |(4812)(12)(13)(12)](146)(412)

e(o) -1 —1




Exemple

Déterminer la signature des permutations suivantes.

ol e | B | (B41) |35)61)

elo)| 1 —1 1 1

o |(4812)(12)(13)(12)](146)(412)

elo)| -1 ~1 1




> Exercice 4.

On note :

S
(e

Calculer 7o, puis les signatures de o, 7 et 70.

—_ = Ot =
W N
O W O W
Ot Ot = Ot

o =~ = =
S O N D
=~ -J 0o
J G0 W o
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II. Groupe symétrique
B

. Signature

> Exercice 5.
Soit n > 2.

a. Soit 7 une transposition de &,,.
Démontrer que |'application o — 70 réalise une
bijection de &,.

b. En déduire que &,, posséde autant de
permutations de signature 1 que de
permutations de signature —1.

Vérifier ceci avec 3 et Y.




Chapitre B12. Déterminants

II1. Multilinéarité
A. Applications multilinéaires
B. Applications multilinéaires alternées
C. Formes multilinéaires alternées
D. Compléments sur le déterminant d'une matrice
E. Comatrice



Chapitre B12. Déterminants

ITI. Multilinéarité

A. Applications multilinéaires



Chapitre B12. Déterminants

III. Multilinéarité

A. Applications multilinéaires

Définition

E, I espaces vectoriels. Une application
f:E"— F

est n-linéaire si elle est linéaire par rapport a chaque
variable.
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III. Multilinéarité

A. Applications multilinéaires

Définition
E, I espaces vectoriels. Une application

f:E"— F

est n-linéaire si elle est linéaire par rapport a chaque
variable.
Ceci signifie que toutes les applications

E — F
u —> fug, . Wi, Uy Uir 1, - - - Up)

sont linéaires.
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LI11. Multilinéarité

A. Applications multilinéaires

Définition
Une application 2-linéaire est dite bilinéaire.
Une application 3-linéaire est dite trilinéaire.
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III. Multilinéarité

A. Applications multilinéaires

Définition
Une application 2-linéaire est dite bilinéaire.
Une application 3-linéaire est dite trilinéaire.

Exemple
f : E? — F bilinéaire.
Pour tous vecteurs u, v de F et tout scalaire \ :

fOu+ v, du+v) =
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III. Multilinéarité

A. Applications multilinéaires

Définition
Une application 2-linéaire est dite bilinéaire.
Une application 3-linéaire est dite trilinéaire.

Exemple
f : E? — F bilinéaire.
Pour tous vecteurs u, v de F et tout scalaire \ :
fOu+ v,  u+v) = Nf(u,u) + Af(u,v)
+Af(v,u) + f(v,0)
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ITI. Multilinéarité

B. Applications multilinéaires alternées
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III. Multilinéarité
B. Applications multilinéaires alternées

Définition
Une application n-linéaire f : E" — F est alternée
si elle est nulle des que deux de ses variables sont

égales :
V(ui,...,un) € E® V(i,5) € {1,...,n}
i#£] et ui=u; = f(uy,...,u,) =0p

v
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III. Multilinéarité

B. Applications multilinéaires alternées
Définition
f: E" — F est alternée si :
Y(u,...,u,) € E" Y(i,5) € {1,...,n}"
i#] et ui=u; = f(ul,...,u,) =0p

Proposition
Une application n-linéaire f : E" — F est alternée
si et seulement si elle est antisymétrique.
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III. Multilinéarité

B. Applications multilinéaires alternées

Définition
f: E" — F est alternée si :
Y(u,...,u,) € E" Y(i,5) € {1,...,n}"
i#] et ui=u; = f(ul,...,u,) =0p

Proposition
f: E™ — F est alternée ssi elle est antisymétrique :

Y(u,...,u,) € E" Y(i,5) € {1,...,n}"

Z<] — f(ul,...,UZ',...,UJ',...,U”)
= —f(Uty e Uy Uy ey Up)
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LI11. Multilinéarité

B. Applications multilinéaires alternées

Démonstration.
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LI11. Multilinéarité

B. Applications multilinéaires alternées

Démonstration.
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LI11. Multilinéarité

B. Applications multilinéaires alternées

Proposition
f: E" — F n-linéaire alternée ocedy

V(ul, 20 ,un) = D
f(ua(l), UU(Q), .. 7u0(n)) =
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LI11. Multilinéarité

B. Applications multilinéaires alternées

Proposition
f: E" — F n-linéaire alternée ocedy

V(uy,...,u,) € E"

f(ua(l)a Ug(2)y - - - 7u0(n)) - g(a)f(uh uz, ... 7U’n)
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III. Multilinéarité

B. Applications multilinéaires alternées

Proposition
f: E" — F n-linéaire alternée ocedy

V(uy,...,u,) € E"

f(ua(l)a Ug(2)y - - - 7u0(n)) — g(a)f(uh uz, ... 7U’n)

Démonstration.
Si T est une transposition, alors comme f est
alternée :

f(u7(1)7 uT(Z); ce 7u7'(n)) — _f(uly U, . .. ,Un)



III. Multilinéarité

B. Applications multilinéaires alternées

Proposition
f: E" — F n-linéaire alternée ocedy

V(uy,...,u,) € E"

f(ua(l)a Ug(2)y - - - 7u0(n)) — g(a)f(uh uz, ... 7U’n)

Démonstration.
Soit 0 € &), et soit €(0) = (—1)P.

Alors o0 = 119 ... 7).

(o), Ug2)s - - Us(n)) = (—1)P fur, ug, ... uy)
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LII1. Multilinéarité
B. Applications multilinéaires alternées

Proposition
f: E™ — F application n-linéaire alternée.
uq, ..., U, vecteurs de F.

Si (u1,...,u,) est liée alors f(uy,...,u,) = 0p.
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III. Multilinéarité

B. Applications multilinéaires alternées

Proposition
f: E™ — F application n-linéaire alternée.
uq, ..., U, vecteurs de F.

Si (u1,...,u,) est liée alors f(uy,...,u,) = 0p.

Démonstration.
Il existe (A1,...,A,) € K"\ {0} tel que :

A1u1++)\nun=OE

Soit £ tel que A\, est non-nul.
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III. Multilinéarité

B. Applications multilinéaires alternées

Proposition
f: E™ — F application n-linéaire alternée.
uq, ..., U, vecteurs de F.

Si (u1,...,u,) est liée alors f(uy,...,u,) = 0p.

Démonstration.

n
OF = f(U1, ey, Uk, Z)\iui,ukﬂ, Cee un)
i=1

n
= Z/\Zf(ul, ey Uk—1, Uiy Ula1y - - -y un)
=1

= /\kf(ul,...,ukfl,uk,ukﬂ,...,un)

Comme A\, # 0 alors f(uy,...,u,) = 0p. O
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LI11. Multilinéarité

C. Formes multilinéaires alternées

Remarque
Forme n-linéaire alternée de E :
Application n-linéaire alternée de E" dans K.
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III. Multilinéarité

LC. Formes multilinéaires alternées

Remarque
Forme n-linéaire alternée de E :
Application n-linéaire alternée de £ dans K.

Théoreme
E de dimension finie n  (eq,...,e,) base de F.
» |l existe une et une seule forme n-linéaire
alternée f : " — K telle que
f(el, 600 ,en) =1.
» Si g est une autre forme n-linéaire alternée de
alors g = \f pour un certain A € K.
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III. Multilinéarité

LC. Formes multilinéaires alternées

Théoreme
E de dimension finie n  (eq,...,e,) base de F.
» Il existe une et une seule forme n-linéaire
alternée f : " — K telle que
f(el, o0 0 ,en) = 1L
» Si g est une autre forme n-linéaire alternée de E
alors g = \f pour un certain A\ € K.

Exemple 7
Cas n = 2.
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III. Multilinéarité

LC. Formes multilinéaires alternées

Théoreme
E de dimension finie n  (eq,...,e,) base de F.
» Il existe une et une seule forme n-linéaire
alternée f : " — K telle que
f(el, o0 0 ,Gn) = 1L
» Si g est une autre forme n-linéaire alternée de E
alors g = \f pour un certain A\ € K.

Remarques

(i) Deux formes n-linéaires alternées sur un espace
vectoriel de dimension n sont proportionnelles.




LI11. Multilinéarité

C. Formes multilinéaires alternées

Démonstration.

n n
f(Uh e ,Un) = f(ZCmei, cee Zamez')
i=1 i=1

= Z ce Z aill ce ainnf(eil, Ce ,6%)
i1=1 in=1

- Z ao(l)l s aa(n)nf(ea(l)a <. 760(71))
oe,

= > Ay)1---Gomme(0) fle1, ... en)
cedy

= Z 5(0-)@0(1)1 o Qg (n)n

ceS,
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C. Formes multilinéaires alternées

Démonstration.

n n
f(Uh e ,Un) = f(ZCmei, cee Zamez')
i=1 i=1

= Z ce Z aill ce ainnf(eil, Ce ,6%)
i1=1 in=1

- Z ao(l)l s aa(n)nf(ea(l)a <. 760(71))
oe,

= > Ay)1---Gomme(0) fle1, ... en)
cedy

= Z 5(0-)@0(1)1 o Qg (n)n [

ceS,
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C. Formes multilinéaires alternées

Remarques
(ii) Autre formule :

flur,...,up) = > €(0)asay - - - Gommin
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LI11. Multilinéarité

C. Formes multilinéaires alternées

Remarques
(ii) Autre formule :

flur,...,up) = > €(0)asay - - - Gommin

ced,

= Z 8(0)(110—1(1> 500 an0—1(n)

oSy




III. Multilinéarité

C. Formes multilinéaires alternées

Remarques
(ii) Autre formule :

flur,...,up) = > €(0)asay - - - Gommin
= Z 8(0)(110—1(1> 500 an0—1(n)

— Z 8(0’)&10(1) -+ - Qpg(n)
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D. Compléments sur le déterminant d’une

matrice
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III. Multilinéarité
D

. Compléments sur le déterminant d'une matrice

Corollaire
[l existe une et une seule application

det : M, (K) - K

linéaire par rapport a chaque colonne et alternée, telle
que det(/,,) = 1.
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III. Multilinéarité
D

. Compléments sur le déterminant d'une matrice

Corollaire
[l existe une et une seule application

det : M, (K) - K

linéaire par rapport a chaque colonne et alternée, telle
que det(/,,) = 1.

Démonstration. On se raméne au théoreme
précédent grace a |'isomorphisme :
M - E" — M, (K)
(Ury ... up) — Mg (uq,. .., up)
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LI11. Multilinéarité

D. Compléments sur le déterminant d'une matrice

Démonstration. On se raméne au théoreme
précédent grace a |'isomorphisme :
M - E" — M, (K)
(Ury ..., up) — Mg (us, ..., up)

Soit f la forme n-linéaire alternée de F), telle que
fler,...,e,) =1.

Alors det = f o M ~! vérifie les propriétés
demandées. U]
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LI11. Multilinéarité

D. Compléments sur le déterminant d'une matrice

Théoréme
Soit A = (aij)1<i j<n Une matrice. Alors :

det A= 3 €(0)aisq)-- - Gno(n)

oS,
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LI11. Multilinéarité

D. Compléments sur le déterminant d'une matrice

Théoréme
Soit A = (aij)1<i j<n Une matrice. Alors :

det A= 3 €(0)aisq)-- - Gno(n)

oS,

Démonstration. Ceci est conséquence de la
remarque (7i) ci-dessus. O
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D. Compléments sur le déterminant d'une matrice

Théoréme
Soit A = (aij)1<i j<n Une matrice. Alors :

det A= 3 €(0)aisq)-- - Gno(n)

oS,

Exemples

ailp aig
as1 A2

= Q11022 — Q12021
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III. Multilinéarité
D

. Compléments sur le déterminant d'une matrice

Théoréme
Soit A = (aij)1<i j<n Une matrice. Alors :

det A= > e(0)ais)- - Gno(n)

oS,

Exemples
ailp a2 a13
21 a2 (23| = A11A22033
a3y asz2 Aass
+ a12a23a31 + a13a21a32

— a13G22G31 — Q11023032 — A12021G33
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III. Multilinéarité
D

. Compléments sur le déterminant d'une matrice

Théoréme
Soit A = (aij)1<i j<n Une matrice. Alors :

det A= > e(0)ais)- - Gno(n)

oS,

Exemples

ailp a2 a13
a21 Q22 G23|= A11G22033
N———

asy a3z 33 €
+ a12a23a31 + a13a21a32

0,02
— @13G22G31 — A11G023G32 — A12021G33
T1,72,T3
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D. Compléments sur le déterminant d'une matrice

Lemme : formule pour le cofacteur

0
det n = det A’
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LI11. Multilinéarité

D. Compléments sur le déterminant d'une matrice

Démonstration.
10 ... 0 0

0 /
det = (=1)"1(=1)"1det A :
E o (=D)" (=1 0
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LI11. Multilinéarité

D. Compléments sur le déterminant d'une matrice

Démonstration.
10 ... 0 0

0
det | . = det Al
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LI11. Multilinéarité

D. Compléments sur le déterminant d'une matrice

Démonstration.
10 ... 0 0
0
det | . = det Al
: A’ 0
0 0 0 1
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L1I1. Multilinéarité
D. Compléments sur le déterminant d'une matrice

Démonstration.
10 ... 0 0
O .
det | . = det Al
. A/ 0
0 0o - 0 1

det A = 3 e(0)aioq) - - tnon)

ced,

- Z 5(0’)0,10(1) - Qp—1g(n—1)
oEIn
o(n)=n
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L1I1. Multilinéarité
D. Compléments sur le déterminant d'une matrice

Démonstration.
10 ... 0 0
O .
det | . = det Al
. A/ 0
0 0o - 0 1

det A = 3 e(0)aioq) - - tnon)
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LI11. Multilinéarité

D. Compléments sur le déterminant d'une matrice

Démonstration.

10 ... 0 0
0

det | . = det Al
: Al 0
0 0 0 1

det A = 3 e(0)aioq) - - tnon)
= Z 5(0’)0,10(1) ce - Ap_1o(n—1)

= > 5(0)%0(1) o Qp_1o(n-1)
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E. Comatrice
Rappel
A;; : sous-matrice obtenue en supprimant L; et Cj.
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E. Comatrice
Rappel

A;; : sous-matrice obtenue en supprimant L; et Cj.

Cofacteur de a;; : ¢;; = (—1)"t det A;;
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E. Comatrice
Rappel
A;; : sous-matrice obtenue en supprimant L; et Cj.
Cofacteur de a;; : ¢;; = (—1)"*7 det A;;

Développement par rapport a une ligne :

n
) =1,...,TL detA:Zaijcij
j=1
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E. Comatrice
Rappel
A;; : sous-matrice obtenue en supprimant L; et Cj.

Cofacteur de a;; : ¢;; = (—1)"t det A;;

Développement par rapport a une colonne :

ijl,...,n detA:Zaijcij
1=1
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E. Comatrice
Rappel
A;; : sous-matrice obtenue en supprimant L; et Cj.

Cofacteur de a;; : ¢;; = (—1)"t det A;;

Définition
La comatrice est la matrice des cofacteurs :

Cii "+ Cin
Com(A) = :

Cnl - Cnn

Avec VZ,] = 1, 0 oo gl Cij = (—1)i+j det Aij
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E. Comatrice

Proposition
Pour toute matrice A de taille (n,n) :

A'Com(A) = "Com(A)A = det(A)I,




LI11. Multilinéarité

Proposition
Pour toute matrice A de taille (n,n) :

A'Com(A) = "Com(A)A = det(A)I,

Démonstration.
> ‘Com(A) = (cfy) = (cxy)
> A'Com(A) = (bix)
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Proposition
Pour toute matrice A de taille (n,n) :

A'Com(A) = "Com(A)A = det(A)I,

Démonstration.

> ‘Com(A) = () = (cx))
> A'Com(A) = (bix)

det(A) sit =k
Zaw ik = Zamckj {0 ()

sinon.



Proposition

Pour toute matrice A de taille (n,n) :
A'Com(A) = "Com(A)A = det(A)I,

Démonstration.
> ‘Com(A) = (cfy) = (cxy)
> A'Com(A) = (bix)

det(A) sit =k
Zaw Cik = Zamckj {0 ()

On en dedwt : AtCom(A) = det(A)I,

sinon.



Proposition

Pour toute matrice A de taille (n,n) :
A'Com(A) = "Com(A)A = det(A)I,

Démonstration.

> ‘Com(A) = (cj,) = (cx))
» A'Com(A) = (bi)
Zaw o= Z%Ck] { get(A) sii=k

On en dedmt . AtCom(A) = det(A)I,
De méme : 'Com(A)A = det(A)L,. O

sinon.
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E. Comatrice
Proposition
Pour toute matrice A de taille (n,n) :
A'Com(A) = "Com(A)A = det(A)I,

Corollaire

Si A est inversible alors :
1
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III. Multilinéarité
E. Comatrice

Corollaire
Si A est inversible alors :
1
Al = de A
dora comAd)
Exemple




Corollaire
Si A est inversible alors :

1

Al=_——
det A

‘Com(A)

Exemple

: a b B
Si A= (c d) alors Com(A) = (—b .

_ d —b
donc Alzde%A(_C a)'




Exemple : inverse d'une matrice de taille (3, 3).

e f b c b c
hoi| |k e f
boc) !
Ellele _df acl la c
g h i det A g 1 g d f
d e a b a
g h| |g h d
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A. Déterminant d'une famille de vecteurs
B. Déterminant d’'un endomorphisme
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IV. Déterminant en base quelconque

A. Déterminant d'une famille de vecteurs
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LI\r'. Déterminant en base quelconque

A. Déterminant d'une famille de vecteurs

Définition
% famille de n vecteurs d'un ev de dimension n

Déterminant de la famille & dans la base % :

detgg( ) detM%( )
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LI\r'. Déterminant en base quelconque

A. Déterminant d'une famille de vecteurs

Remarque
Si¥F C K":
detgy, (F) = det F
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LI\r'. Déterminant en base quelconque

A. Déterminant d'une famille de vecteurs

Exemple 8

E = Ry[X]
Pp=1+ X+ X?
P =2-X?
P, =3X +5X?
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LI\r'. Déterminant en base quelconque

A. Déterminant d'une famille de vecteurs

Remarques
(i) En général
det% (97) 75 det% (97)
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LI\r'. Déterminant en base quelconque

A. Déterminant d'une famille de vecteurs

Remarques
(i) En général
detg, (F) # deta, (F)
(ii) Multilinéarité : Vi=1...n
F — K est linéaire
w; — detg (uq, ..., up)
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LI\". Déterminant en base quelconque
A. Déterminant d'une famille de vecteurs

Remarques
(i) En général
detg, (F) # deta, (F)
(ii) Multilinéarité : Vi=1...n

EF — K est linéaire
u; — detg (ug, ..., uy)
Antisymétrie :
detag (ug ... u; ... uj...up)

:—det%(ulujuzun)




Chapitre B12. Déterminants

LI\r'. Déterminant en base quelconque

A. Déterminant d'une famille de vecteurs

Théoreme
% famille de n vecteurs de ¥ de dimension n

(i) F est une base de E
<= (ii)) V% base de E detg F # 0
<= (iii)) 3% base de £ detg F # 0

Démonstration.




LI\r'. Déterminant en base quelconque

A. Déterminant d'une famille de vecteurs

Théoreme
% famille de n vecteurs de ¥ de dimension n
(i) F est une base de E

<= (ii)) V% base de E detg F # 0
<= (iii)) 3% base de £ detg F # 0

Démonstration.
(I):(II) det%( ) detMgg( )—detP%g;;éO




Chapitre B12. Déterminants

LI\r'. Déterminant en base quelconque

A. Déterminant d'une famille de vecteurs

Théoreme
% famille de n vecteurs de ¥ de dimension n
(i) F est une base de E

<= (ii)) V% base de E detg F # 0
<= (iii)) 3% base de £ detg F # 0

Démonstration.
(ii) = (iii) évidente




IV. Déterminant en base quelconque

A. Déterminant d'une famille de vecteurs

Théoreme
% famille de n vecteurs de ¥ de dimension n
(i) F est une base de E

<= (ii)) V% base de E detg F # 0
<= (iii)) 3% base de £ detg F # 0

Démonstration. (i) = (i) :
detg(F) # 0
—> det Mgy (F) #0
= Mg(%) est la matrice d'une base de K"
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IV. Déterminant en base quelconque
A. Déterminant d'une famille de vecteurs
Théoréeme

% famille de n vecteurs de ¥ de dimension n
(i) F est une base de E

<= (ii)) V% base de E detg F # 0
<= (iii)) 3% base de £ detg F # 0

Démonstration. (i) = (i) :
E — K" est un isomorphisme.
u — Mo (u)
Mg (%) est la matrice d'une base de K"
=—> F est une base de F O
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IV. Déterminant en base quelconque

B. Déterminant d'un endomorphisme



Chapitre B12. Déterminants

. Déterminant en base quelconque

B. Déterminant d'un endomorphisme

» dimE =n
> feZ(E)
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LI\r'. Déterminant en base quelconque

B. Déterminant d'un endomorphisme

Définition
» f endomorphisme de F
» 98 une base de F

Déterminant de f dans la base % :

detg(f) = det(Mgp(f))




LI\". Déterminant en base quelconque

Définition
Déterminant de f dans la base % :
detg(f) = det(Ma(f))

Théoreme

detap(f) = detgy (f)




LI\". Déterminant en base quelconque

Définition
Déterminant de f dans la base % :
detg(f) = det(Ma(f))

Théoreme

detap(f) = detgy (f)

Le déterminant de f ne dépend pas de la base choisie




IV. Déterminant en base quelconque

Définition
Déterminant de f dans la base 9 :
detg(f) = det(Ma(f))

Théoreme
dete(f) = detgy (f)

Définition
Déterminant de f :

det f = detg(f)
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LI\". Déterminant en base quelconque

B. Déterminant d'un endomorphisme

Théoreme
etz (f) = detyy (1) J

Démonstration.

A=PAP!
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LI\". Déterminant en base quelconque

B. Déterminant d'un endomorphisme
Théoréme
detzs(f) = detyy (/) J

Démonstration.

A=PAP!

— det A = det Pdet A’ det P!
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LI\". Déterminant en base quelconque

B. Déterminant d'un endomorphisme
Théoréme
detzs(f) = detyy (/) J

Démonstration.

A=PAP!

— det A = det Pdet A’ det P!
= det A’ det P det P!



LI\r'. Déterminant en base quelconque

B. Déterminant d'un endomorphisme
Théoréme
detzs(f) = detyy (/) J

Démonstration.

A=PAP!

— det A = det Pdet A’ det P!
= det A’ det P det P!
= det A’ ]
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IV. Déterminant en base quelconque
B

. Déterminant d'un endomorphisme

Remarques

(i) Ainsi pour calculer le déterminant de f on

utilise sa matrice dans n'importe quelle base de
E.
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LI\". Déterminant en base quelconque

B. Déterminant d'un endomorphisme

Remarques

(i) Ainsi pour calculer le déterminant de f on
utilise sa matrice dans n'importe quelle base de
E.

(ii) Soit A une matrice carrée de taille (n,n), et
soit f I'endomorphisme de K" canoniquement
associé a A.

Alors : det f = det A




LI\r'. Déterminant en base quelconque

B. Déterminant d'un endomorphisme

Proposition
fe%(E) P basede E (uy,...,u,) € E"

deta (f(u1), ..., f(u,)) = det fdetg (u1,...,uy,)




LI\r'. Déterminant en base quelconque

B. Déterminant d'un endomorphisme

Proposition
feZLE) Bbasede £ (uy,...,u,) € E"

deta (f(u1), ..., f(u,)) = det fdetg (u1,...,uy,)

Démonstration. Vi =1,...,n:
M (f (ui)) = Mo (f) x Map(u;) = AC;




IV. Déterminant en base quelconque
B. Déterminant d'un endomorphisme

Proposition
feZLE) Bbasede £ (uy,...,u,) € E"

deta (f(u1), ..., f(u,)) = det fdetg (u1,...,uy,)

Démonstration. Vi =1,...,n:

Moy (f(wi)) = Mg (f) x Map(ui) = AC;
Multiplication par blocs (HP) :
(AC, --- AC,) =A(Cy --- C))




IV. Déterminant en base quelconque

B. Déterminant d'un endomorphisme

Proposition
feZLE) Bbasede £ (uy,...,u,) € E"

deta (f(u1), ..., f(u,)) = det fdetg (u1,...,uy,)

Démonstration. Vi =1,...,n:
M (f (ui)) = Mo (f) x Map(u;) = AC;
Multiplication par blocs (HP) :
(ACy - AC,) = A(C -+ )
Donc Mg (f(F)) = Ma(f) x Ma(F)




IV. Déterminant en base quelconque
B. Déterminant d'un endomorphisme

Proposition
feZLE) Bbasede £ (uy,...,u,) € E"

deta (f(u1), ..., f(u,)) = det fdetg (u1,...,uy,)

Démonstration. Vi =1,...,n:
M (f (ui)) = Mo (f) x Map(u;) = AC;
HP) :
(AC, --- AC,) = A(Cy --- Cy)
Donc M (f(F)) = Ma(f) x Map(F)
Puis detg (f(F)) = det f x dety F O

Multiplication par blocs

—~



IV. Déterminant en base quelconque
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IV. Déterminant en base quelconque

B. Déterminant d'un endomorphisme

Proposition
feZLE) Bbasede £ (uy,...,u,) € E"

deta (f(u1), ..., f(u,)) = det fdetg (u1,...,uy,)

Démonstration alternative.
F ' — K
(Ul, s 7un) — det% (f(ul)v SR f(un))
I est une forme n-linéaire alternée de E.




IV. Déterminant en base quelconque

B. Déterminant d'un endomorphisme

Proposition
feZLE) Bbasede £ (uy,...,u,) € E"

deta (f(u1), ..., f(u,)) = det fdetg (u1,...,uy,)

Démonstration alternative.
F ' — K
(uh e 7un) — det% (f(ul)v cey f(un))
I est une forme n-linéaire alternée de E.

det@, : " — K
(U1, ... uy) — detg (ug, ..., uy,)

est également une forme n linéaire alternée de F.



IV. Déterminant en base quelconque

B. Déterminant d'un endomorphisme

Proposition
feZLE) Bbasede £ (uy,...,u,) € E"

deta (f(u1), ..., f(u,)) = det fdetg (u1,...,uy,)

Démonstration alternative.

F EF" — K
(U1, ... up) — detg (f(ur), ..., fluyn))
detg : E" — K

(ug, ... up) — detg (ug, ..., uy,)

Comme E est de dimension n alors toutes les
formes n-linéaires alternées sont proportionnelles.
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IV. Déterminant en base quelconque

B. Déterminant d'un endomorphisme

Proposition
feZLE) Bbasede £ (uy,...,u,) € E"

deta (f(u1), ..., f(u,)) = det fdetg (u1,...,uy,)

Démonstration alternative.

F EF" — K
(U1, ... up) — detg (f(ur), ..., fluyn))
detg : E" — K

(ug, ... up) — detg (ug, ..., uy,)
Il existe A € K tel que F' = Adetg
F(%B) = Adety(9B) donc A = det f. O
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LI\r'. Déterminant en base quelconque

B. Déterminant d'un endomorphisme

Théoreme
f, g endomorphismes de F :

det(fog) =det f-detyg

Démonstration.

det(f o g) = det Mg (f o g)
= det(Ma(f)Mx(g))
= det My (f)det Mg(g)
= det fdet g H




LI\r'. Déterminant en base quelconque

B. Déterminant d'un endomorphisme

Théoreme
f, g endomorphismes de F :

det(fog) =det f-detyg

Démonstration alternative. 8 = (e, ..., e,)

det(f o g) = detg(f(g(e1)), ..., f(glen)))
= det f detg(g(er), ..., g(en))
= det f det g detg(eq, ..., e,)
=det fdetyg L
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IV. Déterminant en base quelconque

B. Déterminant d'un endomorphisme

Proposition
f endomorphisme de E

f bijective — det f # 0
Dans ce cas :

det(f1) = (det /)~
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LI\r'. Déterminant en base quelconque

B. Déterminant d'un endomorphisme

Démonstration.
Soit A = Mgy(f).

f bijective <= A inversible
< detAF#0
< detf#0



LI\r'. Déterminant en base quelconque

B. Déterminant d'un endomorphisme

Démonstration.
Soit A = Mgy(f).

f bijective <= A inversible
< detAF#0
< detf#0

foft=1Idg
— det fdet f ! =detldg =detl, =1 O]
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IV. Déterminant en base quelconque
B. Déterminant d'un endomorphisme

> Exercice 6.
Soit f: R? — R?
(x,y) — (bx + 2y, 2z + 2y)

puis u = (2,1) us = (1,-2)

a. Démontrer que la famille %8 = (uy, uy) est une
base de R2.

b. Donner la matrice de f dans la base canonique
de R?, puis dans la base 9. On note A et B ces

deux matrices.
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IV. Déterminant en base quelconque
B. Déterminant d'un endomorphisme

> Exercice 0.
Soit f: R? — R?
(z,y) — (52 + 2y, 2z + 2y)

puis u = (2,1) us = (1,-2)

c. Calculer de deux facons différentes le
déterminant de f.
Justifier que f est un isomorphisme.

d. Démontrer que fo f =T7f — 6ldg.
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LI\r'. Déterminant en base quelconque

B. Déterminant d'un endomorphisme

> Exercice 7.

Soit p un projecteur de E de rang r, et s la symétrie
de E associée a p.

Calculer les déterminants de p et de s.
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Chapitre B12. Déterminants

Lv. Applications
A. Géométrie

Exemple 9
Donner une équation cartésienne de la droite (AB).

A(1,-3)  B(2,1)
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V. Applications
A. Géométrie

Exemple 10
A(0,1,2) B(-1,3,00 C(1,1,1)

Vérifier que ces trois points définissent un plan et
donner une équation cartésienne de ce plan.
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V. Applications
A. Géométrie

> Exercice 8.

Soit ¥ = (—2,0,1) et ¥ = (0,—2,1) deux vecteurs
de I'espace.

Donner une équation du plan % passant par |'origine
dirigé par u et v.
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V. Applications
B. Formules de Cramer

Théoréeme - Formules de Cramer
Le systeme carré AX = B est un systéme de Cramer
si et seulement si det A # 0.

Les solutions sont alors

. det Az
~ det A

ou A; est la matrice obtenue en remplacant la colonne
1 de A par B.
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Lv. Applications
B. Formules de Cramer

Exemple 11

dx 4+ by = 11
Sr + 6y = 12




Exemple 11

dx 4+ by = 11
Sr + 6y = 12
11 5 4 11
12 6 5 12
xr = Yy =
4 5 4 5
5 6 5 6
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Lv. Applications
B. Formules de Cramer

Exemple 12

20 + 2y + z=1
2 + y+22=0
T+ 2y +22=0
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Exemple 12

20 + 2y + z=1
2 + y+22=0
r+2y+22=0

|

1

2

2

o O
— AN

AN

1
2

2

1

1

1

0 2
0 2

2
1

1
2

2

1

2

1

1
2

1
2

2

2

1
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Démonstration.

X1

A=(C---C) et X=
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Lv. Applications
B. Formules de Cramer

Démonstration.

A=(C---C) et X=

L

AX=B +— =i+ ---+4+u2,0,=8B
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Lv. Applications
B. Formules de Cramer

Démonstration.
AX=B +— i+ ---+2x2,C,=1B8
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det Az = det((]l Ci—l B Ci+1 ce Cn)
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B. Formules de Cramer
Démonstration.
AX=B <+— xCi+---+2,C,=18B

Pour toutt=1...n:
det Az = det((]l Ci—l B Ci+1 ce Cn)
= det (Cl C@'_l (Zl’kck) CH—l Cn)

k=1
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B. Formules de Cramer
Démonstration.
AX=B <+— xCi+---+2,C,=18B

Pourtouti=1...n
det A; = det(Cy -+ Coy B Cppy -+ C)
_ det (01 Oy (;L:lxkck) Cro - Cn)
i det(Cy - Coy Cp Cony -+ Cy)
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Lv. Applications
B. Formules de Cramer

Démonstration.
AX=B +— z:Ci+---42,C,=8B

Pour toutt=1...n:
det Az = det((]l Ci—l B Ci+1 ce Cn)
= det (Cl C@'_l (Zl’kck) CH—l Cn)

k=1
= Y xpdet(Cy - Ciy Cp Ciyq -+ Cy)



> Exercice 9.
Résoudre les systemes :

130 + 42y = 4
1 7z + 20y = 10

(A2 = 1)z — 2y = —2
b. 2 3
20 + (A° — 1)y = A% 4+ 3\

(A€ R)




Prochain chapitre

Chapitre B13
Espaces vectoriels euclidiens
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