
Mathématiques

Chapitre B12
Déterminants

MPSI – Lycée Bellevue – Toulouse

Année 2024-2025



Chapitre B12. Déterminants

I. Déterminant d’une matrice

II. Groupe symétrique

III. Multilinéarité

IV. Déterminant en base quelconque

V. Applications



Chapitre B12. Déterminants

I. Déterminant d’une matrice

II. Groupe symétrique

III. Multilinéarité

IV. Déterminant en base quelconque

V. Applications



Chapitre B12. Déterminants

I. Déterminant d’une matrice

II. Groupe symétrique

III. Multilinéarité

IV. Déterminant en base quelconque

V. Applications



Chapitre B12. Déterminants

I. Déterminant d’une matrice

II. Groupe symétrique

III. Multilinéarité

IV. Déterminant en base quelconque

V. Applications



Chapitre B12. Déterminants

I. Déterminant d’une matrice

II. Groupe symétrique

III. Multilinéarité

IV. Déterminant en base quelconque

V. Applications
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I Gottfried Leibniz (Allemagne, 1646 – 1716) et
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(iii) f(In) = 1

Démonstration. Plus tard. �
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A. Définition

Définition
On note

detA = f(A)
et on appelle déterminant de A ce scalaire.



Chapitre B12. Déterminants

I. Déterminant d’une matrice
A. Définition

Notation

Si A =


a11 . . . a1n
... ...
an1 . . . ann



alors detA =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1n
... ...
an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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I. Déterminant d’une matrice
A. Définition

Définition
u1, . . . , un vecteurs de Kn :

Le déterminant de la famille (u1, . . . , un) est le dé-
terminant de la matrice dont ils forment les colonnes.

Notation

det (u1, . . . , un)
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Remarque
Le déterminant n’est défini que pour
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I un endomorphisme
I une famille de n vecteurs

d’un ev de dimension n.

Un déterminant est toujours carré.
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I. Déterminant d’une matrice
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Notation

A = (C1 C2 · · · Cn)
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I. Déterminant d’une matrice
B. Propriétés

Lemme
Le déterminant d’une matrice ayant une colonne nulle
est nul.

Démonstration. Ceci est conséquence de la linéarité
par rapport à chaque colonnes. �
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I. Déterminant d’une matrice
B. Propriétés

Proposition
Le déterminant d’une matrice ayant deux colonnes
égales est nul.

Démonstration. Par antisymétrie :

detA
= det(C1 · · · Ci1 · · · Ci2 · · · Cn)
= − det(C1 · · · Ci2 · · · Ci1 · · · Cn)
= − detA

=⇒ detA = 0 �
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Proposition
∀λ ∈ K ∀A ∈Mn(K)

det(λA) = λn detA
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I. Déterminant d’une matrice
B. Propriétés

Démonstration.
det(λA) = det(λC1 · · · λCn)

= λn det(C1 · · · Cn)

= λn detA �



Chapitre B12. Déterminants

I. Déterminant d’une matrice
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Remarque

det(−A) = (−1)n detA
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I. Déterminant d’une matrice
B. Propriétés

Rappel

Tij(α) =



1

α

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1


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I. Déterminant d’une matrice
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Rappel

Di(λ) =



1· · · · · · · · · · · · ·
1
λ

1· · · · · · · · · · · · ·
1


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Rappel

Pij =



1· · · · ·
1

0 1
1· · · · ·

1
1 0

1· · · · ·
1


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I. Déterminant d’une matrice
B. Propriétés

Proposition
Pour toute matrice A

detATji(α) = detA

detADi(λ) = λ detA

detAPij = − detA
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I. Déterminant d’une matrice
B. Propriétés

Démonstration.

ATji(α) = (C1 · · · Ci + αCj · · · Cj · · · Cn)

det(ATji(α)) = det(C1 · · · Ci · · · Cj · · · Cn)
+α det(C1 · · · Cj · · · Cj · · · Cn)

= det(C1 · · · Ci · · · Cj · · · Cn)
= detA
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I. Déterminant d’une matrice
B. Propriétés

Démonstration.

ADi(λ) = (C1 · · · λCi · · · Cn)

det(ADi(λ)) = λ det(C1 · · · Ci · · · Cn)
= λ detA
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I. Déterminant d’une matrice
B. Propriétés

Démonstration.

APij = (C1 · · · Cj · · · Ci · · · Cn)

det(APij) = − det(C1 · · · Ci · · · Cj · · · Cn)
= − detA �
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I. Déterminant d’une matrice
B. Propriétés

Corollaire
I (Ci ← Ci + αCj) ne modifie pas le déterminant
I (Ci ← λCi) multiplie le déterminant par λ
I (Ci ↔ Cj) change le signe du déterminant.
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Exemple 1 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
4 1 2
1 6 2
2 10 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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I. Déterminant d’une matrice
B. Propriétés

Proposition

detAB = detA detB

Démonstration. Si B est une matrice élémentaire :

detTij(α) = 1 detDi(λ) = λ detPij = −1

Donc det(AB) = detA detB.
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I. Déterminant d’une matrice
B. Propriétés

Proposition

detAB = detA detB

Démonstration. Si B est une matrice inversible :

detAB = det(AE1 · · ·Em)

= detA× detE1 × · · · × detEm

= detA detB
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I. Déterminant d’une matrice
B. Propriétés

Proposition

detAB = detA detB

Démonstration. Si B n’est pas inversible, alors AB
n’est pas inversible, car :

kerB ⊆ kerAB

Donc detAB = detA detB = 0. �
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I. Déterminant d’une matrice
B. Propriétés

B Exercice 1.
Vérifier le théorème avec :

A =
 2 −2

1 5

 et B =
 4 0

3 1


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I. Déterminant d’une matrice
B. Propriétés

Proposition

A inversible ⇐⇒ detA 6= 0
Dans ce cas :

det(A−1) = 1
detA

Démonstration.

detA× detA−1 = det(AA−1) = det In = 1 �



Chapitre B12. Déterminants

I. Déterminant d’une matrice
B. Propriétés

Proposition
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I. Déterminant d’une matrice
B. Propriétés

Corollaire
(u1 . . . un) famille de n vecteurs de Kn

(u1 . . . un) base de Kn ⇐⇒ det(u1 . . . un) 6= 0
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I. Déterminant d’une matrice
B. Propriétés

Exemple 2

u1 = (5, 7) et u2 = (9, 4)
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I. Déterminant d’une matrice
B. Propriétés

Proposition

det tA = detA

Remarque
En conséquence les opérations élémentaires sur les
lignes ont le même effet sur le déterminant que celles
sur les colonnes.
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Démonstration.

detA = 0 ⇐⇒ det tA = 0
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B. Propriétés

Suite de la démonstration.
Si detA 6= 0 :

det tA = det t(E1 · · ·Em)

= det( tEm · · · tE1)
= (det tEm) · · · (det tE1)
= (detEm) · · · (detE1)
= (detE1) · · · (detEm)
= det(E1 · · ·Em)
= detA �
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I. Déterminant d’une matrice
C. Calculs de déterminants

Proposition
Le déterminant d’une matrice triangulaire est le pro-
duit des coefficients de sa diagonale.∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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Démonstration. Si les λi sont non-nuls :∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

λ1 ∗ · · · · · ·∗· · · · · · · · ·

·····

· · · · · · · · · · · · · ·
∗
λn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= λ1 · · ·λn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 ∗ · · · · · ·∗· · · · · · · · ·
·····

· · · · · · · · · · · · · ·
∗
1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= λ1 · · ·λn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1· · · · · · · · · · · · · · · ·1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= λ1 · · ·λn
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Suite de la démonstration. Si l’un des λi est nul :

L’une des colonnes est combinaison linéaire des
autres, donc detT = 0. �
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Règle de l’alpha∣∣∣∣∣∣ a b
c d

∣∣∣∣∣∣ = ad− bc

Démonstration.∣∣∣∣∣∣ a b

c d
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0 d
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c d
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0 d
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0 b
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c d

∣∣∣∣∣∣ = ad− bc
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c d
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1 0
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∣∣∣∣∣∣ 1 0
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Règle de Sarrus
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a b c
d e f
g h i

∣∣∣∣∣∣∣∣∣= aei+ bfg + cdh− ceg − afh− bdi
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Exemple 3 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 6 1
2 0 −3
4 5 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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Développement par rapport à une ligne ou une
colonne

∀i = 1 . . . n detA =
n∑
j=1

(−1)i+jaij detAij

∀j = 1 . . . n detA =
n∑
i=1

(−1)i+jaij detAij

Définition

(−1)i+j detAij : cofacteur de aij
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(
(−1)i+j

)
=



+ +
+ +

+ +
+ +

− −
− −
− −

− −


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i j k l

m n o p

= a

∣∣∣∣∣∣
f g h
j k l
n o p

∣∣∣∣∣∣− e
∣∣∣∣∣∣
b c d
j k l
n o p

∣∣∣∣∣∣+ i

∣∣∣∣∣∣
b c d
f g h
n o p

∣∣∣∣∣∣−m
∣∣∣∣∣∣
b c d
f g h
j k l

∣∣∣∣∣∣
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I. Déterminant d’une matrice
C. Calculs de déterminants

a b c d

e f g h

i j k l

m n o p

= a

∣∣∣∣∣∣
f g h
j k l
n o p

∣∣∣∣∣∣− e
∣∣∣∣∣∣
b c d
j k l
n o p

∣∣∣∣∣∣+ i

∣∣∣∣∣∣
b c d
f g h
n o p

∣∣∣∣∣∣−m
∣∣∣∣∣∣
b c d
f g h
j k l

∣∣∣∣∣∣
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I. Déterminant d’une matrice
C. Calculs de déterminants

a b c d

e f g h

i j k l

m n o p

= i

∣∣∣∣∣∣
b c d
f g h
n o p

∣∣∣∣∣∣− j
∣∣∣∣∣∣
a c d
e g h
m o p

∣∣∣∣∣∣+ k

∣∣∣∣∣∣
a b d
e f h
m n p

∣∣∣∣∣∣− l
∣∣∣∣∣∣
a b c
e f g
m n o

∣∣∣∣∣∣
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I. Déterminant d’une matrice
C. Calculs de déterminants

a b c d

e f g h

i j k l

m n o p

= i

∣∣∣∣∣∣
b c d
f g h
n o p

∣∣∣∣∣∣

− j

∣∣∣∣∣∣
a c d
e g h
m o p

∣∣∣∣∣∣

+ k

∣∣∣∣∣∣
a b d
e f h
m n p

∣∣∣∣∣∣

− l

∣∣∣∣∣∣
a b c
e f g
m n o

∣∣∣∣∣∣
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I. Déterminant d’une matrice
C. Calculs de déterminants

a b c d

e f g h

i j k l

m n o p

= i

∣∣∣∣∣∣
b c d
f g h
n o p

∣∣∣∣∣∣

− j

∣∣∣∣∣∣
a c d
e g h
m o p

∣∣∣∣∣∣+ k

∣∣∣∣∣∣
a b d
e f h
m n p

∣∣∣∣∣∣− l
∣∣∣∣∣∣
a b c
e f g
m n o

∣∣∣∣∣∣



Chapitre B12. Déterminants

I. Déterminant d’une matrice
C. Calculs de déterminants

a b c d

e f g h

i j k l

m n o p

= i

∣∣∣∣∣∣
b c d
f g h
n o p

∣∣∣∣∣∣− j
∣∣∣∣∣∣
a c d
e g h
m o p

∣∣∣∣∣∣

+ k

∣∣∣∣∣∣
a b d
e f h
m n p

∣∣∣∣∣∣− l
∣∣∣∣∣∣
a b c
e f g
m n o

∣∣∣∣∣∣
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I. Déterminant d’une matrice
C. Calculs de déterminants

a b c d

e f g h

i j k l

m n o p

= i

∣∣∣∣∣∣
b c d
f g h
n o p

∣∣∣∣∣∣− j
∣∣∣∣∣∣
a c d
e g h
m o p

∣∣∣∣∣∣+ k

∣∣∣∣∣∣
a b d
e f h
m n p

∣∣∣∣∣∣

− l

∣∣∣∣∣∣
a b c
e f g
m n o

∣∣∣∣∣∣
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I. Déterminant d’une matrice
C. Calculs de déterminants

a b c d

e f g h

i j k l

m n o p

= i

∣∣∣∣∣∣
b c d
f g h
n o p

∣∣∣∣∣∣− j
∣∣∣∣∣∣
a c d
e g h
m o p

∣∣∣∣∣∣+ k

∣∣∣∣∣∣
a b d
e f h
m n p

∣∣∣∣∣∣− l
∣∣∣∣∣∣
a b c
e f g
m n o
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I. Déterminant d’une matrice
C. Calculs de déterminants

a b c d

e f g h

i j k l

m n o p

= i

∣∣∣∣∣∣
b c d
f g h
n o p

∣∣∣∣∣∣− j
∣∣∣∣∣∣
a c d
e g h
m o p

∣∣∣∣∣∣+ k

∣∣∣∣∣∣
a b d
e f h
m n p

∣∣∣∣∣∣− l
∣∣∣∣∣∣
a b c
e f g
m n o

∣∣∣∣∣∣



Chapitre B12. Déterminants

I. Déterminant d’une matrice
C. Calculs de déterminants

Exemple 3 (suite)∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3 6 1
2 0 −3
4 5 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣



Chapitre B12. Déterminants

I. Déterminant d’une matrice
C. Calculs de déterminants

Démonstration.

detA = det(C1 · · · Cj−1 Cj Cj+1 · · · Cn)

= det(C1 · · · Cj−1
n∑
i=1
aijEi Cj+1 · · · Cn)

=
n∑
i=1
aij det(C1 · · · Cj−1 Ei Cj+1 · · · Cn)
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I. Déterminant d’une matrice
C. Calculs de déterminants

Démonstration.

detA =

∗ · · · ∗ a1j ∗ · · · ∗... ... ... ... ...... ... ... ... ...
... ... ... ... ...
... ... ... ... ...... ... ... ... ...
∗ · · · ∗ anj ∗ · · · ∗

(j)
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I. Déterminant d’une matrice
C. Calculs de déterminants

Démonstration.

detA =
n∑
i=1
aij

∗ · · · ∗ 0 ∗ · · · ∗... ... ... ... ...... ... 0 ... ...
... ... 1 ... ... (i)
... ... 0 ... ...... ... ... ... ...
∗ · · · ∗ 0 ∗ · · · ∗

(j)



Chapitre B12. Déterminants

I. Déterminant d’une matrice
C. Calculs de déterminants

Démonstration.

detA =
n∑
i=1
aij

∗ · · · ∗ 0 ∗ · · · ∗... ... ... ... ...
∗ · · · ∗ 0 ∗ · · · ∗
0 · · · 0 1 0 · · · 0 (i)
∗ · · · ∗ 0 ∗ · · · ∗... ... ... ... ...
∗ · · · ∗ 0 ∗ · · · ∗

(j)
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I. Déterminant d’une matrice
C. Calculs de déterminants

Démonstration.

detA =
n∑
i=1

(−1)i+jaij

1 0 · · · · · · · · · 0
0 ∗ · · · · · · · · · ∗... ... ...... ... ...... ... ...
0 ∗ · · · · · · · · · ∗
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I. Déterminant d’une matrice
C. Calculs de déterminants

Démonstration.

detA =
n∑
i=1

(−1)i+jaij

1 0 · · · · · · · · · 0
0...... Aij...
0



Chapitre B12. Déterminants

I. Déterminant d’une matrice
C. Calculs de déterminants

Démonstration.

detA =
n∑
i=1

(−1)i+jaij detAij �



Chapitre B12. Déterminants

I. Déterminant d’une matrice
C. Calculs de déterminants

Méthode de calcul d’un déterminant
I Algorithme du pivot de Gauss

(lignes ou colonnes)
se ramener à une matrice triangulaire

I Taille (2, 2) : règle de l’alpha
Taille (3, 3) : règle de Sarrus

I Développement par rapport à une ligne ou une
colonne.



Chapitre B12. Déterminants

I. Déterminant d’une matrice
C. Calculs de déterminants

B Exercice 2.
Calculer les déterminants suivants en utilisant, au
choix :
I Un développement par rapport à une colonne

(au choix).
I Un développement par rapport à une ligne (au

choix).
I La règle de Sarrus.
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I. Déterminant d’une matrice
C. Calculs de déterminants

B Exercice 2.

d1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
5 4 2
5 4 2
6 3 6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ d2 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
−14 0 13

4 0 −5
3 0 11

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
d3 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
12 1 −8
1 0 0
−5 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ d4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 1
1 1 1
1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
d5 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 −34 1
0 15 27
0 0 10

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ d6 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 3
4 5 6
5 7 9

∣∣∣∣∣∣∣∣∣



Chapitre B12. Déterminants

I. Déterminant d’une matrice

II. Groupe symétrique
A. Généralités
B. Signature

III. Multilinéarité

IV. Déterminant en base quelconque

V. Applications



Chapitre B12. Déterminants

II. Groupe symétrique
A. Généralités
B. Signature



Chapitre B12. Déterminants

II. Groupe symétrique
A. Généralités

Définition
Le groupe symétrique Sn est l’ensemble des permu-
tations de l’ensemble {1, . . . , n}.



Chapitre B12. Déterminants

II. Groupe symétrique
A. Généralités

Définition
Le groupe symétrique Sn est l’ensemble des permu-
tations de l’ensemble {1, . . . , n}.

Proposition
(Sn, ◦) est un groupe

fini, de cardinal n!.
Il n’est pas commutatif si n > 3.
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II. Groupe symétrique
A. Généralités

Définition
Le groupe symétrique Sn est l’ensemble des permu-
tations de l’ensemble {1, . . . , n}.

Proposition
(Sn, ◦) est un groupe fini,

de cardinal n!.
Il n’est pas commutatif si n > 3.
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II. Groupe symétrique
A. Généralités

Définition
Le groupe symétrique Sn est l’ensemble des permu-
tations de l’ensemble {1, . . . , n}.

Proposition
(Sn, ◦) est un groupe fini, de cardinal n!.

Il n’est pas commutatif si n > 3.
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II. Groupe symétrique
A. Généralités

Définition
Le groupe symétrique Sn est l’ensemble des permu-
tations de l’ensemble {1, . . . , n}.

Proposition
(Sn, ◦) est un groupe fini, de cardinal n!.
Il n’est pas commutatif si n > 3.



Chapitre B12. Déterminants

II. Groupe symétrique
A. Généralités

Définition
Le groupe symétrique Sn est l’ensemble des permu-
tations de l’ensemble {1, . . . , n}.

Notations
I Sn = Sn = Sn

I On note στ au lieu de σ ◦ τ .
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II. Groupe symétrique
A. Généralités

Définition
Le groupe symétrique Sn est l’ensemble des permu-
tations de l’ensemble {1, . . . , n}.

Notations
I Sn = Sn = Sn

I On note στ au lieu de σ ◦ τ .
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II. Groupe symétrique
A. Généralités

Définition
Le groupe symétrique Sn est l’ensemble des permu-
tations de l’ensemble {1, . . . , n}.

Notations
I Sn = Sn = Sn

I On note στ au lieu de σ ◦ τ .

Remarque
Attention à l’ordre : si σ et τ sont deux permuta-
tion alors στ est l’application qui à un élément k de
{1, . . . , n} associe σ(τ(k)).
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II. Groupe symétrique
A. Généralités

Définition
Le groupe symétrique Sn est l’ensemble des permu-
tations de l’ensemble {1, . . . , n}.

Notations
I Sn = Sn = Sn

I On note στ au lieu de σ ◦ τ .
I Élément neutre : e = Id{1,...,n}

I Une permutation σ de Sn est notée :

σ =
 1 2 . . . n
σ(1) σ(2) . . . σ(n)


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II. Groupe symétrique
A. Généralités

Définition
Le groupe symétrique Sn est l’ensemble des permu-
tations de l’ensemble {1, . . . , n}.

Notations
I Sn = Sn = Sn

I On note στ au lieu de σ ◦ τ .
I Élément neutre : e = Id{1,...,n}
I Une permutation σ de Sn est notée :

σ =
 1 2 . . . n
σ(1) σ(2) . . . σ(n)


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II. Groupe symétrique
A. Généralités

Exemple 4
Dans S6 on note :

σ =
 1 2 3 4 5 6

4 2 6 5 1 3


τ =

 1 2 3 4 5 6
1 4 3 2 5 6


Calculer : σ2 τ 2 σ−1 στ τσ

Donner des entiers k non-nuls minimaux tels que :
σk = e τ k = e (στ)k = e
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II. Groupe symétrique
A. Généralités

Exemple 4
Dans S6 on note :

σ =
 1 2 3 4 5 6

4 2 6 5 1 3


τ =

 1 2 3 4 5 6
1 4 3 2 5 6


Calculer : σ2 τ 2 σ−1 στ τσ

Donner des entiers k non-nuls minimaux tels que :
σk = e τ k = e (στ)k = e
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II. Groupe symétrique
A. Généralités

Définitions
(i) Le support d’une permutation est l’ensemble

de ses points non fixes.
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II. Groupe symétrique
A. Généralités

Définitions
(i) Le support d’une permutation est l’ensemble

de ses points non fixes.

Remarques
(i) Si deux permutations ont des supports disjoints

alors elles commutent.
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II. Groupe symétrique
A. Généralités

Définitions
(ii) Un cycle est une permutation σ de la forme :

σ : a1 7−→ a2
a2 7−→ a3
... ...
ap−1 7−→ ap
ap 7−→ a1
a 7−→ a si a 6∈ {a1, . . . , ap}

Ce cycle est d’ordre p, c’est un p-cycle.
On le note :

σ = (a1 a2 . . . ap)
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II. Groupe symétrique
A. Généralités

Définitions
(ii) Un cycle est une permutation σ de la forme :

σ : a1 7−→ a2
a2 7−→ a3
... ...
ap−1 7−→ ap
ap 7−→ a1
a 7−→ a si a 6∈ {a1, . . . , ap}

Ce cycle est d’ordre p, c’est un p-cycle.
On le note :

σ = (a1 a2 . . . ap)
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II. Groupe symétrique
A. Généralités

Définitions
(ii) Un cycle est une permutation σ de la forme :

σ : a1 7−→ a2
a2 7−→ a3
... ...
ap−1 7−→ ap
ap 7−→ a1
a 7−→ a si a 6∈ {a1, . . . , ap}

Remarques
(ii) σp = e σ−1 = σp−1
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II. Groupe symétrique
A. Généralités

Définitions
(ii) Un cycle est une permutation σ de la forme :

σ : a1 7−→ a2
a2 7−→ a3
... ...
ap−1 7−→ ap
ap 7−→ a1
a 7−→ a si a 6∈ {a1, . . . , ap}

(iii) Une transposition est un cycle d’ordre 2.
τ = (a b)



Chapitre B12. Déterminants

II. Groupe symétrique
A. Généralités

Théorème
Toute permutation se décompose en produit de cycles
à supports disjoints.
Cette décomposition est unique à l’ordre près des fac-
teurs. Ses cycles commutent.
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II. Groupe symétrique
A. Généralités

Théorème
Toute permutation se décompose en produit de cycles
à supports disjoints.
Cette décomposition est unique à l’ordre près des fac-
teurs. Ses cycles commutent.

Démonstration. Admise.
Soit σ ∈ Sn.
L’ensemble {1, . . . , n} est partitionné en orbites :

Orb(i) =
{
σk(i)

∣∣∣ k ∈ N}
Sur chaque orbite σ est un cycle.
σ est le produit commutatif de ces cycles.
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II. Groupe symétrique
A. Généralités

Théorème
Toute permutation se décompose en produit de cycles
à supports disjoints.
Cette décomposition est unique à l’ordre près des fac-
teurs. Ses cycles commutent.

Démonstration. Admise.
Pour l’unicité :

σ = σ1 . . . σr

Les orbites sont uniquement déterminées.
La restriction de σ à chaque orbite est uniquement
déterminée. �
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II. Groupe symétrique
A. Généralités

Exemple 5
Dans S8 on définit :

σ =
 1 2 3 4 5 6 7 8

2 6 8 3 5 1 4 7


τ =

 1 2 3 4 5 6 7 8
5 3 4 7 8 2 6 1


Écrire sous forme de produit de cycles à supports
disjoints σ, τ et τσ, ainsi que leurs inverses.
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II. Groupe symétrique
A. Généralités

Exemple 6
Dans S4 soit :

τ1 = (1 2) τ2 = (1 3) τ3 = (1 4)

Calculer :
τ1τ2 τ2τ1 τ1τ2τ1 τ3τ2τ1 τ1τ3τ2τ1
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II. Groupe symétrique
A. Généralités

Théorème
Toute permutation est produit de transpositions.

Remarques

(i) Le théorème ci-dessus est conséquence du
précédent.
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II. Groupe symétrique
A. Généralités

Théorème
Toute permutation est produit de transpositions.

Remarques
(i) Pour le cycle σ = (1 2 . . . p) :

σ = (1 p)(1 p− 1) . . . (1 2)

Tout p-cycle est produit de p− 1
transpositions.
Le théorème ci-dessus est conséquence du
précédent.
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II. Groupe symétrique
A. Généralités

Théorème
Toute permutation est produit de transpositions.

Remarques
(i) Pour le cycle σ = (1 2 . . . p) :

σ = (1 p)(1 p− 1) . . . (1 2)
Tout p-cycle est produit de p− 1
transpositions.

Le théorème ci-dessus est conséquence du
précédent.
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II. Groupe symétrique
A. Généralités

Théorème
Toute permutation est produit de transpositions.

Remarques
(i) Pour le cycle σ = (1 2 . . . p) :

σ = (1 p)(1 p− 1) . . . (1 2)
Tout p-cycle est produit de p− 1
transpositions.
Le théorème ci-dessus est conséquence du
précédent.
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II. Groupe symétrique
A. Généralités

Théorème
Toute permutation est produit de transpositions.

Remarques
(i) Le théorème ci-dessus est conséquence du

précédent.
(ii) La décomposition n’est pas unique.

(1 2)(1 3)

=

(1 3)(2 3)
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II. Groupe symétrique
A. Généralités

Théorème
Toute permutation est produit de transpositions.

Remarques
(i) Le théorème ci-dessus est conséquence du

précédent.
(ii) La décomposition n’est pas unique.

(1 2)(1 3) = (1 3)(2 3)
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II. Groupe symétrique
A. Généralités

Exemples : premiers groupes symétriques

(i) S1 =

{e}

(ii) S2 =

{e, τ}

(iii) S3

contient l’identité,
trois transpositions,
deux 3-cycles.
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II. Groupe symétrique
A. Généralités

Exemples : premiers groupes symétriques

(i) S1 = {e}

(ii) S2 =

{e, τ}

(iii) S3

contient l’identité,
trois transpositions,
deux 3-cycles.
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II. Groupe symétrique
A. Généralités

Exemples : premiers groupes symétriques

(i) S1 = {e}

(ii) S2 = {e, τ}

(iii) S3

contient l’identité,
trois transpositions,
deux 3-cycles.
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II. Groupe symétrique
A. Généralités

Exemples : premiers groupes symétriques

(i) S1 = {e}

(ii) S2 = {e, τ}

(iii) S3 contient l’identité,
trois transpositions,
deux 3-cycles.
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II. Groupe symétrique
A. Généralités

Exemples : premiers groupes symétriques

(iv) S4 contient

l’identité,
transpositions,
3-cycles,
4-cycles,

trois produits de deux transpositions
à supports disjoints.
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II. Groupe symétrique
A. Généralités

Exemples : premiers groupes symétriques

(iv) S4 contient l’identité,

transpositions,
3-cycles,
4-cycles,

trois produits de deux transpositions
à supports disjoints.
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II. Groupe symétrique
A. Généralités

Exemples : premiers groupes symétriques

(iv) S4 contient l’identité,
? transpositions,
? 3-cycles,
? 4-cycles,

trois produits de deux transpositions
à supports disjoints.
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II. Groupe symétrique
A. Généralités

Exemples : premiers groupes symétriques

(iv) S4 contient l’identité,
six transpositions,

huit 3-cycles,
six 4-cycles,

trois produits de deux transpositions
à supports disjoints.
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II. Groupe symétrique
A. Généralités

Exemples : premiers groupes symétriques

(iv) S4 contient l’identité,
six transpositions,

huit 3-cycles,
six 4-cycles,

trois produits de deux transpositions
à supports disjoints.
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II. Groupe symétrique
A. Généralités

B Exercice 3.
Dans S3 on note τ = (1 2) et σ = (1 2 3).
a. Calculer τσ, στ , σ2.
b. Vérifier que tous les éléments de S3 sont ainsi

obtenus.
c. Vérifier que τ1 = (1 2) et τ2 = (2 3) permettent

aussi d’obtenir tous les éléments de S3.
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II. Groupe symétrique
B. Signature

Théorème
Il existe une et une seule application

ε : Sn → {±1}
telle que :

(i) ∀(σ, σ′) ∈ S2
n : ε(σσ′) = ε(σ)ε(σ′)

(ii) Pour toute transposition τ : ε(τ) = −1
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II. Groupe symétrique
B. Signature

Théorème
Il existe une et une seule application

ε : Sn → {±1}
telle que :

(i) ∀(σ, σ′) ∈ S2
n : ε(σσ′) = ε(σ)ε(σ′)

(ii) Pour toute transposition τ : ε(τ) = −1

Démonstration.
∀σ ∈ Sn ε(σ) =

∏
16i<j6n

σ(j)− σ(i)
j − i
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II. Groupe symétrique
B. Signature

Théorème
Il existe une et une seule application

ε : Sn → {±1}
telle que :

(i) ∀(σ, σ′) ∈ S2
n : ε(σσ′) = ε(σ)ε(σ′)

(ii) Pour toute transposition τ : ε(τ) = −1

Démonstration.
∀σ ∈ Sn ε(σ) =

∏
16i<j6n

σ(j)− σ(i)
j − i

L’application ε est bien définie,
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II. Groupe symétrique
B. Signature

Théorème
Il existe une et une seule application

ε : Sn → {±1}
telle que :

(i) ∀(σ, σ′) ∈ S2
n : ε(σσ′) = ε(σ)ε(σ′)

(ii) Pour toute transposition τ : ε(τ) = −1

Démonstration.
∀σ ∈ Sn ε(σ) =

∏
16i<j6n

σ(j)− σ(i)
j − i

L’application ε est bien définie, elle prend ses
valeurs dans {±1},
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II. Groupe symétrique
B. Signature

Théorème
Il existe une et une seule application

ε : Sn → {±1}
telle que :

(i) ∀(σ, σ′) ∈ S2
n : ε(σσ′) = ε(σ)ε(σ′)

(ii) Pour toute transposition τ : ε(τ) = −1

Démonstration.
∀σ ∈ Sn ε(σ) =

∏
16i<j6n

σ(j)− σ(i)
j − i

L’application ε est bien définie, elle prend ses
valeurs dans {±1}, elle satisfait (i) et (ii). �
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II. Groupe symétrique
B. Signature

Théorème
Il existe une et une seule application

ε : Sn → {±1}
telle que :

(i) ∀(σ, σ′) ∈ S2
n : ε(σσ′) = ε(σ)ε(σ′)

(ii) Pour toute transposition τ : ε(τ) = −1

Définition
L’application ε est appelée signature.
Pour σ ∈ Sn, on dit que ε(σ) est la signature de σ.
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II. Groupe symétrique
B. Signature

Démonstration partielle.
(i) ∀(σ, σ′) ∈ S2

n : ε(σσ′) = ε(σ)ε(σ′)

ε(σσ′) =
∏

16i<j6n

σσ′(j)− σσ′(i)
j − i

=
∏

16i<j6n

σσ′(j)− σσ′(i)
σ′(j)− σ′(i)

σ′(j)− σ′(i)
j − i

=
∏

16i<j6n

σ(j)− σ(i)
j − i

∏
16i<j6n

σ′(j)− σ′(i)
j − i

= ε(σ)ε(σ′)
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II. Groupe symétrique
B. Signature

Démonstration partielle.
(ii) Pour toute transposition τ : ε(τ) = −1
On vérifie que

(1 2) = (2 j)(1 i)(i j)(1 i)(2 j)

même si i ou j est égal à 1 ou 2.
Il suffit donc de prouver que ε((1 2)) = −1.
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II. Groupe symétrique
B. Signature

Démonstration partielle. (ii) ε((1 2)) = −1

ε(τ) =
∏

16i<j6n

σ(j)− σ(i)
j − i

=
n∏
j=2

σ(j)− 2
j − 1

n∏
j=3

σ(j)− 1
j − 2

= 1− 2
2− 1

n∏
j=3

σ(j)− 2
j − 1

n∏
j=3

σ(j)− 1
j − 2

= −
n∏
j=3

j − 2
j − 1

n∏
j=3

j − 1
j − 2 = −1
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II. Groupe symétrique
B. Signature

Remarques
(i) Produit de p transpositions :

σ = τ1 . . . τp =⇒ ε(σ) = (−1)p

(ii) Si σ s’écrit de deux façons différentes comme
produit de transpositions :

σ = τ1 . . . τp = τ ′1 . . . τ
′
q

Alors p et q ont même parité.
ε(σ) = (−1)p = (−1)q
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II. Groupe symétrique
B. Signature

Remarques
(i) Produit de p transpositions :

σ = τ1 . . . τp =⇒ ε(σ) = (−1)p

(ii) Si σ s’écrit de deux façons différentes comme
produit de transpositions :

σ = τ1 . . . τp = τ ′1 . . . τ
′
q

Alors p et q ont même parité.
ε(σ) = (−1)p = (−1)q
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II. Groupe symétrique
B. Signature

Remarques
(iii) p-cycle σ = (a1 . . . ap) :

σ = (a1 ap)(a1 ap−1) . . . (a1 a2)

Donc : ε(σ) = (−1)p−1

(iv) Décomposition de σ en produit de cycles à
supports disjoints d’ordres p1, . . . , pr :

σ =
r∏
i=1

σi

Alors :
ε(σ) =

r∏
i=1

(−1)pi−1
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II. Groupe symétrique
B. Signature

Remarques
(iii) p-cycle σ = (a1 . . . ap) :

σ = (a1 ap)(a1 ap−1) . . . (a1 a2)

Donc : ε(σ) = (−1)p−1

(iv) Décomposition de σ en produit de cycles à
supports disjoints d’ordres p1, . . . , pr :

σ =
r∏
i=1

σi

Alors :
ε(σ) =

r∏
i=1

(−1)pi−1
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II. Groupe symétrique
B. Signature

Remarques
(v) Deux méthodes pour calculer la signature :

I Décomposition en produit de transpositions,
I Décomposition en produit de cycles à supports

disjoints.
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II. Groupe symétrique
B. Signature

Exemple
Déterminer la signature des permutations suivantes.

σ e (3 1) (5 4 1) (3 5)(6 1)

ε(σ)

1 −1 1 1

σ (4 8 1 2) (1 2)(1 3)(1 2) (1 4 6)(4 1 2)

ε(σ)

−1 −1 1
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II. Groupe symétrique
B. Signature

Exemple
Déterminer la signature des permutations suivantes.

σ e (3 1) (5 4 1) (3 5)(6 1)

ε(σ) 1

−1 1 1

σ (4 8 1 2) (1 2)(1 3)(1 2) (1 4 6)(4 1 2)

ε(σ)

−1 −1 1
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II. Groupe symétrique
B. Signature

Exemple
Déterminer la signature des permutations suivantes.

σ e (3 1) (5 4 1) (3 5)(6 1)

ε(σ) 1 −1

1 1

σ (4 8 1 2) (1 2)(1 3)(1 2) (1 4 6)(4 1 2)

ε(σ)

−1 −1 1
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II. Groupe symétrique
B. Signature

Exemple
Déterminer la signature des permutations suivantes.

σ e (3 1) (5 4 1) (3 5)(6 1)

ε(σ) 1 −1 1

1

σ (4 8 1 2) (1 2)(1 3)(1 2) (1 4 6)(4 1 2)

ε(σ)

−1 −1 1
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II. Groupe symétrique
B. Signature

Exemple
Déterminer la signature des permutations suivantes.

σ e (3 1) (5 4 1) (3 5)(6 1)

ε(σ) 1 −1 1 1

σ (4 8 1 2) (1 2)(1 3)(1 2) (1 4 6)(4 1 2)

ε(σ)

−1 −1 1
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II. Groupe symétrique
B. Signature

Exemple
Déterminer la signature des permutations suivantes.

σ e (3 1) (5 4 1) (3 5)(6 1)

ε(σ) 1 −1 1 1

σ (4 8 1 2) (1 2)(1 3)(1 2) (1 4 6)(4 1 2)

ε(σ) −1

−1 1
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II. Groupe symétrique
B. Signature

Exemple
Déterminer la signature des permutations suivantes.

σ e (3 1) (5 4 1) (3 5)(6 1)

ε(σ) 1 −1 1 1

σ (4 8 1 2) (1 2)(1 3)(1 2) (1 4 6)(4 1 2)

ε(σ) −1 −1

1
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II. Groupe symétrique
B. Signature

Exemple
Déterminer la signature des permutations suivantes.

σ e (3 1) (5 4 1) (3 5)(6 1)

ε(σ) 1 −1 1 1

σ (4 8 1 2) (1 2)(1 3)(1 2) (1 4 6)(4 1 2)

ε(σ) −1 −1 1
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II. Groupe symétrique
B. Signature

B Exercice 4.
On note :

σ =
 1 2 3 4 5 6 7 8

5 7 6 1 4 2 8 3


τ =

 1 2 3 4 5 6 7 8
1 3 2 8 5 6 4 7


Calculer τσ, puis les signatures de σ, τ et τσ.
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II. Groupe symétrique
B. Signature

B Exercice 5.
Soit n > 2.
a. Soit τ une transposition de Sn.

Démontrer que l’application σ 7→ τσ réalise une
bijection de Sn.

b. En déduire que Sn possède autant de
permutations de signature 1 que de
permutations de signature −1.
Vérifier ceci avec S3 et S4.
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I. Déterminant d’une matrice

II. Groupe symétrique

III. Multilinéarité
A. Applications multilinéaires
B. Applications multilinéaires alternées
C. Formes multilinéaires alternées
D. Compléments sur le déterminant d’une matrice
E. Comatrice

IV. Déterminant en base quelconque

V. Applications
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III. Multilinéarité
A. Applications multilinéaires
B. Applications multilinéaires alternées
C. Formes multilinéaires alternées
D. Compléments sur le déterminant d’une
matrice
E. Comatrice
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III. Multilinéarité
A. Applications multilinéaires

Définition
E, F espaces vectoriels. Une application

f : En → F

est n-linéaire si elle est linéaire par rapport à chaque
variable.

Ceci signifie que toutes les applications

E −→ F

u 7−→ f(u1, . . . , ui−1, u, ui+1, . . . un)

sont linéaires.
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III. Multilinéarité
A. Applications multilinéaires

Définition
E, F espaces vectoriels. Une application

f : En → F

est n-linéaire si elle est linéaire par rapport à chaque
variable.
Ceci signifie que toutes les applications

E −→ F
u 7−→ f(u1, . . . , ui−1, u, ui+1, . . . un)

sont linéaires.
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III. Multilinéarité
A. Applications multilinéaires

Définition
Une application 2-linéaire est dite bilinéaire.
Une application 3-linéaire est dite trilinéaire.

Exemple
f : E2 → F bilinéaire.
Pour tous vecteurs u, v de E et tout scalaire λ :

f(λu+ v, λu+ v) =

λ2f(u, u) + λf(u, v)
+λf(v, u) + f(v, v)
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Définition
Une application 2-linéaire est dite bilinéaire.
Une application 3-linéaire est dite trilinéaire.

Exemple
f : E2 → F bilinéaire.
Pour tous vecteurs u, v de E et tout scalaire λ :

f(λu+ v, λu+ v) =

λ2f(u, u) + λf(u, v)
+λf(v, u) + f(v, v)
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III. Multilinéarité
A. Applications multilinéaires

Définition
Une application 2-linéaire est dite bilinéaire.
Une application 3-linéaire est dite trilinéaire.

Exemple
f : E2 → F bilinéaire.
Pour tous vecteurs u, v de E et tout scalaire λ :

f(λu+ v, λu+ v) = λ2f(u, u) + λf(u, v)
+λf(v, u) + f(v, v)
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C. Formes multilinéaires alternées
D. Compléments sur le déterminant d’une
matrice
E. Comatrice
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III. Multilinéarité
B. Applications multilinéaires alternées

Définition
Une application n-linéaire f : En → F est alternée
si elle est nulle dès que deux de ses variables sont
égales :
∀(u1, . . . , un) ∈ En ∀(i, j) ∈ {1, . . . , n}2

i 6= j et ui = uj =⇒ f(u1, . . . , un) = 0F
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III. Multilinéarité
B. Applications multilinéaires alternées

Définition
f : En → F est alternée si :
∀(u1, . . . , un) ∈ En ∀(i, j) ∈ {1, . . . , n}2

i 6= j et ui = uj =⇒ f(u1, . . . , un) = 0F

Proposition
Une application n-linéaire f : En → F est alternée
si et seulement si elle est antisymétrique.
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III. Multilinéarité
B. Applications multilinéaires alternées

Définition
f : En → F est alternée si :
∀(u1, . . . , un) ∈ En ∀(i, j) ∈ {1, . . . , n}2

i 6= j et ui = uj =⇒ f(u1, . . . , un) = 0F

Proposition
f : En → F est alternée ssi elle est antisymétrique :
∀(u1, . . . , un) ∈ En ∀(i, j) ∈ {1, . . . , n}2

i < j =⇒ f(u1, . . . , ui, . . . , uj, . . . , un)
= −f(u1, . . . , uj, . . . , ui, . . . , un)
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III. Multilinéarité
B. Applications multilinéaires alternées

Démonstration.

�
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III. Multilinéarité
B. Applications multilinéaires alternées

Démonstration.

�
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III. Multilinéarité
B. Applications multilinéaires alternées

Proposition
f : En → F n-linéaire alternée σ ∈ Sn

∀(u1, . . . , un) ∈ En

f(uσ(1), uσ(2), . . . , uσ(n)) =

ε(σ)f(u1, u2, . . . , un)
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Proposition
f : En → F n-linéaire alternée σ ∈ Sn

∀(u1, . . . , un) ∈ En

f(uσ(1), uσ(2), . . . , uσ(n)) = ε(σ)f(u1, u2, . . . , un)
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III. Multilinéarité
B. Applications multilinéaires alternées

Proposition
f : En → F n-linéaire alternée σ ∈ Sn

∀(u1, . . . , un) ∈ En

f(uσ(1), uσ(2), . . . , uσ(n)) = ε(σ)f(u1, u2, . . . , un)

Démonstration.
Si τ est une transposition, alors comme f est
alternée :

f(uτ(1), uτ(2), . . . , uτ(n)) = −f(u1, u2, . . . , un)
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III. Multilinéarité
B. Applications multilinéaires alternées

Proposition
f : En → F n-linéaire alternée σ ∈ Sn

∀(u1, . . . , un) ∈ En

f(uσ(1), uσ(2), . . . , uσ(n)) = ε(σ)f(u1, u2, . . . , un)

Démonstration.
Soit σ ∈ Sn et soit ε(σ) = (−1)p.
Alors σ = τ1τ2 . . . τp.
f(uσ(1), uσ(2), . . . , uσ(n)) = (−1)pf(u1, u2, . . . , un)

�
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III. Multilinéarité
B. Applications multilinéaires alternées

Proposition
f : En → F application n-linéaire alternée.
u1, . . . , un vecteurs de E.
Si (u1, . . . , un) est liée alors f(u1, . . . , un) = 0F .
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III. Multilinéarité
B. Applications multilinéaires alternées

Proposition
f : En → F application n-linéaire alternée.
u1, . . . , un vecteurs de E.
Si (u1, . . . , un) est liée alors f(u1, . . . , un) = 0F .

Démonstration.
Il existe (λ1, . . . , λn) ∈ Kn \ {0} tel que :

λ1u1 + · · ·+ λnun = 0E

Soit k tel que λk est non-nul.
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B. Applications multilinéaires alternées

Proposition
f : En → F application n-linéaire alternée.
u1, . . . , un vecteurs de E.
Si (u1, . . . , un) est liée alors f(u1, . . . , un) = 0F .

Démonstration.
0F = f(u1, . . . , uk−1,

n∑
i=1
λiui, uk+1, . . . , un)

=
n∑
i=1
λif(u1, . . . , uk−1, ui, uk+1, . . . , un)

= λkf(u1, . . . , uk−1, uk, uk+1, . . . , un)

Comme λk 6= 0 alors f(u1, . . . , un) = 0F . �
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A. Applications multilinéaires
B. Applications multilinéaires alternées
C. Formes multilinéaires alternées
D. Compléments sur le déterminant d’une
matrice
E. Comatrice
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III. Multilinéarité
C. Formes multilinéaires alternées

Remarque
Forme n-linéaire alternée de E :

Application n-linéaire alternée de En dans K.
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III. Multilinéarité
C. Formes multilinéaires alternées

Remarque
Forme n-linéaire alternée de E :

Application n-linéaire alternée de En dans K.

Théorème
E de dimension finie n (e1, . . . , en) base de E.
I Il existe une et une seule forme n-linéaire

alternée f : En → K telle que
f(e1, . . . , en) = 1.

I Si g est une autre forme n-linéaire alternée de E
alors g = λf pour un certain λ ∈ K.
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III. Multilinéarité
C. Formes multilinéaires alternées

Théorème
E de dimension finie n (e1, . . . , en) base de E.
I Il existe une et une seule forme n-linéaire

alternée f : En → K telle que
f(e1, . . . , en) = 1.

I Si g est une autre forme n-linéaire alternée de E
alors g = λf pour un certain λ ∈ K.

Exemple 7
Cas n = 2.
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III. Multilinéarité
C. Formes multilinéaires alternées

Théorème
E de dimension finie n (e1, . . . , en) base de E.
I Il existe une et une seule forme n-linéaire

alternée f : En → K telle que
f(e1, . . . , en) = 1.

I Si g est une autre forme n-linéaire alternée de E
alors g = λf pour un certain λ ∈ K.

Remarques
(i) Deux formes n-linéaires alternées sur un espace

vectoriel de dimension n sont proportionnelles.
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Démonstration.
f(u1, . . . , un) = f

 n∑
i=1
ai1ei, . . . ,

n∑
i=1
ainei



=
n∑

i1=1
. . .

n∑
in=1

ai11 . . . ainnf(ei1, . . . ,ein)

=
∑
σ∈Sn

aσ(1)1 . . . aσ(n)nf(eσ(1), . . . , eσ(n))

=
∑
σ∈Sn

aσ(1)1 . . . aσ(n)nε(σ)f(e1, . . . , en)

=
∑
σ∈Sn

ε(σ)aσ(1)1 . . . aσ(n)n

�
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Démonstration.
f(u1, . . . , un) = f

 n∑
i=1
ai1ei, . . . ,

n∑
i=1
ainei



=
n∑

i1=1
. . .

n∑
in=1

ai11 . . . ainnf(ei1, . . . ,ein)

=
∑
σ∈Sn

aσ(1)1 . . . aσ(n)nf(eσ(1), . . . , eσ(n))

=
∑
σ∈Sn

aσ(1)1 . . . aσ(n)nε(σ)f(e1, . . . , en)

=
∑
σ∈Sn

ε(σ)aσ(1)1 . . . aσ(n)n �
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Remarques
(ii) Autre formule :

f(u1, . . . , un) =
∑
σ∈Sn

ε(σ)aσ(1)1 . . . aσ(n)n

=
∑
σ∈Sn

ε(σ)a1σ−1(1) . . . anσ−1(n)

=
∑
σ∈Sn

ε(σ)a1σ(1) . . . anσ(n)
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(ii) Autre formule :
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=
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Chapitre B12. Déterminants

III. Multilinéarité
C. Formes multilinéaires alternées

Remarques
(ii) Autre formule :

f(u1, . . . , un) =
∑
σ∈Sn

ε(σ)aσ(1)1 . . . aσ(n)n

=
∑
σ∈Sn

ε(σ)a1σ−1(1) . . . anσ−1(n)

=
∑
σ∈Sn

ε(σ)a1σ(1) . . . anσ(n)
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D. Compléments sur le déterminant d’une matrice

Corollaire
Il existe une et une seule application
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Démonstration. On se ramène au théorème
précédent grâce à l’isomorphisme :

M : En −→ Mn(K)
(u1, . . . , un) 7−→ MBc

(u1, . . . , un)
Soit f la forme n-linéaire alternée de En telle que
f(e1, . . . , en) = 1.
Alors det = f ◦M−1 vérifie les propriétés
demandées. �
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Théorème
Soit A = (aij)16i,j6n une matrice. Alors :

detA =
∑
σ∈Sn

ε(σ)a1σ(1) . . . anσ(n)

Démonstration. Ceci est conséquence de la
remarque (ii) ci-dessus. �
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Soit A = (aij)16i,j6n une matrice. Alors :
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∑
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ε(σ)a1σ(1) . . . anσ(n)
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e

+ a12a23a31 + a13a21a32︸ ︷︷ ︸
σ, σ2

− a13a22a31 − a11a23a32 − a12a21a33︸ ︷︷ ︸
τ1,τ2,τ3
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Lemme : formule pour le cofacteur

det


1 0 · · · 0
0
... A′

0

 = detA′
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Démonstration.

det


1 0 . . . 0
0
... A′

0

 = (−1)n−1(−1)n−1 det


0

A′
...
0

0 · · · 0 1



detA =
∑
σ∈Sn

ε(σ)a1σ(1) . . . anσ(n)

=
∑
σ∈Sn
σ(n)=n

ε(σ)a1σ(1) . . . an−1σ(n−1)

=
∑

σ∈Sn−1

ε(σ)a1σ(1) . . . an−1σ(n−1)

= detA′ �
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Rappel
Aij : sous-matrice obtenue en supprimant Li et Cj.
Cofacteur de aij : cij = (−1)i+j detAij

Définition
La comatrice est la matrice des cofacteurs :

Com(A) =


c11 · · · c1n
... ...
cn1 · · · cnn


Avec ∀i, j = 1, . . . , n cij = (−1)i+j detAij



Chapitre B12. Déterminants

III. Multilinéarité
E. Comatrice

Proposition
Pour toute matrice A de taille (n, n) :

A tCom(A) = tCom(A)A = det(A)In



Chapitre B12. Déterminants

III. Multilinéarité
E. Comatrice

Proposition
Pour toute matrice A de taille (n, n) :

A tCom(A) = tCom(A)A = det(A)In

Démonstration.
I tCom(A) = (c′jk) = (ckj)
I A tCom(A) = (bik)

bik =
n∑
j=1
aijc

′
jk =

n∑
j=1
aijckj =

 det(A) si i = k

0 sinon.
On en déduit : A tCom(A) = det(A)In
De même : tCom(A)A = det(A)In. �
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Corollaire
Si A est inversible alors :

A−1 = 1
detA

tCom(A)

Exemple

Si A =
 a b
c d

 alors Com(A) =
 d −c
−b a



donc A−1 = 1
detA

 d −b
−c a

.
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Corollaire
Si A est inversible alors :

A−1 = 1
detA

tCom(A)

Exemple

Si A =
 a b
c d

 alors Com(A) =
 d −c
−b a


donc A−1 = 1

detA

 d −b
−c a

.
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Exemple : inverse d’une matrice de taille (3, 3).


a b c
d e f
g h i


−1

= 1
detA



∣∣∣∣∣∣ e f
h i

∣∣∣∣∣∣ −
∣∣∣∣∣∣ b c
h i

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ b c
e f

∣∣∣∣∣∣
−
∣∣∣∣∣∣ d f
g i

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ a c
g i

∣∣∣∣∣∣ −
∣∣∣∣∣∣ a c
d f

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ d e
g h

∣∣∣∣∣∣ −
∣∣∣∣∣∣ a b
g h

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ a b
d e

∣∣∣∣∣∣


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IV. Déterminant en base quelconque
A. Déterminant d’une famille de vecteurs

Définition
F famille de n vecteurs d’un ev de dimension n

Déterminant de la famille F dans la base B :

detB(F) = detMB(F)
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IV. Déterminant en base quelconque
A. Déterminant d’une famille de vecteurs

Remarque
Si F⊆ Kn :

detBc
(F) = det F
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IV. Déterminant en base quelconque
A. Déterminant d’une famille de vecteurs

Exemple 8
E = R2[X]

P0 = 1 +X +X2

P1 = 2−X2

P2 = 3X + 5X2
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(i) En général

detB1(F) 6= detB2(F)

(ii) Multilinéarité : ∀i = 1 . . . n
E −→ K

ui 7−→ detB (u1, . . . , un)
est linéaire

Antisymétrie :
detB (u1 . . . ui . . . uj . . . un)

= − detB (u1 . . . uj . . . ui . . . un)
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IV. Déterminant en base quelconque
A. Déterminant d’une famille de vecteurs

Théorème
F famille de n vecteurs de E de dimension n

(i) F est une base de E
⇐⇒ (ii) ∀B base de E detBF 6= 0
⇐⇒ (iii) ∃B base de E detBF 6= 0

Démonstration.
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IV. Déterminant en base quelconque
A. Déterminant d’une famille de vecteurs

Théorème
F famille de n vecteurs de E de dimension n

(i) F est une base de E
⇐⇒ (ii) ∀B base de E detBF 6= 0
⇐⇒ (iii) ∃B base de E detBF 6= 0

Démonstration.
(i) =⇒ (ii) : detB(F) = detMB(F) = detPBF 6= 0
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IV. Déterminant en base quelconque
A. Déterminant d’une famille de vecteurs

Théorème
F famille de n vecteurs de E de dimension n

(i) F est une base de E
⇐⇒ (ii) ∀B base de E detBF 6= 0
⇐⇒ (iii) ∃B base de E detBF 6= 0

Démonstration.
(ii) =⇒ (iii) évidente
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IV. Déterminant en base quelconque
A. Déterminant d’une famille de vecteurs

Théorème
F famille de n vecteurs de E de dimension n

(i) F est une base de E
⇐⇒ (ii) ∀B base de E detBF 6= 0
⇐⇒ (iii) ∃B base de E detBF 6= 0

Démonstration. (iii) =⇒ (i) :
detB(F) 6= 0

=⇒ detMB(F) 6= 0
=⇒ MB(F) est la matrice d’une base de Kn
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IV. Déterminant en base quelconque
A. Déterminant d’une famille de vecteurs

Théorème
F famille de n vecteurs de E de dimension n

(i) F est une base de E
⇐⇒ (ii) ∀B base de E detBF 6= 0
⇐⇒ (iii) ∃B base de E detBF 6= 0

Démonstration. (iii) =⇒ (i) :
E −→ Kn

u 7−→ MB(u)
est un isomorphisme.

MB(F) est la matrice d’une base de Kn

=⇒ F est une base de E �
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IV. Déterminant en base quelconque
B. Déterminant d’un endomorphisme

I dimE = n

I f ∈ L(E)
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IV. Déterminant en base quelconque
B. Déterminant d’un endomorphisme

Définition
I f endomorphisme de E
I B une base de E
Déterminant de f dans la base B :

detB(f) = det(MB(f))
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IV. Déterminant en base quelconque
B. Déterminant d’un endomorphisme

Définition
Déterminant de f dans la base B :

detB(f) = det(MB(f))

Théorème

detB(f) = detB′(f)

Le déterminant de f ne dépend pas de la base choisie
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IV. Déterminant en base quelconque
B. Déterminant d’un endomorphisme

Définition
Déterminant de f dans la base B :

detB(f) = det(MB(f))

Théorème
detB(f) = detB′(f)

Définition
Déterminant de f :

det f = detB(f)
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IV. Déterminant en base quelconque
B. Déterminant d’un endomorphisme

Théorème
detB(f) = detB′(f)

Démonstration.
A = PA′P−1

=⇒ detA = detP detA′ detP−1

= detA′ detP detP−1

= detA′ �
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soit f l’endomorphisme de Kn canoniquement
associé à A.
Alors : det f = detA
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Proposition
f ∈ L(E) B base de E (u1, . . . , un) ∈ En

detB (f(u1), . . . , f(un)) = det f detB (u1, . . . , un)

Démonstration alternative.
F : En −→ K

(u1, . . . , un) 7−→ detB (f(u1), . . . , f(un))
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(u1, . . . , un) 7−→ detB (u1, . . . , un)
Comme E est de dimension n alors toutes les
formes n-linéaires alternées sont proportionnelles.
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IV. Déterminant en base quelconque
B. Déterminant d’un endomorphisme

Théorème
f , g endomorphismes de E :

det(f ◦ g) = det f · det g

Démonstration alternative. B = (e1, . . . , en)

det(f ◦ g) = detB(f(g(e1)), . . . , f(g(en)))

= det f detB(g(e1), . . . , g(en))

= det f det g detB(e1, . . . , en)

= det f det g �
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IV. Déterminant en base quelconque
B. Déterminant d’un endomorphisme

Proposition
f endomorphisme de E

f bijective ⇐⇒ det f 6= 0

Dans ce cas :

det(f−1) = (det f)−1
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Soit A = MB(f).

f bijective ⇐⇒ A inversible
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f ◦ f−1 = IdE
=⇒ det f det f−1 = det IdE = det In = 1 �
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IV. Déterminant en base quelconque
B. Déterminant d’un endomorphisme

B Exercice 6.
Soit f : R2 −→ R2

(x, y) 7−→ (5x+ 2y, 2x+ 2y)

puis u1 = (2, 1) u2 = (1,−2)

a. Démontrer que la famille B = (u1, u2) est une
base de R2.

b. Donner la matrice de f dans la base canonique
de R2, puis dans la base B. On note A et B ces
deux matrices.
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IV. Déterminant en base quelconque
B. Déterminant d’un endomorphisme

B Exercice 6.
Soit f : R2 −→ R2

(x, y) 7−→ (5x+ 2y, 2x+ 2y)

puis u1 = (2, 1) u2 = (1,−2)

c. Calculer de deux façons différentes le
déterminant de f .
Justifier que f est un isomorphisme.

d. Démontrer que f ◦ f = 7f − 6IdE.
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IV. Déterminant en base quelconque
B. Déterminant d’un endomorphisme

B Exercice 7.
Soit p un projecteur de E de rang r, et s la symétrie
de E associée à p.
Calculer les déterminants de p et de s.



Chapitre B12. Déterminants

I. Déterminant d’une matrice

II. Groupe symétrique

III. Multilinéarité

IV. Déterminant en base quelconque

V. Applications
A. Géométrie
B. Formules de Cramer



Chapitre B12. Déterminants

V. Applications
A. Géométrie
B. Formules de Cramer



Chapitre B12. Déterminants

V. Applications
A. Géométrie

Exemple 9
Donner une équation cartésienne de la droite (AB).

A (1,−3) B (2, 1)
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V. Applications
A. Géométrie

Exemple 10

A (0, 1, 2) B (−1, 3, 0) C (1, 1, 1)
Vérifier que ces trois points définissent un plan et
donner une équation cartésienne de ce plan.
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V. Applications
A. Géométrie

B Exercice 8.
Soit ~u = (−2, 0, 1) et ~v = (0,−2, 1) deux vecteurs
de l’espace.
Donner une équation du plan P passant par l’origine
dirigé par ~u et ~v.
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Théorème - Formules de Cramer
Le système carré AX = B est un système de Cramer
si et seulement si detA 6= 0.

Les solutions sont alors

∀i = 1 . . . n xi = detAi

detA
où Ai est la matrice obtenue en remplaçant la colonne
i de A par B.
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Exemple 11 4x + 5y = 11
5x + 6y = 12

x =

∣∣∣∣∣∣ 11 5
12 6

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 4 5
5 6

∣∣∣∣∣∣
y =

∣∣∣∣∣∣ 4 11
5 12

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 4 5
5 6

∣∣∣∣∣∣
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V. Applications
B. Formules de Cramer

Exemple 12 
2x + 2y + z = 1
2x + y + 2z = 0
x + 2y + 2z = 0

x =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 1
0 1 2
0 2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 2 1
2 1 2
1 2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
y =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 1 1
2 0 2
1 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 2 1
2 1 2
1 2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
z =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 2 1
2 1 0
1 2 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2 2 1
2 1 2
1 2 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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A = (C1 · · · Cn) et X =


x1
...
xn



AX = B ⇐⇒ x1C1 + · · ·+ xnCn = B
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Démonstration.
AX = B ⇐⇒ x1C1 + · · ·+ xnCn = B

Pour tout i = 1 . . . n :

detAi = det(C1 · · · Ci−1 B Ci+1 · · · Cn)

= det
C1 · · · Ci−1

 n∑
k=1
xkCk

 Ci+1 · · · Cn


=
n∑
k=1
xk det(C1 · · · Ci−1 Ck Ci+1 · · · Cn)

= xi detA �
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B Exercice 9.
Résoudre les systèmes :

a.
13x + 42y = 4

7x + 20y = 10

b.
 (λ2 − 1)x− 2λy = −2

2λx+ (λ2 − 1)y = λ3 + 3λ (λ ∈ R)
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