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[II. Changement de base
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‘—1I. Rappels et compléments sur les matrices

m, n, p : entiers naturels non-nuls.
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Définition

M pp(IK) : ensemble des matrices
de taille (n,p) a coefficients dans K




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
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Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
I. Rappels et compléments sur les matrices
A. Définitions

Définition
M pp(IK) : ensemble des matrices
de taille (n,p) a coefficients dans K

Mnp(K) est un espace vectoriel.

Base canonique : (Eq1, Ei, ..., Eyp)
dim M,,,(K) = np




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
A. Définitions
Définition
La multiplication matricielle est I'application :

M (KK) X My (KK) — My (K)
(A,B) — AB
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I. Rappels et compléments sur les matrices

A. Définitions
Définition
La multiplication matricielle est I'application :

M (KK) X My (KK) — My (K)
(A,B) — AB

Elle est bilinéaire :

VAL As, BN (A 4+ A0)B = AAB + A,B
\V/A, B, By, A A()\Bl - Bg) = \AB; + ABy
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I. Rappels et compléments sur les matrices

A. Définitions
Définition
La multiplication matricielle est I'application :

M (KK) X My (KK) — My (K)
(A,B) — AB

Elle est bilinéaire :

VAL As, BN (A 4+ A0)B = AAB + A,B
\V/A, B, By, A A()\Bl - Bg) = \AB; + ABy

Elle est aussi associative :

VA,B,C  (AB)C = A(BC)
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‘—1I. Rappels et compléments sur les matrices
A. Définitions

Proposition
Sous réserve d'existence, pour tous entiers i, 7, k, £ :

EijEye =
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‘—1I. Rappels et compléments sur les matrices
A. Définitions

Proposition
Sous réserve d'existence, pour tous entiers i, 7, k, £ :

Opmp sinon.

EijEy =
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A. Définitions
Définition
Transposition :

air -+ Qpl

a’lp o o anp
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A. Définitions
Définition
Transposition :

Moy (K) — M (K)

a o« o e a
a’ll ...... alp 11 77«1
A= : D | — AT =
anl ------ a/np

a’lp o o anp
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A. Définitions
Définition
Transposition :

a’lp o o anp

1
1<isn

'A = (d);) <<, avec d; = a;; pour tous i, j.




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
I. Rappels et compléments sur les matrices
A. Définitions
s e eg .
Définition
Transposition :

Mpp(K) — My (K)
A— tA

Propositions
La transposition est linéaire :

‘A +B)=\'A+'B




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
I. Rappels et compléments sur les matrices
A. Définitions
s e eg .
Définition
Transposition :

Mpp(K) — My (K)
A— tA

Propositions
Si le produit AB est défini alors :

‘{(AB) = 'B'A




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
I. Rappels et compléments sur les matrices
A. Définitions
s e eg .
Définition
Transposition :

Mp(K) —> My (K)
A— tA

Propositions
Si A est inversible alors A est inversible et :

(t4) = (4

On note 'A~! cette matrice.
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I. Rappels et compléments sur les matrices
A. Définitions

L'ensemble ,,(IK) est un espace vectoriel
et un anneau.
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I. Rappels et compléments sur les matrices
A. Définitions

Remarque

L'ensemble ,,(IK) est un espace vectoriel
et un anneau.

Groupe linéaire :

GL,(K) ={M € M, (K) | M inversible}
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I. Rappels et compléments sur les matrices
A. Définitions

Remarque

L'ensemble ,,(IK) est un espace vectoriel
et un anneau.

Groupe linéaire :

GL,(K) ={M € M, (K) | M inversible}

P € GL,(K)
— dJQeM,(K) PQ=QP=1I,

On note alors P71 = ().
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I. Rappels et compléments sur les matrices
A. Définitions

Remarque

L'ensemble ,,(IK) est un espace vectoriel
et un anneau.

Groupe linéaire :
GL,(K) ={M € M, (K) | M inversible}
Si A et B sont inversibles alors :

(AB) ' =B71A"!
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A. Définitions
Définitions
» 9, (IK) matrices diagonales :

Z#] = CLUIO

diag(Ag, ..., A\y) =
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A. Définitions
Définitions
» 7, (IK) matrices triangulaires supérieures :

1>] = CLUIO
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A. Définitions
Définitions
/ . . 0 0 ;-
» 7 (IK) matrices triangulaires inférieures :

1<) = aij:0




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

A. Définitions
Définitions
» &, (IK) matrices symétriques : A=A

ou : V(i,j) e {1,...,n}" G5 = O
» o, (IK) matrices antisymétriques : 'A = —A

ou : V(%,]) € {1,...,?1}2 Qjj = —Qjj
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I. Rappels et compléments sur les matrices

Définitions

» &, (IK) matrices symétriques : A=A
ou : V(i,j) e {1,...,n}" G5 = O

» o, (IK) matrices antisymétriques : 'A = —A

ou : \V/(Z,j) € {1,...,n}2 Qjj = —Qjj

Exemples
6 —4 3 0 =5 —6
S=|1-4 1 7 A=15 0 3
3 7 =2 6 —3 O




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

I. Rappels et compléments sur les matrices

Propositions
P,(K) T.(K) T,

n

(K)  Fn(K)  o,(K)
sont des sev de L, (KK).
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I. Rappels et compléments sur les matrices

Propositions
Do(K) Tu(K) T,(K) Fu(K) sfn(K)

sont des sev de L, (KK).

D(K)  Ta(K) T, (K)

sont stables par multiplication interne.
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I. Rappels et compléments sur les matrices

A. Définitions

Propositions

Dn(K) To(K) T,(K) Fu(K)  ody(K)
sont des sev de L, (KK).

D(K)  Ta(K) T, (K)

sont stables par multiplication interne.

De plus :
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I. Rappels et compléments sur les matrices

A. Définitions

Propositions

Dn(K) To(K) T,(K) Fu(K)  ody(K)
sont des sev de L, (KK).

D(K)  Ta(K) T, (K)

sont stables par multiplication interne.

De plus :
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I. Rappels et compléments sur les matrices

.Propositions
T(K) + T(K) = Mn(K)

Leurs dimensions sont :
dim M, (K) = n? dim %, (K) =
dim 7, (K) = dim 7 (K) =
dim &, (K) = dim ¢, (K) =
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I. Rappels et compléments sur les matrices

.Propositions
T(K) + T(K) = Mn(K)

Leurs dimensions sont :

dim A, (K) = n? dim %, (K) =n
dim 7, (K) = "= dim J/, (K)

dim &, (K) = dim o, (K) =
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I. Rappels et compléments sur les matrices

.Propositions
T(K) + T(K) = Mn(K)

Leurs dimensions sont :

dim A, (K) = n? dim %, (K) =n
dim T, (K) = "2 dim J(K) = ")

dim &, (K) = dim o, (K) =
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I. Rappels et compléments sur les matrices

.Propositions
T(K) + T(K) = Mn(K)

Leurs dimensions sont :

dim A, (K) = n? dim %, (K) =n
dim T, (K) = "2 dim J(K) = ")

dim &,(K) = " dim o, (K) =




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

I. Rappels et compléments sur les matrices

.Propositions
T(K) + T(K) = Mn(K)

Leurs dimensions sont :

dim M (K) = n* dim %, (K) = n
dmT,(K) = "21  dim ), (K) = "0
dim Spn(]K) - % dim Sdn(]K) _ 7z(n2—1)




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

I. Rappels et compléments sur les matrices
A. Définitions

> Exercice 1.
(n,p) € N*

X €Mun(K) A€ My(K) Y € Muy(K)

Justifier que "X AY et 'Y 'AX sont bien définies et
égales.
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I. Rappels et compléments sur les matrices

B. Trace
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B. Trace

Définition

La trace d'une matrice carrée est la somme de ses
coefficients diagonaux.

a1y ° - Qi
VA =| : : e M, (K) trA =

apl°** Ann




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

B. Trace

Définition

La trace d'une matrice carrée est la somme de ses
coefficients diagonaux.

c J%n(]K) trA = Zn:a”

o=l
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B. Trace

Définition

La trace d'une matrice carrée est la somme de ses
coefficients diagonaux.

o=l

Proposition
La trace est une forme linéaire.
tr: M, (K) - K
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‘—1I. Rappels et compléments sur les matrices
B. Trace

Proposition
La trace est une forme linéaire.
tr: M, (K) - K

V(A,B) € M,(K)? VIeK
tr(AM + B) = AtrA+tr B
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I. Rappels et compléments sur les matrices
B. Trace

Proposition
La trace est une forme linéaire.
V(A,B) € M,(K)? V)€K
tr(M + B) = AtrA+tr B

Démonstration. Si A = (a;;) et B = (b;;) alors
AMA + B = (Aa;j + b;;) donc

i=1

= )\Zaimt Zb“ = )\tI‘A—|—tI'B U

=1 =1
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‘—1I. Rappels et compléments sur les matrices
B. Trace

Proposition
Soit A € M,,(K) et B € M,,(K). Alors :

tr(AB) = tr(BA)
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‘—1I. Rappels et compléments sur les matrices
B. Trace

Proposition
Soit A € M,,(K) et B € M,,(K). Alors :

tr(AB) = tr(BA)

Démonstration.
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‘—1I. Rappels et compléments sur les matrices
B. Trace

Proposition
Soit A € M,,(K) et B € M,,(K). Alors :

tr(AB) = tr(BA)

Démonstration. L]




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

I. Rappels et compléments sur les matrices
B. Trace

Proposition
Soit A € M,,(K) et B € M,,(K). Alors :

tr(AB) = tr(BA)

Démonstration. L]

Corollaire
Soit A et P carrées, P inversible. Alors :

tr(P'AP) = tr A
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I. Rappels et compléments sur les matrices
B. Trace

Proposition
Soit A € M,,(K) et B € M,,(K). Alors :

tr(AB) = tr(BA)

Démonstration. []

Corollaire
Soit A et P carrées, P inversible. Alors :

tr(P'AP) = tr A

Démonstration.
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I. Rappels et compléments sur les matrices
B. Trace

Proposition
Soit A € M,,(K) et B € M,,(K). Alors :

tr(AB) = tr(BA)

Démonstration. []

Corollaire
Soit A et P carrées, P inversible. Alors :

tr(P'AP) = tr A

Démonstration. ]




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

I1. Représentations matricielles
A. Définitions
B. Correspondances bijectives
C. Liens avec la multiplication matricielle
D. Application linéaire associée a une matrice
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I1. Représentations matricielles
A. Définitions
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‘—II. Représentations matricielles
A. Définitions

Définition
u € E de coordonnées (Ay, ..., \,) dans la base %

Représentation matricielle de v dans la base % :

A
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II. Représentations matricielles

Exemples

(i) E =R?
B.= (e1,e2) €1 =(1,0) es = (0,1)
B = (u,us) wup=(-2,1) wuy=1(2,0)
u=(4,7)
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Exemples

(i) E = R?
Be=(e1,62) e1=(1,0) e =(0,1)
B = (up,u2) up=(-2,1) wuy=1(2,0
u=(47)

(i) E = Ky[X]
B.=(1,X, X2 X3)
P=4-—X+5X°
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II. Représentations matricielles
A. Définitions

Définition
F = (uq,...,u,) famille de vecteurs de E.
Représentation matricielle de & dans la base 98 :

ul ..... Uj e uP

ail ayj --- G1p \ €1
My (F) = |

Qnl Qnj --- Qpp | €n
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II. Représentations matricielles
A. Définitions

Définition
[+ E — F' linéaire
Matrice de f dans les bases 9% et 9B’ : My (f)

Matrice dont les colonnes sont les coordonnées dans
/ 1.
la base 98" de |'image des vecteurs de % par f.
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II. Représentations matricielles
A. Définitions

Remarque
B =(e1,...,€p) B = (e),...,€)

Vi=1...p f(ej):a1j€/1+---+anje;
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II. Représentations matricielles

A. Définitions

Remarque
B =(e1,...,€p) B = (e),...,€)

arg - atj .- aip \ €}
Mgy (f) = ; E
apl - - Qpjg ----- Qnp 6;1
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II. Représentations matricielles
A. Définitions

Remarque

En d'autres termes la matrice de f dans les bases %
et %’ est la représentation matricielle la famille f(9)
dans la base %'.

BiflL w0000 ayp \ €}
Mgy (f) = | =My (F(®)
Apy - anp | el
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II. Représentations matricielles

Exemple
f: R3 — R?
(x,y,2) — (4o + 2z, —z — 5y)

%32 61:(1,0,0) %22 6/1:(1,0)

es = (0,1,0) et =(0,1)
€3 = (07 07 1)
M%s%z(f) =7
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II. Représentations matricielles

Exemple
f: R3 — R?
(x,y,2) — (4o + 2z, —z — 5y)

9B Uy = (1, 1, 1) %/ DU = (1, —1)
Uz = (1a 1, _1> Uy = (072)
uz = (_57 I 10)

Mgy (f) =7
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Exemple 1

d : ]Kg[X] — ]K3[X]
P+— P

D= Mgg, (d) =7




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

II. Représentations matricielles
A. Définitions

> Exercice 2.
f: R? — R?
(x,y,2) —> (y+ 32,2 — 2y + 22)
% =((1,1,0),(1,0,1),(0,1,1))
B =((1,1),(1,-1)).
a. Démontrer que % est une base de R? et que %’
est une base de R2.

b. Donner la matrice de f dans les bases
. q /
canoniques, puis dans les bases % et %'.
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II. Représentations matricielles

A. Définitions

> Exercice 3.
f : RQ[X] — R?
P — (P(1),P'(-1))
P=X-1 P=X+1 Py = (X +1)3

a. Justifier que f est linéaire.

b. Démontrer que la famille % = (Py, P», P3) est
une base de Ry[X].

c. Donner la matrice A de f dans les bases
canoniques de Ry[X] et R

d. Donner la matrice de f dans les bases % et %,.
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II. Représentations matricielles
A. Définitions

> Exercice 4.

E ev de dimension finie, p projecteur.

Donner la matrice de p dans une base adaptée a la
somme directe £ = imp @ ker p.
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I1. Représentations matricielles

B. Correspondances bijectives
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‘—II. Représentations matricielles
B

. Correspondances bijectives

Proposition
L'application Mg :

u — Mo (u)
est un isomorphisme.
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‘—II. Représentations matricielles
B

. Correspondances bijectives

Démonstration. %8 = (eq, ..., €,)

Soit u=Me +- -+ A\ep,
et v = jner+ -+ ey
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‘—II. Représentations matricielles
B. Correspondances bijectives

Démonstration. %8 = (eq, ..., €,)

Soit u=Me +- -+ A\ep,
et v = jner+ -+ ey

Alors ut+v=N+u)er+ -+ A+ tin)en
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‘—II. Représentations matricielles

B. Correspondances bijectives

Démonstration. %8 = (eq, ..., €,)

Soit u=Me +- -+ A\ep,
et U = 11 + -+ Upen
Alors ut+v=N+u)er+ -+ A+ tin)en
Donc
A1+ 1 Al M1
Mg (u +v) = E =1 |+ :
An + pn An fn



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
‘—II. Représentations matricielles
B. Correspondances bijectives

Démonstration. %8 = (eq, ..., €,)

Soit u=Aer+- -+ e,
Alors  au = (aX)er + -+ + (a\,)e,
Donc
A\ A
Mg(ou)=|  |[=al| | | =aMg(u)
a\, A
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‘—II. Représentations matricielles

B. Correspondances bijectives

Démonstration.

V(u,v) € E? Mgp(u+v) = Mg(u) + Mg(v)
Vue E VYaelK Mglau)=aMg(u)

L'application Mg est donc linéaire.
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‘—II. Représentations matricielles
B

. Correspondances bijectives

Suite de la démonstration.
My : E — J%nl(]K)
Al

U= Mer+ -+ e, — |
An
Nog : M1 (K) — F
A1
: — Aer+ -+ ey
An
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‘—II. Représentations matricielles
B. Correspondances bijectives

Suite de la démonstration.
Moy - E — J%nl(]K)

A1
U= Mer+ -+ e, — |
An
N : Mo (K) — E
A1
D Aer e+ Aeen
A

Alors Ngo My =1dgp et Mgo Ny =1Id 4, k)

Donc Mg, est bijective, de réciproque Ng.
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‘—II. Représentations matricielles
B

. Correspondances bijectives

Suite de la démonstration.
Moy - E — J%nl(]K)

A1
U= Mer+ -+ e, — |
An
N : Mo (K) — E
A1
D Aer e+ Aeen
An

L'application Mg est linéaire et bijective, donc c'est
un isomorphisme. [l
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‘—II. Représentations matricielles
B

. Correspondances bijectives

Proposition
L'application Mg :

LEF) — My(K)
[ — Mgg(f)

est un isomorphisme.
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‘—II. Représentations matricielles

B. Correspondances bijectives

Démonstration.
La linéarité se démontre comme pour la proposition
précédente :
V(f.9) € LB, F)’

Mg (f + 9) = Mygy (f) + Mg (9)
VieL(E,F) VAeK

M%%'()‘f) = AM%%/(f)
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‘—II. Représentations matricielles
B P

. Correspondances bijectives

Démonstration.
Réciproque de Mg

N%/% . an(ﬂ{) — g(E, F)

aiy ... Qip EF— F
. —
Z)‘ 63 5 ZZGUA 6
anl “ .. (an Z—l] 1
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‘—II. Représentations matricielles
B

. Correspondances bijectives

Remarques

(i) Mggy (O£, F)) = 0.4, (k)
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II. Représentations matricielles

B. Correspondances bijectives

Remarques
(i) Mag (Ozp,F)) = Ou,,(x)
(ii) Linéarité :
V(f,9) € L(E, F)®
Mgy (f + g) = Mgy (f) + Mg (9)
Ve LEF) YAeK
Mgy (M) = AMggy ()

v
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‘—II. Représentations matricielles
B

. Correspondances bijectives

Corollaire
dimFE =p

SmF —n — dimZ(E, F) =np
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‘—II. Représentations matricielles
B

. Correspondances bijectives

Corollaire
dimFE =p

SmF —n — dimZ(E, F) =np

dim%£(E, F) =dim E x dim F
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II. Représentations matricielles
B. Correspondances bijectives

Corollaire
dimFE =p : -
{dimF:n — dimZ(E, F) =np

dmZ(E, F)=dim F x dim F

Démonstration.
LEF) — J%np(]K)

[ Mgg(f)
» Un isomorphisme conserve la dimension,

» M,,(K) est de dimension np. O
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‘—II. Représentations matricielles

C. Liens avec la multiplication matricielle

Exemple
f: R* —R? u=(z,y)
(I',y) — (2.%' + 3y7 —CE',4£L' _ y)
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‘—II. Représentations matricielles

C. Liens avec la multiplication matricielle

Exemple
f: R* —R? u=(z,y)
(I',y) — (2.%' + 3y7 —.%',41' _ y)




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

‘—II. Représentations matricielles

C. Liens avec la multiplication matricielle

Exemple
f: R* —R? u=(z,y)
(I',y) — (2.%' + 3y7 —CE',4£L' _ y)

2z + 3y

Ma,(f(u) = | —x
4o —y



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

Exemple
f: R* —R? u=(z,y)
(I',y) — (2.%' + 3y7 —CE',4£L' _ y)

2x + 3y 2 3 .
Ma(fay=| o |= [ 0] ()
4o —y 4 —1



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

‘—II. Représentations matricielles

C. Liens avec la multiplication matricielle

Exemple
f: R* —R? u=(z,y)
(I',y) — (2.%' + 3y7 —CIZ',4£L' _ y)

Ma(f)=| —= |=[-1 0

4o —y 4 —1

= Mo, (f) Mo, (u)



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

‘—II. Représentations matricielles

C. Liens avec la multiplication matricielle

Proposition




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

Proposition
M(f(u)) = M(f)M(u)
Mgy (f(u)) = Mgy (f)Map(u)




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

‘—II. Représentations matricielles

C. Liens avec la multiplication matricielle

Démonstration.

B=(e1,...,ep) B = (e),...,e)

ayyp ... Qip
A = Mgy (f) = :

an]_ .. a/np



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

‘—II. Représentations matricielles

C. Liens avec la multiplication matricielle
N _ / /
Vi=1...p f(e;) = ayjel + - - -+ ayje),

Si u = Ae;+ -+ Mgy
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‘—II. Représentations matricielles

C. Liens avec la multiplication matricielle
N _ / /
Vi=1...p f(e;) = ayjel + - - -+ ayje),

Si u = Ae;+ -+ Mgy

alors  f(u) = A fler) +---+ A f(ep)



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

‘—II. Représentations matricielles

C. Liens avec la multiplication matricielle
N _ / /
Vi=1...p f(e;) = ayjel + - - -+ ayje),

Si u = Ae;+ -+ Mgy

alors  f(u) = A fler) +---+ A f(ep)

Jj=1

n n p
= (Aj aiﬁ%) = (Zazﬂj) e
—1 i=1 \j=1

1=



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

‘—II. Représentations matricielles

C. Liens avec la multiplication matricielle
N _ / /
Vi=1...p f(e;) = ayjel + - - -+ ayje),

Si u = Ae;+ -+ Mgy

alors  f(u) = A fler) +---+ A f(ep)

p n n [ p
= Ajp_agje; | = > ZCLU)‘J €
=1\ Ti=1 i=1 \j=1

anh + e aph,
Donc My (f(u)) = ;
ApiA1 + -+ anp)\p



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

‘—II. Représentations matricielles

C. Liens avec la multiplication matricielle

Suite de la démonstration.
a4 - apAy

Mg (f(u) = :
Api A1+ - apy



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

‘—II. Représentations matricielles

C. Liens avec la multiplication matricielle

Exemple 1 (suite)

d: ]Kg[X] — ]Kg[X]
P — P

P=5+2X —4X>+ X*




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

‘—II. Représentations matricielles

C. Liens avec la multiplication matricielle

Proposition
F-Lr%q

Bases : % B’ B

Moy (9) Mgy (f) = Mgy (g © f)




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

eprésentations matricielles

C. Liens avec la multiplication matricielle

Proposition
F-Lr%q

Bases : % B’ B

Moy (9) Mgy (f) = Mgy (g © f)

Exemple 2
f: R?>— R?
(z,y) — (52 + 3y, 5z + 2y)

g: R?>— R?
(ﬂf,y) — (QIZ _yv?)x)




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

‘—II. Représentations matricielles

C. Liens avec la multiplication matricielle

Notation

My (f) = Magn(f)




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

‘—II. Représentations matricielles

C. Liens avec la multiplication matricielle

Notation

My (f) = Mag(f)

Remarques
(i) Mz(ldg) =
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Notation

My (f) = Mag(f)

Remarques
(i) Mz(ldg) = I,
(i) Mg (f o f) =




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

Notation

My (f) = Mag(f)

Remarques
(i) Mz(ldg) = I,
(i) Ma(f o f) = [Ma(f)]?




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

II. Représentations matricielles
C

. Liens avec la multiplication matricielle

Proposition
L(E) = My(K)
[ Max(f)




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

II. Représentations matricielles

C. Liens avec la multiplication matricielle

Proposition
L(E) = JM,(K)
[ Max(f)

Ma(ANf + png) = MMz (f) + pMz(g)

Cette application est un isomorphisme d’espaces vec-
toriels




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

II. Représentations matricielles

C. Liens avec la multiplication matricielle

Proposition
£(E) — Mn(K)
f— Mg(f)
Moy (Nf + pg) = AMgp(f) + uMx(g)

Ma(g o f) = Ma(g)Max(f)

Cette application est un isomorphisme d’espaces vec-
toriels et d'anneaux.




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

‘—II. Représentations matricielles

C. Liens avec la multiplication matricielle

Proposition

A = Mg (f)
f isomorphisme — A inversible
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‘—II. Représentations matricielles

C. Liens avec la multiplication matricielle

Proposition

A= M%%’(f)

f isomorphisme — A inversible

Myg(f™) = A7 = [Mgg ()]




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

‘—II. Représentations matricielles

C. Liens avec la multiplication matricielle

Démonstration.
Si f est un isomorphisme alors :

My (f 1) Mgy (f) = Mo (f~' o f)
= My (Idg) =1,

Moo (f) Mg (f 1) = Mgy (f o f71)
= My (i) =1,

= Myq(f!) est l'inverse de My (f)

AB = BA =1, =— A est inversible et A~' =B



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

Réciproquement, si A est inversible alors :

L(FE) = M,(K)
g — Myg(g)=A""
Mg (go f) = Myg(g)Mgygy (f) = A7 A =1,
= Mgy (Idg)
L(E) — JMy(K)
— gof=Idg



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

‘—II. Représentations matricielles

C. Liens avec la multiplication matricielle

Réciproquement, si A est inversible alors :

LFE) — Mn(K)
g — Mgyg(g) = A"
Mgy (f o g) = Mygy(f)Myg(g) = AA™ =1,
L(F) — Mn(K)
h' — Mgy(h)
=  [og=Idp



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

‘—II. Représentations matricielles

C. Liens avec la multiplication matricielle

Réciproquement, si A est inversible alors :

LFE) = J,(K)
g > Mgyg(g) =A™
Mgy (f 0 g) = Mygy (f)Mgy(g) = AA™ =1,
= My (1dp)
LF) = M,(K)
ho— My(h)
= fog=Idp
Ainsi f est bijective, de réciproque g. ]
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‘—II. Représentations matricielles

D. Application linéaire associée a une matrice

Définitions

(i) Application linéaire canoniquement associée a A :
Application f : K? — K" dont A est la matrice
dans les bases canoniques de K? et IK".

(ii) ker A = ker f imA =im f




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

II. Représentations matricielles

D. Application linéaire associée a une matrice
Définitions
(i) Application linéaire canoniquement associée a A :

Application f : K? — K" dont A est la matrice
dans les bases canoniques de K? et IK".

(ii) ker A = ker f imA =im f

Remarque
ker A C KP
A e Mnp(K) — sev
imA C K"

sev




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

II. Représentations matricielles

D. Application linéaire associée a une matrice
Définitions
(i) Application linéaire canoniquement associée a A :

Application f : K? — K" dont A est la matrice
dans les bases canoniques de K? et IK".

(ii) ker A = ker f imA =im f

Exemple 3




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

II. Représentations matricielles

D. Application linéaire associée a une matrice

Remarques
A= (C, Cy - C)

(i) im A = Vect (Cy,Cy,...,C,)
(i) ker A={X e M, (K) | AX =0}




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

II. Représentations matricielles

D. Application linéaire associée a une matrice

Remarques
A= (C, Cy - C)

(i) im A = Vect (Cy,Cy,...,C,)
(i) ker A={X e M, (K) | AX =0}

Opérations élémentaires

» sur les colonnes pour |'image et

» sur les lignes pour le noyau.




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

‘—II. Représentations matricielles

D. Application linéaire associée a une matrice

Théoreme du rang
A : matrice a p colonnes.

dimker A + dimim A =p




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

‘—II. Représentations matricielles

D. Application linéaire associée a une matrice

Théoreme du rang
A : matrice a p colonnes.

dimker A + dimim A = p

Démonstration. Soit f associée a A :

f:KF— K"
Théoreme du rang :
dim ker f + dimim f = dim K? U



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

II. Représentations matricielles

e
Définition

Soit A € M,(K).

Le rang de A est la dimension du sev de IK" engendré
par les colonnes de A.

rg A = dim Vect (C1,...,Cp) =18(Ch,...,C))
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II. Représentations matricielles

e
Définition

Soit A € M,(K).

Le rang de A est la dimension du sev de IK" engendré
par les colonnes de A.

rg A = dim Vect (C1,...,Cp) =18(Ch,...,C))

Remarque
Le rang de A est donc la dimension de son image :

rg A =dimim A

C'est aussi le rang de I'application f : K? — K"
canoniquement associée a A.
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II. Représentations matricielles

e
Définition

Soit A € M,(K).

Le rang de A est la dimension du sev de IK" engendré
par les colonnes de A.

rg A = dim Vect (C1,...,Cp) =18(Ch,...,C))

Remarque
Le rang de A est donc la dimension de son image :

rgA=dimimA=rgf

C'est aussi le rang de I'application f : K? — K"
canoniquement associée a A.




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

‘—II. Représentations matricielles

D. Application linéaire associée a une matrice

Corollaire
Soit A une matrice carrée de taille (n,n).

() 3B BA=1, = Ainversible, B= A"
(i) AB AB =1, = Ainversible, B= A"1




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

II. Représentations matricielles

D. Application linéaire associée a une matrice

Corollaire
Soit A une matrice carrée de taille (n,n).

() 3B BA=1, = Ainversible, B= A"
(i) AB AB =1, = Ainversible, B= A"1

Démonstration.




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

II. Représentations matricielles

D. Application linéaire associée a une matrice

Corollaire
Soit A une matrice carrée de taille (n,n).

() 3B BA=1, = Ainversible, B= A"
(i) AB AB =1, = Ainversible, B= A"1

Démonstration.




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

II. Représentations matricielles

D. Application linéaire associée a une matrice

Proposition

T est inversible ssi les a;; sont non-nuls.
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II. Représentations matricielles

D. Application linéaire associée a une matrice

Proposition

T est inversible ssi les a;; sont non-nuls.




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

II. Représentations matricielles

D. Application linéaire associée a une matrice

Proposition

T est inversible ssi les a;; sont non-nuls.

Si T € 7,(K) est inversible alors T € 7, (K).




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

II. Représentations matricielles

D. Application linéaire associée a une matrice

Proposition
Gl (@ oeoees 0
I = | € TU(K)
.0
Qpp -~ QAnn

T est inversible ssi les a;; sont non-nuls.

Si T € 7,(K) est inversible alors T~ € 7, (K).
Si T € I (K) est inversible alors 7! € 7/ (K).




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

‘—II. Représentations matricielles

D. Application linéaire associée a une matrice

Démonstration. Soit T' € 7, (IK).




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

‘—II. Représentations matricielles

D. Application linéaire associée a une matrice

Démonstration. Soit T' € 7, (IK).

T est inversible

— gl =n



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

‘—II. Représentations matricielles

D. Application linéaire associée a une matrice

Démonstration. Soit T' € 7, (IK).

T est inversible
— gl =n

= Tous les coefficients diagonaux
de 7" sont non-nuls.



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

‘—II. Représentations matricielles

D. Application linéaire associée a une matrice

Démonstration. Soit T' € 7, (IK).

T est inversible
— gl =n

= Tous les coefficients diagonaux
de 7" sont non-nuls.

Démontrons que dans ce cas la matrice inverse 7!
est triangulaire supérieure.



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

‘—II. Représentations matricielles

D. Application linéaire associée a une matrice

Démonstration. Soit 7" € 7,,(KK) inversible.

f I (K — T,(K)
M — TM
» f est bien définie.



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

‘—II. Représentations matricielles

D. Application linéaire associée a une matrice

Démonstration. Soit 7" € 7,,(KK) inversible.

f I (K — T,(K)
M — TM
» f est bien définie.

» f est linéaire.



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

‘—II. Représentations matricielles

D. Application linéaire associée a une matrice

Démonstration. Soit 7" € 7,,(KK) inversible.

f I (K — T,(K)
M — TM
» f est bien définie.
» f est linéaire.

» f est injective.

TM =0 — T 'TM=0 — M=0



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

‘—II. Représentations matricielles

D. Application linéaire associée a une matrice

Démonstration. Soit 7" € 7,,(KK) inversible.

f I (K — T,(K)
M — TM
» f est bien définie.
» f est linéaire.
» f est injective.

» f est bijective d'apres le théoreme du rang.



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

‘—II. Représentations matricielles

D. Application linéaire associée a une matrice

Démonstration. Soit 7" € 7,,(KK) inversible.

f I (K — T,(K)
M — TM
» f est bien définie.
» f est linéaire.
» f est injective.
» f est bijective.

ILeT,(K) = 35T, (K) TS=1,



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

‘—II. Représentations matricielles

D. Application linéaire associée a une matrice

Démonstration. Soit 7" € 7,,(KK) inversible.

f I (K — T,(K)
M — TM
» f est bien définie.
» f est linéaire.
» f est injective.
» f est bijective.

ILeT,(K) = 35T, (K) TS=1,
Donc S =T71 et T71 € 7,(K).



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

‘—II. Représentations matricielles

D. Application linéaire associée a une matrice

Démonstration. Soit T' € I (K).

T inversible = 'T inversible et *T € J,(K)
= (') € T, (K)
— HTYHeTg,(K)
= T'€7,(K) O



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

II. Représentations matricielles

D. Application linéaire associée a une matrice

Corollaire
M 00
0
D =diag(A\,..., ) = 0
010 A

D est inversible ssi tous les \; sont non-nuls.
Dans ce cas :

ATt O 0
0 f
—1 - —1 ~1 %
D' =diag(\[', ..., \,) = o
QR 0 A7t




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

ITI. Changement de base
A. Matrices de passage
B. Théoremes
C. Matrices équivalentes
D. Matrices semblables
E. Trace d'un endomorphisme
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ITI. Changement de base
A. Matrices de passage



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
‘—III. Changement de base
A. Matrices de passage

A. Matrices de passage

Définition 1
Matrice de passage de B 3 B’ . Py

Matrice dont les colonnes sont les coordonnées des
vecteurs de 9’ dans la base %.




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

III. Changement de base
A. Matrices de passage

Exemple 4
E = R?

B. = (e1,e2) e

B = (U17U2) uy =

Py g : matrice de passage de %, a %.




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

III. Changement de base
A. Matrices de passage

Remarque

La matrice de passage de la base canonique de K"
a une base % est la matrice Py g dont les colonnes
sont les vecteurs de 98.

u = (2,1) (25

e us = (5,3)




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

A. Matrices de passage

Exemple 4 (suite)
E = R?




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

‘—III. Changement de base
A. Matrices de passage

Définition 2
Pygy = Mgyg(1dg)




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

‘—III. Changement de base
A. Matrices de passage

Proposition

X =PX'




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

‘—III. Changement de base
A. Matrices de passage

Proposition

X:M%('U/) P:P%%/ X/:M%/('U/)

X =PX'




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

‘—III. Changement de base
A. Matrices de passage

Proposition

X:M%('U/) P:P%%/ X/:M%/('U/)

X =PX'

Démonstration.




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

‘—III. Changement de base
A. Matrices de passage

Proposition

X:M%('U/) P:P%%/ X/:M%/('U/)

X =PX'

Démonstration.




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

‘—III. Changement de base
A. Matrices de passage

Proposition

~1
(Ppa) = Pyg
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‘—III. Changement de base
A. Matrices de passage

Proposition

~1
(Ppa) = Pyg

Démonstration.

Idg est un isomorphisme donc Mg (Idg) est
inversible et :

(Mo (Idg)] ™ = My (1d5") = My (Idp) O



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

III. Changement de base

A. Matrices de passage

Proposition

X:M%(U) P:P%%/ X,:M%/(U)

X =PX'

Proposition

-1
(P%%/) - P%’%

Remarque

X =PX' — X' =p'x




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

A. Matrices de passage

Exemple 4 (suite)

E = R?
%C — (61762) €1 = (17())
€9 = (0, 1)
B = (uy,us) up = (2,1)
Ug = (573)
25
P:P%C%:(IQ’)) Q= Pypp, ="




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

III. Changement de base
A. Matrices de passage

> Exercice 5.
E = R? up = (2,1) uy = (2, —1)

Donner les matrices de passage de |la base canonique
a la base % et de la base 9% a la base canonique.

>> Exercice 6.
Reproduire |'exercice précédent avec

E = R3 9B = (Ul,'U,Q,U?,)
up = (17 I 1) U2 = (17 170) uz = (17070)




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
A. Matrices de passage
Proposition (Réciproque de la précédente)
P matrice inversible de taille (n,n).

Alors les colonnes de P forment une base de K", et
P est la matrice de passage de %8, a cette base.




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

III. Changement de base

A. Matrices de passage
Proposition (Réciproque de la précédente)
P matrice inversible de taille (n,n).

Alors les colonnes de P forment une base de K", et
P est la matrice de passage de %8, a cette base.

Remarque

Les matrices de passage sont les matrices inversibles.




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

III. Changement de base

A. Matrices de passage
Proposition (Réciproque de la précédente)
P matrice inversible de taille (n,n).

Alors les colonnes de P forment une base de K", et
P est la matrice de passage de %8, a cette base.

Démonstration. Soit f : K" — K" associé a P.

P est inversible donc f est un isomorphisme.
L'image d'une base par un isomorphisme est une
base.

Donc les colonnes de P forment une base de K".

P est la matrice de passage de la base canonique a
cette base. ]




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

ITI. Changement de base

B. Théoremes
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‘—III. Changement de base
B. Théorémes

Rappel

/) i G

M., (g o f) = Mg, , (g)M%>%7(f)




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

‘—III. Changement de base
B. Théorémes

Rappel

1

M., (g o f) = Mg, , (g)M%>%7(f)
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f g
Fa,
M%l%z (f) M%Q%S (g)

G,

Mz, 3,(g 0 f) = Ma,3,(9) Ma,3,(f)
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‘—III. Changement de base
B. Théorémes
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‘—III. Changement de base
B. Théorémes

1 b
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‘—III. Changement de base
B. Théorémes

f
Mgy, (f)
IdE IdF

My g (f)
f

Fy

91 2

f=1Idrpo foldg



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

‘—III. Changement de base
B. Théorémes

J
My, ,(f)
Idg | Py o, Fopy, | 1dp

My g (f)
f

Eg

o1

Fy

2

f=1Idrpo foldg
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‘—III. Changement de base
B. Théorémes

J
My, ,(f)
Idg | Py o, Fopy, | 1dp

My g (f)
f

Eg

o1

Fy

2

M%1%2 (f) - M%l%g(IdF ofo IdE)
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B. Théorémes
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‘—III. Changement de base
B. Théorémes

J
My, ,(f)
Idg | Py o, Fopy, | 1dp

My g (f)
f

Eg

o1

Fy

2

Map,3,(f) = P, Moy, (f ) P,



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

‘—III. Changement de base
B. Théorémes

Théoreme de changement de base
f: E — F linéaire
Bi, B basesde £ By, By, bases de F

Alors :

Mg, 3,(f) = P, Moy o (f) P 3p,
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‘—III. Changement de base
B. Théorémes

Démonstration.

E F

IdE IdF

E F
f

f=Idrpo foldg
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‘—III. Changement de base
B. Théorémes

Démonstration.

Eg Fy

01 Jog

IdE IdF

f

f=Idrpo foldg
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‘—III. Changement de base
B. Théorémes

Démonstration.

Ey / Iy

Jo1 09

1dp | Pa, Py 1r

My g (f)

f

f=Idrpo foldg
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‘—III. Changement de base
B. Théorémes

Démonstration.

f

Idg | P, P, | 1dp

My g (f)

f

Eg

h1

Fy

02

M@u@m (f) - M%1%2 (IdF © f © IdE)
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‘—III. Changement de base
B. Théorémes

Démonstration.

f

Idg | P, P, | 1dp

My g (f)

f

Eg

h1

Fy

02

Map,3,(f) = Mgy g, (1dr) Mgy g (f) Mg, g (1d )
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‘—III. Changement de base
B. Théorémes

Démonstration.

f

Idg | P, P, | 1dp

My g (f)

f

Eg

h1

Fy

02

Map,3,(f) = Py Moy ot () P ca, O
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B. Théoremes
Remarque : le cas d’'un endomorphisme

Eg ! Eg

Idg | P! P|ldg

A= PA P!
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‘—III. Changement de base
B. Théorémes

Corollaire

A= PA P!
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‘—III. Changement de base
B. Théorémes

Corollaire

A= Mgz(f) A =My(f) P=Pyy

A= PA P!
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‘—III. Changement de base
B. Théorémes

Remarque

A= PA' P! — A =P tAP
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Exemple 4 (suite)
E = R? up = (2,1)

f: R — R?
(z,y) — (x — 10y, 3z — 10y)
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III. Changement de base
B. Théorémes

> Exercice 7. (Suite des exercices précédents)
Dans les deux cas, donner la matrice de f dans la
base canonique, puis dans la base %.
Vérifier ensuite le corollaire.
a. f: R? — R?
(z,y) — (z — 2y, 2x + 2y)
b. f: R} — R?
(x,y,2) — (v, — 2,2 — ¥)
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‘—III. Changement de base
C

. Matrices équivalentes
Définition
A, B € M,p(K) sont équivalentes s'il existe P et @)

inversibles telles que :
A= PBQ




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

III. Changement de base
C

. Matrices équivalentes
Définition
A, B € M,,(K) sont équivalentes s'il existe P et @)

inversibles telles que :
A= PBQ

Remarques
(i) Il s’agit bien d'une relation d'équivalence.




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

III. Changement de base
C

. Matrices équivalentes
Définition
A, B € M,,(K) sont équivalentes s'il existe P et @)

inversibles telles que :
A= PBQ

Remarques
(i) Il s’agit bien d'une relation d'équivalence.

(ii) Deux matrices représentant la méme application
linéaire sont équivalentes.




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

III. Changement de base
C

. Matrices équivalentes
Définition
A, B € M,,(K) sont équivalentes s'il existe P et @)

inversibles telles que :
A= PBQ

Remarques
(i) Il s’agit bien d'une relation d'équivalence.

(ii) Deux matrices représentant la méme application
linéaire sont équivalentes.
La réciproque est vraie.




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
C. Matrices équivalentes
Définition
A, B € M,,(K) sont équivalentes s'il existe P et @)
inversibles telles que :

A= PBQ

Proposition

Deux matrices sont équivalentes si et seulement si
elles représentent une méme application linéaire dans
certaines bases.




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

III. Changement de base
C

. Matrices équivalentes

Proposition
A B e My,(K) f:KP— K" associée a A.

A = Me,¢,(f)

Si B ~ A alors il existe :
» une base 9% de K?”
» une base %, de K"

telles que :

B = Mg, 3, (f)




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

C. Matrices équivalentes
Démonstration. A= Mgl<g2(f) B = Mp};lp};Q (f)

A=PBQ donc B=PlAQ!



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

C. Matrices équivalentes
Démonstration. A= Mgl<g2<f) B = Mp};lp};Q (f)

A=PBQ donc B=PlAQ!

M%1%2 (f) - M(62%2 (IdF)M%f@(f)M%f& (IdE)

<~ B = P%zcngf{gl%l



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

Démonstration. A = My, ¢,(f) B = Mypx,(f)

A=PBQ donc B=PlAQ!
M@u@& (f) - MQ@2%2 (IdF)M%f@z(f)M%f& (IdE)
<~ B = P%zcﬁzAP(&@n

On choisit les bases %8, et B, telles que :
P = Mc@z (%2) Q_l - Mc@l (%1)
(Ce sont les colonnes de P et de Q1)
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Démonstration. A = My, ¢,(f) B = Mypx,(f)

A=PBQ donc B=PlAQ!
Mg, (f) = Mgy, (1dr) Meg,6,(f) M6, (1d )
= B = Py,¢,APq¢a,
On choisit les bases %8, et B, telles que :
P = Mg, () Q"= Mg (%)
(Ce sont les colonnes de P et de Q1)

D’aprés le théoréme de changement de base B est
la matrice de f dans les bases 9% et %,. ]
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‘—III. Changement de base
C

. Matrices équivalentes

Définition
re N r<n et r<p
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‘—III. Changement de base
C

. Matrices équivalentes

Rappel

Le rang d'une matrice est la dimension de I'ev engen-
dré par ses colonnes.

rg A = dim Vect (C4,...,C))




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

III. Changement de base
C

. Matrices équivalentes

Rappel

Le rang d'une matrice est la dimension de I'ev engen-
dré par ses colonnes.

rg A = dim Vect (C4,...,C))

Exemple
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‘—III. Changement de base
C

. Matrices équivalentes

Rappel
Le rang d'une matrice est :

rg A = dim Vect (C4,...,C))

Théoreme
A e Muy(K).

rgA=r = A~ Jppr
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III. Changement de base
C

. Matrices équivalentes

Rappel
Le rang d'une matrice est :

rg A = dim Vect (C4,...,C))

Théoreme
A e Muy(K).

rgA=r = A~ Jppr

Corollaire

A~B — rgeA=rgB




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
III. Changement de base
C. Matrices équivalentes
Lemme
fe%L(EF)

Si rg f = r alors il existe des bases de F et de F
dans lesquelles la matrice de f est .J,,,.

3%17 %2 M%l%g (f) - J’I“




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
III. Changement de base
C. Matrices équivalentes
Lemme
fe%L(EF)

Si rg f = r alors il existe des bases de F et de F
dans lesquelles la matrice de f est .J,,,.

3%17 %2 M%l%g (f) - J’I“

Démonstration.




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
III. Changement de base
C. Matrices équivalentes
Lemme
fe%L(EF)

Si rg f = r alors il existe des bases de F et de F
dans lesquelles la matrice de f est .J,,,.

3%17 %2 M%l%g (f) - J’I“

Démonstration.
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‘—III. Changement de base
C

. Matrices équivalentes

Théoreme

A e Mup(K).
rgA=r = A~ Ty
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‘—III. Changement de base
C

. Matrices équivalentes

Théoreme

A e Mup(K).
rgA=r = A~ Ty

Démonstration. Soit f : K — K" associée a A.
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‘—III. Changement de base
C

. Matrices équivalentes

Théoreme

A e Mup(K).
rgA=r = A~ Ty

Démonstration. Soit f : K — K" associée a A.

Alors im A = im f doncrg A =rg f.
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‘—III. Changement de base
C

. Matrices équivalentes

Théoreme

A e Mup(K).
rgA=r = A~ Ty

Démonstration. Soit f : K — K" associée a A.

Supposons que : g A =7
Il existe des bases %81 et 9B, telles que

M%1%2 (f) - J”im"
Donc A = PJ,,,Q), donc A ~ Jpp,-.



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
III. Changement de base
C. Matrices équivalentes
Théoréeme

A e Mup(K).
rgA=r = A~ Ty

Démonstration. Soit f : K — K" associée a A.

Supposons que : A ~ J,,,
Il existe P et () inversibles telles que A = PJ,,, Q.
A=PJy,Q donne f=ypogoy

donc rg f=rgyg
doncr=rgg=rgf =rgA. O
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‘—III. Changement de base
C

. Matrices équivalentes

Théoreme

A e Mup(K).
rgA=r = A~ Ty

Corollaire

A~B — rgeA=rgB
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‘—III. Changement de base
C

. Matrices équivalentes

Théoreme
A e Mup(K).

rgA=r = A~ Ty
Corollaire

A~B — rgeA=rgB

Démonstration.

Jupr ~ A~ B
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‘—III. Changement de base
C

. Matrices équivalentes

Théoreme
A e Mup(K).

rgA=r = A~ Ty
Corollaire

A~B — rgeA=rgB

Démonstration.

A~y ~ B 0



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

III. Changement de base
C

. Matrices équivalentes

Théoreme

A e Mup(K).
rgA=r = A~ Ty

Corollaire

A~B — rgeA=rgB

Remarques

(i) Quelles que soient les bases 9% et %' :
1g [ = 18 My (f)
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III. Changement de base
C

. Matrices équivalentes

Théoreme
A e Mup(K).

rgA=r = A~ Ty

Corollaire

A~B — rgeA=rgB

Remarques

(ii) Les classes d'équivalences des matrices de taille

(n,p) sont en bijection avec |'ensemble
{0,...,m} ot m = Min {n, p}.
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III. Changement de base
C

. Matrices équivalentes

Théoreme
A e Mup(K).

rgA=r = A~ Ty

Corollaire

A~B — rgeA=rgB

Remarques
(ii) Elles sont représentées par les matrices

!]npo’ ceey anm
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D. Matrices semblables



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
D. Matrices semblables
Définition
A, B € M, (KK) sont semblables s'il existe

P € GL,(K) telle que :
A=pPBP!




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
D. Matrices semblables
Définition
A, B € M, (K) sont semblables s'il existe

P € GL,(K) telle que :
A=pPBP!

Remarques

(i) La relation de semblance est une relation
d’'équivalence.




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
D. Matrices semblables
Définition
A, B € M, (K) sont semblables s'il existe

P € GL,(K) telle que :
A=pPBP!

Remarques

(i) La relation de semblance est une relation
d’'équivalence.

(ii) Si deux matrices sont semblables alors elles sont
équivalentes.
La réciproque est fausse en général.




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
D. Matrices semblables
Définition
A, B € M, (K) sont semblables s'il existe

P € GL,(K) telle que :
A=pPBP!

Remarques

(iii) Deux matrices sont semblables ssi elles
représentent le méme endomorphisme de K"
dans deux bases différentes.
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D. Matrices semblables
Définition
A, B € M, (K) sont semblables s'il existe

P € GL,(K) telle que :
A=pPBP!

Remarques

(i) B= P71AP
Soit f I'endomorphisme associé a A
Soit 9B la base définie par les colonnes de P.
Alors B = Mg(f).




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
D. Matrices semblables
Définition
A, B € M, (K) sont semblables s'il existe

P € GL,(K) telle que :
A=pPBP!

Proposition

Deux matrices semblables ont méme trace.
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D. Matrices semblables
Définition
A, B € M, (K) sont semblables s'il existe

P € GL,(K) telle que :
A=pPBP!

Proposition

Deux matrices semblables ont méme trace.

Démonstration. A = PBP!




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
D. Matrices semblables
Définition
A, B € M, (K) sont semblables s'il existe

P € GL,(K) telle que :
A=pPBP!

Proposition

Deux matrices semblables ont méme trace.

Démonstration. A = PBP!




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

D. Matrices semblables
Définition
A, B € M, (K) sont semblables s'il existe

P € GL,(K) telle que :
A=pPBP!

Exemple 4 (suite)

(1 —=10 , (-4 0
A= <3 _10) et A = ( 0 _5) sont semblables.
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III. Changement de base

D. Matrices semblables
Définition
A, B € M, (K) sont semblables s'il existe

P € GL,(K) telle que :
A=pPBP!

Exemple 5
On consideére des matrices de taille (2, 2).

a. Démontrer que les matrices Ey; et Fyy sont
semblables, de méme que F5 et Eoy.

b. Les matrices E;; et Ey5 sont-elles semblables ?

c. Les matrices F5 et 2F;5 sont-elles semblables 7
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III. Changement de base
D. Matrices semblables

> Exercice 8.

6 —9 01
A=14 6] 8= 00
a. Déterminer le noyau et I'image de A.

b. Démontrer qu'il existe une base de R? dans
laquelle la matrice de I'endomorphisme
canoniquement associé a A est B.

c. En déduire que A et B sont semblables.
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Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

‘—III. Changement de base
E

. Trace d’'un endomorphisme
Définition
E ev de dimension finie feZ(E)

La trace de f est la trace de la matrice de f dans
une base quelconque de E.

tr f =tr (Mg(f)) ou B est une base de E.
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III. Changement de base

E. Trace d'un endomorphisme
Définition
E ev de dimension finie feZ(E)

La trace de f est la trace de la matrice de f dans
une base quelconque de E.

tr f =tr (Mg(f)) ou B est une base de E.

Remarques

(i) En effet la trace de la matrice de f ne dépend
pas de la base choisie.




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

III. Changement de base

E. Trace d'un endomorphisme
Définition
E ev de dimension finie feZ(E)

La trace de f est la trace de la matrice de f dans
une base quelconque de E.

tr f =tr (Mg(f)) ou B est une base de E.

Remarques
(i) Si A et B sont deux matrices de f dans deux
bases différentes alors :

trf=trA=tr(PBP')=1trB
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E. Trace d'un endomorphisme
Définition
E ev de dimension finie feZ(E)

La trace de f est la trace de la matrice de f dans
une base quelconque de E.

tr f =tr (Mg(f)) ou B est une base de E.

Remarques
(ii) f et g endomorphismes de F :

tr(fog) =tr(go f)
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III. Changement de base

E. Trace d'un endomorphisme
Définition
E ev de dimension finie feZ(E)

La trace de f est la trace de la matrice de f dans
une base quelconque de E.

tr f =tr (Mg(f)) ou B est une base de E.

Exemple 6

(i) Trace de l'identité.

(ii) Trace de la dérivation d : K[ X] — K, [X].
tr (Idg) = trd =
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III. Changement de base

E. Trace d'un endomorphisme
Définition
E ev de dimension finie feZ(E)

La trace de f est la trace de la matrice de f dans
une base quelconque de E.

tr f =tr (Mg(f)) ou B est une base de E.

Exemple 6

(i) Trace de l'identité.

(ii) Trace de la dérivation d : K[ X] — K, [X].
tr (Idg) = dim F trd =




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

III. Changement de base

E. Trace d'un endomorphisme
Définition
E ev de dimension finie feZ(E)

La trace de f est la trace de la matrice de f dans
une base quelconque de E.

tr f =tr (Mg(f)) ou B est une base de E.

Exemple 6

(i) Trace de l'identité.

(ii) Trace de la dérivation d : K[ X] — K, [X].
tr (Idg) = dim £ trd =0




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
E. Trace d'un endomorphisme
Définition
E ev de dimension finie feZ(E)

La trace de f est la trace de la matrice de f dans
une base quelconque de E.

tr f =tr (Mg(f)) ou B est une base de E.

>> Exercice 9.
E ev de dimension finie p projecteur
Démontrer que : trp=rgp
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IV. Rangs
A. Pivot de Gauss
B. Liens entre les différents rangs
C. Propriétés
D. Matrices extraites
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IV. Rangs
A. Pivot de Gauss



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
A. Pivot de Gauss
Remarque
A, B € My(K).
A et B sont équivalentes par lignes si on peut passer
de I'une a I'autre par opérations élémentaires sur les
lignes.




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

IV. Rangs
A

. Pivot de Gauss

Remarque
A, B e M,y(K).

A et B sont équivalentes par lignes si on peut passer
de I'une a I'autre par opérations élémentaires sur les
lignes.

Ceci a lieu ssi il existe des matrices d'opérations élé-
mentaires F1, ..., F,, telles que :

A=F,...E,B




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

IV. Rangs
A

. Pivot de Gauss

Remarque
A, B e M,y(K).

A et B sont équivalentes par lignes si on peut passer
de I'une a I'autre par opérations élémentaires sur les
lignes.

Ceci a lieu ssi il existe des matrices d'opérations élé-
mentaires F1, ..., F,, telles que :
A=F,...E,B
Ou ssi il existe P inversible telle que
A=PB




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
A. Pivot de Gauss
Remarque
AALJB : A et B équivalentes par lignes
<— dPeGL,(K) A=PB




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
A. Pivot de Gauss
Remarque
AALJB : A et B équivalentes par lignes
<— dJPeGL,(K) A=PB

A~ B A et B équivalentes par colonnes
<:> 1Q € GL,(K) A= BQ
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A. Pivot de Gauss
Remarque

AALJB : A et B équivalentes par lignes

<— dJPeGL,(K) A=PB

AE;B . A et B équivalentes par colonnes
<~ 3JQ e GL,(K) A=BQ

ALNCB : A et B équivalentes par lignes et colonnes
— 3J(P,Q) € GL,(K) x GL,(K)

A= PBQ
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IV. Rangs
A. Pivot de Gauss

Remarque

s
=
Sy

: A et B équivalentes par lignes
1P € GL,(K) A= PB

. A et B équivalentes par colonnes
1Q € GL,(K) A= BQ

: A et B équivalentes par lignes et colonnes

3(P, Q) € GL,(K) x GL,(K)
A= PBQ

AREIN LA

A~ B




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
A. Pivot de Gauss
Proposition

A et B équivalentes par lignes et par colonnes.
<= A et B équivalentes.




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
A. Pivot de Gauss
Proposition
A et B équivalentes par lignes et par colonnes.
<= A et B équivalentes.

Démonstration.
AEE)B <~— A=F,---E.BF,---F,

Er, ... Ey, Fi, ..., F, matrices élémentaires.



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
A. Pivot de Gauss
Proposition

A et B équivalentes par lignes et par colonnes.
<= A et B équivalentes.

Démonstration.
AEEJB <~— A=F,---E.BF,---F,
— A=PBQ

P € GL,(K) Q € GL,(K)



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
A. Pivot de Gauss
Proposition

A et B équivalentes par lignes et par colonnes.
<= A et B équivalentes.

Démonstration.
AEEJB <— A=F,---EBF---F,
— A=PBQ
<— A~B O]
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A

. Pivot de Gauss

Remarque

L'algorithme du pivot de gauss montre que toute ma-
trice est équivalente par ligne a une matrice échelon-
née réduite par ligne.
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A. Pivot de Gauss
Remarque
L'algorithme du pivot de gauss montre que toute ma-
trice est équivalente par ligne a une matrice échelon-
née réduite par ligne.

Appliqué aux colonnes il montre que toute matrice
est équivalente par lignes et colonnes a une matrice
an/r'-




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

IV. Rangs
A

. Pivot de Gauss

Remarque

L'algorithme du pivot de gauss montre que toute ma-
trice est équivalente par ligne a une matrice échelon-
née réduite par ligne.

Appliqué aux colonnes il montre que toute matrice
est équivalente par lignes et colonnes a une matrice

anr.

Ceci démontre de nouveau que toute matrice est
équivalente a une matrice J,,,.




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

IV. Rangs
A

. Pivot de Gauss

Remarque |
L'algorithme du pivot de gauss montre que toute ma-
trice est équivalente par ligne a une matrice échelon-
née réduite par ligne.

Appliqué aux colonnes il montre que toute matrice
est équivalente par lignes et colonnes a une matrice
an/r'-

Ceci démontre de nouveau que toute matrice est
équivalente a une matrice J,,,.

Comme I'équivalence conserve le rang alors r est le
rang de la matrice.




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
A. Pivot de Gauss
Proposition

A et B équivalentes par lignes et par colonnes.
<= A et B équivalentes.

Corollaire
Les opérations sur les lignes et les colonnes ne
changent pas le rang d'une matrice.




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
A. Pivot de Gauss
Proposition

A et B équivalentes par lignes et par colonnes.
<= A et B équivalentes.

Corollaire
Les opérations sur les lignes et les colonnes ne
changent pas le rang d'une matrice.

Démonstration.

AE{;B — A~B — 1gA=r1gB ]



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
A. Pivot de Gauss
Proposition
Les opérations élémentaires sur les lignes d'une ma-
trice ne changent pas son noyau.

Les opérations élémentaires sur les colonnes d'une
matrice ne changent pas son image.




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
A. Pivot de Gauss
Proposition

Les opérations élémentaires sur les lignes d'une ma-
trice ne changent pas son noyau.

Démonstration. A € J,,,(K)

Pour tout matrice P € GL,(K) :
VX € M (K) AX =0 <« PAX =0
Ceci montre que ker A = ker(PA).



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
IV. Rangs
A. Pivot de Gauss

Proposition

Les opérations élémentaires sur les colonnes d'une
matrice ne changent pas son image.

Démonstration. A € J,,,(K)

Pour toute matrice @) € GL,(K) :

M (K) — My (K)
X — QX



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
IV. Rangs
A. Pivot de Gauss

Proposition

Les opérations élémentaires sur les colonnes d'une
matrice ne changent pas son image.

Démonstration. A € J,,,(K)

Pour toute matrice @) € GL,(K) :
imA={AX | X € M,,(K)}
={AQX | X € M, 1(K)} =im(AQ)

Ceci permet de conclure [



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

IV. Rangs

B. Liens entre les différents rangs



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

IV. Rangs
B. Liens entre les différents rangs

g

Exemple 7
f:R—R?
2 4 4 x 2 +4y + 4z
A=111 3 yl—| z+ y+3z
4 2 3 z 4o + 2y + 32

2r+4y+4z=c 2 4 4
S+ y+3z=c F=([1],[1],l3
dx +2y+3z=cs 4 2 3

Alors rgeF =rgA=rgS=rgf




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

—IV. Rangs
B. Liens entre les différents rangs

Remarque
Le rang d'un systeme linéaire est le nombre de pivots
du systeme échelonné réduit qui lui est équivalent.




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

IV. Rangs
B. Liens entre les différents rangs

Théoreme

A matrice

f application linéaire canoniquement associée a A
S systeme linéaire AX = B

% famille des colonnes de A

Alors rgcA=rgf=1rgS=rg%F




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

B

. Liens entre les différents rangs

Théoreme

A matrice

f application linéaire canoniquement associée a A
S systeme linéaire AX = B

F famille des colonnes de A

Alors rgcA=rgf=1rgS=rg%F

Démonstration.

Donc reF =rgA=rgf



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

—IV. Rangs
B. Liens entre les différents rangs

Démonstration. rg .S = rg A
S: AX=B ~ RX=D
Soit R échelonnée réduite équivalente par ligne a A.
Alors rg R = rg A.
Soit r =1gS : 1 est le nombre de pivots de R.

Les colonnes de R engendrent un sev de dimension
r doncrg S =rg A. O



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

IV. Rangs
B. Liens entre les différents rangs

g

Remarque

rgF =rgA=rgS=rgf

Méthode
Calcul du rang de A : pivot de Gauss.

Rappel : Opérations élémentaires
(Lz — L; + OéLj) (CZ +— C; + Cl{Cj)

(L; < AL;) avec A # 0 (C; <= A\C;) avec A # 0
(Li < Lj) (Ci & Cj)




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

IV. Rangs
B. Liens entre les différents rangs

g

Exemple 7 (suite)

D

I
N
DO
W oo

2r+4y+4z2=c;
S x+ y+3z=c
dx+2y+3z2=cs

Alors

f:R}*—R?
x 2+ 4y + 4z
yl—| o+ y+32
z dr 4 2y + 32
2 4 4
F=\[1],[1],|3
4 2 3

rgF =rgA=rgS=rgf="




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

IV. Rangs
B. Liens entre les différents rangs

g

Exemple 7 (suite)

D

I
N
DO
W oo

2r+4y+4z2=c;
S x+ y+3z=c
dx+2y+3z2=cs

Alors

f:R}*—R?
x 2+ 4y + 4z
yl—| o+ y+32
z dr 4 2y + 32
2 4 4
F=\[1],[1],|3
4 2 3

rgF =rgA=rgS=rgf=3




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

IV. Rangs
B. Liens entre les différents rangs

> Exercice 10.
Calculer le rang des objets suivants :
6 —2

o
‘Jpl - 9 ) _3




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

IV. Rangs
B. Liens entre les différents rangs

> Exercice 10.
Calculer le rang des objets suivants :

M, =

[NCRNJCRN NCRTAN
Tt O DN O
S = O W
=~ = s O




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

IV. Rangs
B. Liens entre les différents rangs

> Exercice 10.
Calculer le rang des objets suivants :

r—2y=—1
S:{T7r+3y= 10
2 +4y= 5




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

IV. Rangs
B. Liens entre les différents rangs

> Exercice 10.
Calculer le rang des objets suivants :

M, =

OV

2
2
2 4
3




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

IV. Rangs
B. Liens entre les différents rangs

> Exercice 10.

Calculer le rang des objets suivants :
1 2+ 3

142 )7 \1+2




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

B

. Liens entre les différents rangs

> Exercice 10.
Calculer le rang des objets suivants :

f: R* — R
Y+ =z
e
— 0
Y+ z
z2+1

SRS EENG )




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

IV. Rangs

C. Propriétés



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

IV. Rangs
C

. Propriétés

Proposition : Rang maximal
A matrice
f application linéaire canoniquement associée a A
S systeme linéaire AX = B
F famille des colonnes de A
(i) A est inversible
<= (ii) S est un systeme de Cramer
<= (iii) f est un isomorphisme
<= (iv) & est une base de K"




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

—IV. Rangs
C. Propriétés

Démonstration.
Tous ces objets sont de méme rang :

A matrice (n,n)
S systéme de n équations a n inconnues
f application linéaire K" — K"

% famille de n vecteurs de K"



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

—IV. Rangs
C. Propriétés

Démonstration.
Tous ces objets sont de méme rang :

A matrice (n,n)
rgA=n = A inversible
S systéme de n équations a n inconnues
rgS=n = S de Cramer
f application linéaire K" — K"
rgf=n = f isomorphisme
F famille de n vecteurs de K"
rg¥ =n = % base de K" O



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

IV. Rangs
C. Propriétés

Remarque

Soit A une matrice carrée de taille (n,n). Alors :
(i) A est inversible

<~ (ii)r1gA=mn

< (iii) ker A = {0k~ }

< (iv)imA=K"




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

C

. Propriétés

Remarque

Soit A une matrice carrée de taille (n,n). Alors :
(i) A est inversible

<~ (ii)r1gA=mn

< (iii) ker A = {0k~ }

< (iv)imA=K"

Démonstration.
A inversible — f isomorphisme O




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

—IV. Rangs
C. Propriétés

Rappel
rg A=rg'A




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

—IV. Rangs
C. Propriétés

Rappel
rg A=rg'A

Démonstration.
I‘gA:T S A:PjnprQ




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

—IV. Rangs
C. Propriétés

Rappel
rg A=rg'A

Démonstration.
I‘gA:T S A:PjnprQ

= tA=1Q" ], 'P




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

—IV. Rangs
C. Propriétés

Rappel
rg A=rg'A

Démonstration.
I‘gA:T S AZPJ’FLPT‘Q

= tA=1Q" ], 'P

» ‘() et ‘P sont inversibles car P et (Q le sont,
> T estderang v ("o = Jpur)



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

IV. Rangs
C. Propriétés

Rappel
rg A=rg'A

Démonstration.
rgA=r = A=PJ,,Q

= tA=1Q" ], 'P

» () et 'P sont inversibles car P et () le sont,
> T estderang v ("o = Jpur)
Donc ‘A est de rang 7. O



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

C

. Propriétés

Rappel
rg A=rg'A

Remarques

(i) rg A = dim (Vect (Lq,...,L,))

(ii) La transposition est autorisée dans le calcul du
rang d'une matrice.




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

IV. Rangs

D. Matrices extraites



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

D. Matrices extraites
Définition
Soit A € M ,,(K).

B I=(1,...,n)
A= @ogerns avee {520

ou sous-matrice de A une matrice :

On appelle matrice extraite

I'ci
A = (aij) i jyerxJ avec {J’ cJ




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

D. Matrices extraites
Définition
Soit A € M ,,(K).

B I=(1,...,n)
A= @ogerns avee {520

ou sous-matrice de A une matrice :

On appelle matrice extraite

rcr
A= (a;j)ijer=r  avec {J’ cJ

Ceci revient a supprimer des lignes et des colonnes
de A.




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

IV. Rangs
D. Matrices extraites

Exemple

A=

=~ 00 +—
N W
S Ot DN
3 o

Quelles matrices ci-dessous sont extraites de A ?

(30) g
17 -

(1)

(1 20)

P~ 00
— N W
~N b~ O




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

IV. Rangs
D. Matrices extraites

Exemple

A=

=~ 00 +—
N W
S Ot DN
3 o

Quelles matrices ci-dessous sont extraites de A ?

(f 2)\/ g (1) (1 20)

P~ 00
— N W
~N b~ O




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

IV. Rangs
D. Matrices extraites

Exemple

A=

=~ 00 +—
N W
S Ot DN
3 o

Quelles matrices ci-dessous sont extraites de A ?

(3 0)/ g v oo (1 20)

17 6
2
6

t

P~ 00
— N W
~N b~ O




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

IV. Rangs
D. Matrices extraites

Exemple

A=

=~ 00 +—
N W
S Ot DN
3 o

Quelles matrices ci-dessous sont extraites de A ?

(3 0)/ g v oo v (120)

17 6
2
6

t

P~ 00
— N W
~N b~ O




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

IV. Rangs
D. Matrices extraites

Exemple

A=

=~ 00 +—
N W
S Ot DN
3 o

Quelles matrices ci-dessous sont extraites de A ?

(30)/ v v (12 0)v

17 6
2
6

t

P~ 00
— N W
~N b~ O




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

IV. Rangs
D. Matrices extraites

Exemple

A=

=~ 00 +—
N W
S Ot DN
3 o

Quelles matrices ci-dessous sont extraites de A ?

(30)/ v v (12 0)v

P~ 00
— N W
~N b~ O
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IV. Rangs
D. Matrices extraites

Exemple




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

IV. Rangs
D. Matrices extraites

Exemple




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

—IV. Rangs
D. Matrices extraites

Proposition
Si rg A = r alors toute matrice extraite de A est de
rang inférieur ou égal a r.




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
D. Matrices extraites
Proposition

Si rg A = r alors toute matrice extraite de A est de
rang inférieur ou égal a r.

Démonstration. On note :

A = (aij)(i,j)eIxJ

Ay = (aij) i jerx

Al = (aij)(z’,j)EI’XJ’
A1 a moins de colonnes que A donc: rg Ay <rgA
A’ a moins de lignes que A; donc: rg A’ <rg A,

Par transitivité rg A’ < rg A. O



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
IV. Rangs
D. Matrices extraites

Proposition
Une matrice A est de rang r si et seulement si :
» |l existe une sous-matrice de A inversible de
taille (7, 7).
» Pour tout s > r aucune sous-matrice de A de
taille (s, s) n'est inversible.




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

IV. Rangs
D. Matrices extraites

Proposition

Une matrice A est de rang r si et seulement si :

» |l existe une sous-matrice de A inversible de
taille (7, 7).

» Pour tout s > r aucune sous-matrice de A de
taille (s, s) n'est inversible.

Ainsi une matrice est de rang r si et seulement si sa
plus grande sous-matrice inversible est de taille (r, ).




Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

—IV. Rangs
D. Matrices extraites

Démonstration. Supposons que : 1g A =1

A = (@zj)(i,j)eij rgA =r
d4; = (aij)(i,j)eIxJ’ g A =7
314/ = (a’ij)(i,j)EI/XJ' rg A/ =7r
Ajq 1 r colonnes de A formant une famille de rang r.
A’ r lignes de A; formant une famille de rang r.

A’ est de taille (r,r) et de rang r donc A’ est
inversible.
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—IV. Rangs
D. Matrices extraites

Démonstration. Supposons que : g A

I
=

A = (aij)(i,j)eij rgA =r
d4; = (aij)(i,j)eIxJ’ g A =7
HAI = (a”ij)(i,j)EI'XJ' I‘g A/ =7r
Ajq 1 r colonnes de A formant une famille de rang r.
A’ r lignes de A; formant une famille de rang r.

A’ est de taille (r,r) et de rang r donc A’ est
inversible.

Il existe une sous-matrice de A inversible de
taille (r,r).



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

—IV. Rangs
D. Matrices extraites

Démonstration. Supposons que : 1g A =1

Soit s > r.

Si une sous-matrice de A de taille (s, s) est
inversible, alors elle est de rang s.

Ce n’est pas possible car c'est une sous-matrice
inversible de A qui est de rang r.



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

—IV. Rangs
D. Matrices extraites

Démonstration. Supposons que : 1g A =1

Soit s > r.

Si une sous-matrice de A de taille (s, s) est
inversible, alors elle est de rang s.

Ce n’est pas possible car c'est une sous-matrice
inversible de A qui est de rang r.

Pour tout s > r aucune sous-matrice de A de
taille (s, s) n’est inversible.



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

—IV. Rangs
D. Matrices extraites

Démonstration. Supposons que la plus grande
sous-matrice inversible de A est de taille (7, 7).

Toute sous-matrice inversible de A est de rang au
plus rg A. Donc : r < rg A.



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

—IV. Rangs
D. Matrices extraites

Démonstration. Supposons que la plus grande
sous-matrice inversible de A est de taille (7, 7).

Toute sous-matrice inversible de A est de rang au
plus rg A. Donc : r < rg A.

Supposons que r < rg A.
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—IV. Rangs
D. Matrices extraites

Démonstration. Supposons que la plus grande
sous-matrice inversible de A est de taille (7, 7).

Toute sous-matrice inversible de A est de rang au
plus rg A. Donc : r < rg A.

Supposons que r < rg A. Soit s = rg A.

D’aprés la premiére partie de cette démonstration A
admet une sous-matrice inversible de taille (s, s).

Impossible par hypothése car s > r

Doncrg A = 7. ]



Prochain chapitre

Chapitre C1
Probabilités
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