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m, n, p : entiers naturels non-nuls.
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Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
I. Rappels et compléments sur les matrices

A. Définitions

Définition
Mnp(K) : ensemble des matrices

de taille (n, p) à coefficients dans K

Mnp(K) est un espace vectoriel.
Base canonique : (E11, E12, . . . , Enp)

dim Mnp(K) = np

A = (aij) 1⩽i⩽n
1⩽j⩽p

=
n∑

i=1

p∑
j=1
aijEij



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
I. Rappels et compléments sur les matrices

A. Définitions

Définition
Mnp(K) : ensemble des matrices

de taille (n, p) à coefficients dans K
Mnp(K) est un espace vectoriel.

Base canonique : (E11, E12, . . . , Enp)
dim Mnp(K) = np

A = (aij) 1⩽i⩽n
1⩽j⩽p

=
n∑

i=1

p∑
j=1
aijEij



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
I. Rappels et compléments sur les matrices

A. Définitions

Définition
Mnp(K) : ensemble des matrices

de taille (n, p) à coefficients dans K
Mnp(K) est un espace vectoriel.
Base canonique : (E11, E12, . . . , Enp)

dim Mnp(K) = np

A = (aij) 1⩽i⩽n
1⩽j⩽p

=
n∑

i=1

p∑
j=1
aijEij



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
I. Rappels et compléments sur les matrices

A. Définitions

Définition
La multiplication matricielle est l’application :

Mmn(K)×Mnp(K) −→ Mmp(K)
(A,B) 7−→ AB

Elle est bilinéaire :
∀A1, A2, B, λ (λA1 + A2)B = λA1B + A2B
∀A,B1, B2, λ A(λB1 +B2) = λAB1 + AB2

Elle est aussi associative :

∀A,B,C (AB)C = A(BC)
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A. Définitions

Proposition
Sous réserve d’existence, pour tous entiers i, j, k, ℓ :

EijEkℓ =

 Eiℓ si j = k

0mp sinon.
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I. Rappels et compléments sur les matrices

A. Définitions

Définition
Transposition :

Mnp(K) −→ Mpn(K)

A =


a11 · · · · · · a1p... ...
an1 · · · · · · anp

 7−→ tA =


a11 · · · an1... ...... ...
a1p · · · anp



tA =
(
a′ji

)
1⩽j⩽p
1⩽i⩽n

avec a′ji = aij pour tous i, j.
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I. Rappels et compléments sur les matrices

A. Définitions

Définition
Transposition :

Mnp(K) −→ Mpn(K)
A 7−→ tA

Propositions
La transposition est linéaire :

t(λA+B) = λ tA+ tB

On note tA−1 cette matrice.
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I. Rappels et compléments sur les matrices

A. Définitions

Définition
Transposition :

Mnp(K) −→ Mpn(K)
A 7−→ tA

Propositions
Si le produit AB est défini alors :

t(AB) = tB tA

On note tA−1 cette matrice.



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
I. Rappels et compléments sur les matrices

A. Définitions

Définition
Transposition :

Mnp(K) −→ Mpn(K)
A 7−→ tA

Propositions
Si A est inversible alors tA est inversible et :

( tA)−1 = t(A−1)

On note tA−1 cette matrice.
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I. Rappels et compléments sur les matrices

A. Définitions

Remarque
L’ensemble Mn(K) est un espace vectoriel

et un anneau.

Groupe linéaire :

GLn(K) = {M ∈Mn(K) | M inversible}

P ∈ GLn(K)
⇐⇒ ∃Q ∈Mn(K) PQ = QP = In

On note alors P−1 = Q.
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I. Rappels et compléments sur les matrices

A. Définitions

Remarque
L’ensemble Mn(K) est un espace vectoriel

et un anneau.
Groupe linéaire :

GLn(K) = {M ∈Mn(K) | M inversible}

Si A et B sont inversibles alors :

(AB)−1 = B−1A−1



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
I. Rappels et compléments sur les matrices

A. Définitions

Définitions
▶ Dn(K) matrices diagonales :

i ̸= j =⇒ aij = 0

diag(λ1, . . . , λn) =



λ1

λn

0
0

0

0
00


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I. Rappels et compléments sur les matrices

A. Définitions

Définitions
▶ Tn(K) matrices triangulaires supérieures :

i > j =⇒ aij = 0

a11

ann

0
a1n

00


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I. Rappels et compléments sur les matrices

A. Définitions

Définitions
▶ T′n(K) matrices triangulaires inférieures :

i < j =⇒ aij = 0

a11

ann

0 0

0
an1


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A. Définitions

Définitions
▶ Sn(K) matrices symétriques : tA = A

ou : ∀(i, j) ∈ {1, . . . , n}2 aij = aji

▶ An(K) matrices antisymétriques : tA = −A

ou : ∀(i, j) ∈ {1, . . . , n}2 aij = −aji
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A. Définitions

Définitions
▶ Sn(K) matrices symétriques : tA = A

ou : ∀(i, j) ∈ {1, . . . , n}2 aij = aji

▶ An(K) matrices antisymétriques : tA = −A

ou : ∀(i, j) ∈ {1, . . . , n}2 aij = −aji

Exemples

S =


6 −4 3
−4 1 7

3 7 −2

 A =


0 −5 −6
5 0 3
6 −3 0


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I. Rappels et compléments sur les matrices

A. Définitions

Propositions
Dn(K) Tn(K) T′n(K) Sn(K) An(K)

sont des sev de Mn(K).

Dn(K) Tn(K) T′n(K)
sont stables par multiplication interne.

De plus :

Tn(K) ∩T′n(K) = Dn(K)
Tn(K) + T′n(K) = Mn(K)

Sn(K)⊕ An(K) = Mn(K)
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I. Rappels et compléments sur les matrices

A. Définitions

▷ Exercice 1.
(n, p) ∈ N∗2

X ∈Mn1(K) A ∈Mnp(K) Y ∈Mp1(K)

Justifier que tXAY et tY tAX sont bien définies et
égales.
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I. Rappels et compléments sur les matrices

B. Trace

Définition
La trace d’une matrice carrée est la somme de ses
coefficients diagonaux.

∀A =


a11 · · · a1n
... ...
an1 · · · ann

 ∈Mn(K) trA =

n∑
i=1
aii
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Définition
La trace d’une matrice carrée est la somme de ses
coefficients diagonaux.

∀A =


a11 · · · a1n
... ...
an1 · · · ann

 ∈Mn(K) trA =
n∑

i=1
aii

Proposition
La trace est une forme linéaire.

tr : Mn(K)→ K
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I. Rappels et compléments sur les matrices

B. Trace

Proposition
La trace est une forme linéaire.

tr : Mn(K)→ K

∀(A,B) ∈Mn(K)2 ∀λ ∈ K
tr(λA+B) = λ trA+ trB
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I. Rappels et compléments sur les matrices

B. Trace

Proposition
La trace est une forme linéaire.
∀(A,B) ∈Mn(K)2 ∀λ ∈ K

tr(λA+B) = λ trA+ trB

Démonstration. Si A = (aij) et B = (bij) alors
λA+B = (λaij + bij) donc :

tr(λA+B) =
n∑

i=1
(λaii + bii)

= λ
n∑

i=1
aii +

n∑
i=1
bii = λ trA+ trB □
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I. Rappels et compléments sur les matrices

B. Trace

Proposition
Soit A ∈Mnp(K) et B ∈Mpn(K). Alors :

tr(AB) = tr(BA)

Démonstration.

□

Corollaire
Soit A et P carrées, P inversible. Alors :

tr(P−1AP ) = trA

Démonstration.

□
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Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

A. Définitions

Définition
u ∈ E de coordonnées (λ1, . . . , λn) dans la base B

Représentation matricielle de u dans la base B :

MB(u) =


λ1
...
λn


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II. Représentations matricielles

A. Définitions

Exemples

(i) E = R2

Bc = (e1, e2) e1 = (1, 0) e2 = (0, 1)

B = (u1, u2) u1 = (−2, 1) u2 = (2, 0)

u = (4, 7)

(ii) E = K3[X]

Bc = (1, X,X2, X3)

P = 4−X + 5X3
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B = (u1, u2) u1 = (−2, 1) u2 = (2, 0)

u = (4, 7)

(ii) E = K3[X]

Bc = (1, X,X2, X3)

P = 4−X + 5X3



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

A. Définitions

Définition
F = (u1, . . . , up) famille de vecteurs de E.
Représentation matricielle de F dans la base B :

MB(F) =



a11

anpan1

a1pa1j

anj



u1 uj up

e1

en



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

A. Définitions

Définition
f : E → F linéaire
Matrice de f dans les bases B et B′ : MBB′(f)
Matrice dont les colonnes sont les coordonnées dans
la base B′ de l’image des vecteurs de B par f .



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

A. Définitions

Remarque
B = (e1, . . . , ep) B′ = (e′1, . . . , e′n)

∀j = 1 . . . p f(ej) = a1je
′
1 + · · ·+ anje

′
n

MBB′(f) =



a11

anpan1

a1pa1j

anj



f(e1) f(ej) f(ep)
e′1

e′n



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

A. Définitions

Remarque
B = (e1, . . . , ep) B′ = (e′1, . . . , e′n)

∀j = 1 . . . p f(ej) = a1je
′
1 + · · ·+ anje

′
n

MBB′(f) =



a11

anpan1

a1pa1j

anj



f(e1) f(ej) f(ep)
e′1

e′n



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

A. Définitions

Remarque
En d’autres termes la matrice de f dans les bases B
et B′ est la représentation matricielle la famille f(B)
dans la base B′.

MBB′(f) =



a11

anpan1

a1p


f(e1) f(ep)
e′1

e′n

= MB′(f(B))



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

A. Définitions

Exemple
f : R3 −→ R2

(x, y, z) 7−→ (4x+ 2z,−x− 5y)

B3 : e1 = (1, 0, 0)
e2 = (0, 1, 0)
e3 = (0, 0, 1)

B2 : e′1 = (1, 0)
e′2 = (0, 1)

MB3B2(f) = ?



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

A. Définitions

Exemple
f : R3 −→ R2

(x, y, z) 7−→ (4x+ 2z,−x− 5y)

B : u1 = (1, 1, 1)
u2 = (1, 1,−1)
u3 = (−5, 1, 10)

B′ : v1 = (1,−1)
v2 = (0, 2)

MBB′(f) = ?



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

A. Définitions

Exemple 1

d : K3[X] −→ K3[X]
P 7−→ P ′

D = MBcBc
(d) = ?



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

A. Définitions

▷ Exercice 2.
f : R3 −→ R2

(x, y, z) 7−→ (y + 3z, x− 2y + 2z)
B = ((1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1))
B′ = ((1, 1), (1,−1)).

a. Démontrer que B est une base de R3 et que B′

est une base de R2.
b. Donner la matrice de f dans les bases

canoniques, puis dans les bases B et B′.



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

A. Définitions

▷ Exercice 3.
f : R2[X] −→ R2

P 7−→ (P (1), P ′(−1))
P1 = X − 1 P2 = X + 1 P3 = (X + 1)2

a. Justifier que f est linéaire.
b. Démontrer que la famille B = (P1, P2, P3) est

une base de R2[X].
c. Donner la matrice A de f dans les bases

canoniques de R2[X] et R2.
d. Donner la matrice de f dans les bases B et B2.



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

A. Définitions

▷ Exercice 4.
E ev de dimension finie, p projecteur.
Donner la matrice de p dans une base adaptée à la
somme directe E = im p⊕ ker p.



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

II. Représentations matricielles
A. Définitions
B. Correspondances bijectives
C. Liens avec la multiplication matricielle
D. Application linéaire associée à une matrice



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

B. Correspondances bijectives

Proposition
L’application MB :

E −→ Mn1(K)
u 7−→ MB(u)

est un isomorphisme.



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

B. Correspondances bijectives

Démonstration. B = (e1, . . . , en)

Soit u = λ1e1 + · · ·+ λnen

et v = µ1e1 + · · ·+ µnen

Alors u+ v = (λ1 + µ1)e1 + · · ·+ (λn + µn)en

Donc

MB(u+ v) =


λ1 + µ1

...
λn + µn

 =


λ1
...
λn

 +


µ1
...
µn



= MB(u) +MB(v)



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

B. Correspondances bijectives

Démonstration. B = (e1, . . . , en)

Soit u = λ1e1 + · · ·+ λnen

et v = µ1e1 + · · ·+ µnen

Alors u+ v = (λ1 + µ1)e1 + · · ·+ (λn + µn)en

Donc

MB(u+ v) =


λ1 + µ1

...
λn + µn

 =


λ1
...
λn

 +


µ1
...
µn



= MB(u) +MB(v)



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

B. Correspondances bijectives

Démonstration. B = (e1, . . . , en)

Soit u = λ1e1 + · · ·+ λnen

et v = µ1e1 + · · ·+ µnen

Alors u+ v = (λ1 + µ1)e1 + · · ·+ (λn + µn)en

Donc

MB(u+ v) =


λ1 + µ1

...
λn + µn

 =


λ1
...
λn

 +


µ1
...
µn



= MB(u) +MB(v)



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

B. Correspondances bijectives

Démonstration. B = (e1, . . . , en)

Soit u = λ1e1 + · · ·+ λnen

Alors αu = (αλ1)e1 + · · ·+ (αλn)en

Donc

MB(αu) =


αλ1

...
αλn

 = α


λ1
...
λn

 = αMB(u)



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

B. Correspondances bijectives

Démonstration.

∀(u, v) ∈ E2 MB(u+ v) = MB(u) +MB(v)

∀u ∈ E ∀α ∈ K MB(αu) = αMB(u)

L’application MB est donc linéaire.



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

B. Correspondances bijectives

Suite de la démonstration.
MB : E −→ Mn1(K)

u = λ1e1 + · · ·+ λnen 7−→


λ1
...
λn


NB : Mn1(K) −→ E

λ1
...
λn

 7−→ λ1e1 + · · ·+ λnen



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

B. Correspondances bijectives

Suite de la démonstration.
MB : E −→ Mn1(K)

u = λ1e1 + · · ·+ λnen 7−→


λ1
...
λn


NB : Mn1(K) −→ E

λ1
...
λn

 7−→ λ1e1 + · · ·+ λnen

Alors NB ◦MB = IdE et MB ◦NB = IdMn1(K)

Donc MB est bijective, de réciproque NB.



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

B. Correspondances bijectives

Suite de la démonstration.
MB : E −→ Mn1(K)

u = λ1e1 + · · ·+ λnen 7−→


λ1
...
λn


NB : Mn1(K) −→ E

λ1
...
λn

 7−→ λ1e1 + · · ·+ λnen

L’application MB est linéaire et bijective, donc c’est
un isomorphisme. □



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

B. Correspondances bijectives

Proposition
L’application MBB′ :

L(E,F ) ∼−→ Mnp(K)
f 7−→ MBB′(f)

est un isomorphisme.



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

B. Correspondances bijectives

Démonstration.
La linéarité se démontre comme pour la proposition
précédente :
∀(f, g) ∈ L(E,F )2

MBB′(f + g) = MBB′(f) +MBB′(g)
∀f ∈ L(E,F ) ∀λ ∈ K

MBB′(λf) = λMBB′(f)



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

B. Correspondances bijectives

Démonstration.
Réciproque de MBB′ :

NB′B : Mnp(K) −→ L(E,F )

a11 . . . a1p
... ...
an1 . . . anp

 7−→


E −→ F
p∑

j=1
λjej 7−→

n∑
i=1

p∑
j=1
aijλje

′
i


□



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

B. Correspondances bijectives

Remarques
(i) MBB′(0L(E,F )) = 0Mnp(K)

(ii) Linéarité :
∀(f, g) ∈ L(E,F )2

MBB′(f + g) = MBB′(f) +MBB′(g)
∀f ∈ L(E,F ) ∀λ ∈ K

MBB′(λf) = λMBB′(f)



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

B. Correspondances bijectives

Remarques
(i) MBB′(0L(E,F )) = 0Mnp(K)

(ii) Linéarité :
∀(f, g) ∈ L(E,F )2

MBB′(f + g) = MBB′(f) +MBB′(g)
∀f ∈ L(E,F ) ∀λ ∈ K

MBB′(λf) = λMBB′(f)



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

B. Correspondances bijectives

Corollaire dimE = p
dimF = n

=⇒ dim L(E,F ) = np

dim L(E,F ) = dimE × dimF

Démonstration.
L(E,F ) ∼−→ Mnp(K)

f 7−→ MBB′(f)
▶ Un isomorphisme conserve la dimension,
▶ Mnp(K) est de dimension np. □



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

B. Correspondances bijectives

Corollaire dimE = p
dimF = n

=⇒ dim L(E,F ) = np

dim L(E,F ) = dimE × dimF

Démonstration.
L(E,F ) ∼−→ Mnp(K)

f 7−→ MBB′(f)
▶ Un isomorphisme conserve la dimension,
▶ Mnp(K) est de dimension np. □



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

B. Correspondances bijectives

Corollaire dimE = p
dimF = n

=⇒ dim L(E,F ) = np

dim L(E,F ) = dimE × dimF

Démonstration.
L(E,F ) ∼−→ Mnp(K)

f 7−→ MBB′(f)
▶ Un isomorphisme conserve la dimension,
▶ Mnp(K) est de dimension np. □



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

II. Représentations matricielles
A. Définitions
B. Correspondances bijectives
C. Liens avec la multiplication matricielle
D. Application linéaire associée à une matrice



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

C. Liens avec la multiplication matricielle

Exemple
f : R2 −→ R3

(x, y) 7−→ (2x+ 3y,−x, 4x− y)
u = (x, y)

MB3(f(u)) =


2x+ 3y
−x

4x− y

=


2 3
−1 0

4 −1


x
y



= MB2B3(f)MB2(u)



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

C. Liens avec la multiplication matricielle

Exemple
f : R2 −→ R3

(x, y) 7−→ (2x+ 3y,−x, 4x− y)
u = (x, y)

MB3(f(u)) =


2x+ 3y
−x

4x− y

=


2 3
−1 0

4 −1


x
y



= MB2B3(f)MB2(u)



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

C. Liens avec la multiplication matricielle

Exemple
f : R2 −→ R3

(x, y) 7−→ (2x+ 3y,−x, 4x− y)
u = (x, y)

MB3(f(u)) =


2x+ 3y
−x

4x− y



=


2 3
−1 0

4 −1


x
y



= MB2B3(f)MB2(u)



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

C. Liens avec la multiplication matricielle

Exemple
f : R2 −→ R3

(x, y) 7−→ (2x+ 3y,−x, 4x− y)
u = (x, y)

MB3(f(u)) =


2x+ 3y
−x

4x− y

=


2 3
−1 0

4 −1


x
y



= MB2B3(f)MB2(u)



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

C. Liens avec la multiplication matricielle

Exemple
f : R2 −→ R3

(x, y) 7−→ (2x+ 3y,−x, 4x− y)
u = (x, y)

MB3(f(u)) =


2x+ 3y
−x

4x− y

=


2 3
−1 0

4 −1


x
y



= MB2B3(f)MB2(u)



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

C. Liens avec la multiplication matricielle

Proposition
M(f(u)) = M(f)M(u)

MB′(f(u)) = MBB′(f)MB(u)



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

C. Liens avec la multiplication matricielle

Proposition
M(f(u)) = M(f)M(u)

MB′(f(u)) = MBB′(f)MB(u)



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

C. Liens avec la multiplication matricielle

Démonstration.
B = (e1, . . . , ep) B′ = (e′1, . . . , e′n)

A = MBB′(f) =


a11 . . . a1p
... ...
an1 . . . anp



i.e. ∀j = 1 . . . p f(ej) = a1je
′
1 + · · ·+ anje

′
n



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

C. Liens avec la multiplication matricielle

∀j = 1 . . . p f(ej) = a1je
′
1 + · · ·+ anje

′
n

Si u = λ1e1 + · · ·+ λpep

alors f(u) = λ1f(e1) + · · ·+ λpf(ep)

=
p∑

j=1

λj

n∑
i=1
aije

′
i

 =
n∑

i=1

 p∑
j=1
aijλj

e′i

Donc MB′(f(u)) =


a11λ1 + · · ·+ a1pλp

...
an1λ1 + · · ·+ anpλp





Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

C. Liens avec la multiplication matricielle

∀j = 1 . . . p f(ej) = a1je
′
1 + · · ·+ anje

′
n

Si u = λ1e1 + · · ·+ λpep

alors f(u) = λ1f(e1) + · · ·+ λpf(ep)

=
p∑

j=1

λj

n∑
i=1
aije

′
i

 =
n∑

i=1

 p∑
j=1
aijλj

e′i

Donc MB′(f(u)) =


a11λ1 + · · ·+ a1pλp

...
an1λ1 + · · ·+ anpλp





Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

C. Liens avec la multiplication matricielle

∀j = 1 . . . p f(ej) = a1je
′
1 + · · ·+ anje

′
n

Si u = λ1e1 + · · ·+ λpep

alors f(u) = λ1f(e1) + · · ·+ λpf(ep)

=
p∑

j=1

λj

n∑
i=1
aije

′
i

 =
n∑

i=1

 p∑
j=1
aijλj

e′i

Donc MB′(f(u)) =


a11λ1 + · · ·+ a1pλp

...
an1λ1 + · · ·+ anpλp





Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

C. Liens avec la multiplication matricielle

∀j = 1 . . . p f(ej) = a1je
′
1 + · · ·+ anje

′
n

Si u = λ1e1 + · · ·+ λpep

alors f(u) = λ1f(e1) + · · ·+ λpf(ep)

=
p∑

j=1

λj

n∑
i=1
aije

′
i

 =
n∑

i=1

 p∑
j=1
aijλj

e′i

Donc MB′(f(u)) =


a11λ1 + · · ·+ a1pλp

...
an1λ1 + · · ·+ anpλp





Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

C. Liens avec la multiplication matricielle

Suite de la démonstration.

MB′(f(u)) =


a11λ1 + · · ·+ a1pλp

...
an1λ1 + · · ·+ anpλp



=


a11 . . . a1p
... ...
an1 . . . anp



λ1
...
λp



= MBB′(f)MB(u) □



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

C. Liens avec la multiplication matricielle

Exemple 1 (suite)

d : K3[X] −→ K3[X]
P 7−→ P ′

P = 5 + 2X − 4X2 +X3



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

C. Liens avec la multiplication matricielle

Proposition

E
f−→ F

g−→ G
Bases : B B′ B′′

MB′B′′(g)MBB′(f) = MBB′′(g ◦ f)

Exemple 2
f : R2 −→ R2

(x, y) 7−→ (5x+ 3y, 5x+ 2y)

g : R2 −→ R2

(x, y) 7−→ (x− y, 3x)
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E
f−→ F

g−→ G
Bases : B B′ B′′
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Exemple 2
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(x, y) 7−→ (x− y, 3x)



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

C. Liens avec la multiplication matricielle

Notation

MB(f) = MBB(f)

Remarques
(i) MB(IdE) = In

(ii) MB(f ◦ f) = [MB(f)]2
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Notation
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Remarques
(i) MB(IdE) = In

(ii) MB(f ◦ f) =

[MB(f)]2
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C. Liens avec la multiplication matricielle

Notation

MB(f) = MBB(f)

Remarques
(i) MB(IdE) = In

(ii) MB(f ◦ f) = [MB(f)]2



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

C. Liens avec la multiplication matricielle

Proposition
L(E) ∼−→ Mn(K)

f 7−→ MB(f)

MB(λf + µg) = λMB(f) + µMB(g)

MB(g ◦ f) = MB(g)MB(f)

Cette application est un isomorphisme d’espaces vec-
toriels

et d’anneaux.
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C. Liens avec la multiplication matricielle

Proposition
L(E) ∼−→ Mn(K)

f 7−→ MB(f)

MB(λf + µg) = λMB(f) + µMB(g)

MB(g ◦ f) = MB(g)MB(f)

Cette application est un isomorphisme d’espaces vec-
toriels et d’anneaux.



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

C. Liens avec la multiplication matricielle

Proposition

A = MBB′(f)
f isomorphisme ⇐⇒ A inversible

MB′B(f−1) = A−1 = [MBB′(f)]−1



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

C. Liens avec la multiplication matricielle

Proposition

A = MBB′(f)
f isomorphisme ⇐⇒ A inversible

MB′B(f−1) = A−1 = [MBB′(f)]−1



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

C. Liens avec la multiplication matricielle

Démonstration.
Si f est un isomorphisme alors :

MB′B(f−1)MBB′(f) = MBB(f−1 ◦ f)
= MBB(IdE) = In

MBB′(f)MB′B(f−1) = MB′B′(f ◦ f−1)
= MB′B′(IdF ) = In

=⇒ MB′B(f−1) est l’inverse de MBB′(f)

AB = BA = In =⇒ A est inversible et A−1 = B



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

C. Liens avec la multiplication matricielle

Réciproquement, si A est inversible alors :

L(F,E) ∼−→ Mn(K)
g 7−→ MB′B(g) = A−1

MB (g ◦ f) = MB′B(g)MBB′(f) = A−1A = In

= MB (IdE)
L(E) ∼−→ Mn(K)

h 7−→ MB (h)
=⇒ g ◦ f = IdE



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

C. Liens avec la multiplication matricielle

Réciproquement, si A est inversible alors :

L(F,E) ∼−→ Mn(K)
g 7−→ MB′B(g) = A−1

MB′(f ◦ g) = MBB′(f)MB′B(g) = AA−1 = In

= MB′(IdF )
L(F ) ∼−→ Mn(K)

h 7−→ MB′(h)
=⇒ f ◦ g = IdF



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

C. Liens avec la multiplication matricielle

Réciproquement, si A est inversible alors :

L(F,E) ∼−→ Mn(K)
g 7−→ MB′B(g) = A−1

MB′(f ◦ g) = MBB′(f)MB′B(g) = AA−1 = In

= MB′(IdF )
L(F ) ∼−→ Mn(K)

h 7−→ MB′(h)
=⇒ f ◦ g = IdF

Ainsi f est bijective, de réciproque g. □



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires

II. Représentations matricielles
A. Définitions
B. Correspondances bijectives
C. Liens avec la multiplication matricielle
D. Application linéaire associée à une matrice
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II. Représentations matricielles

D. Application linéaire associée à une matrice

Définitions
(i) Application linéaire canoniquement associée à A :

Application f : Kp → Kn dont A est la matrice
dans les bases canoniques de Kp et Kn.

(ii) kerA = ker f imA = im f



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

D. Application linéaire associée à une matrice

Définitions
(i) Application linéaire canoniquement associée à A :

Application f : Kp → Kn dont A est la matrice
dans les bases canoniques de Kp et Kn.

(ii) kerA = ker f imA = im f

Remarque

A ∈Mnp(K) =⇒


kerA ⊆

sev
Kp

imA ⊆
sev
Kn



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

D. Application linéaire associée à une matrice

Définitions
(i) Application linéaire canoniquement associée à A :

Application f : Kp → Kn dont A est la matrice
dans les bases canoniques de Kp et Kn.

(ii) kerA = ker f imA = im f

Exemple 3

A =
 3 2 1

9 6 3





Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

D. Application linéaire associée à une matrice

Remarques
A = (C1 C2 · · · Cp)

(i) imA = Vect (C1, C2, . . . , Cp)

(ii) kerA = {X ∈Mp1(K) | AX = 0}

Opérations élémentaires
▶ sur les colonnes pour l’image et
▶ sur les lignes pour le noyau.
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II. Représentations matricielles

D. Application linéaire associée à une matrice

Remarques
A = (C1 C2 · · · Cp)

(i) imA = Vect (C1, C2, . . . , Cp)

(ii) kerA = {X ∈Mp1(K) | AX = 0}

Opérations élémentaires
▶ sur les colonnes pour l’image et
▶ sur les lignes pour le noyau.



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

D. Application linéaire associée à une matrice

Théorème du rang
A : matrice à p colonnes.

dim kerA+ dim imA = p

Démonstration. Soit f associée à A :

f : Kp −→ Kn

Théorème du rang :
dim ker f + dim im f = dimKp □
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D. Application linéaire associée à une matrice

Théorème du rang
A : matrice à p colonnes.

dim kerA+ dim imA = p

Démonstration. Soit f associée à A :

f : Kp −→ Kn

Théorème du rang :
dim ker f + dim im f = dimKp □



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

D. Application linéaire associée à une matrice

Définition
Soit A ∈Mnp(K).
Le rang de A est la dimension du sev de Kn engendré
par les colonnes de A.

rgA = dim Vect (C1, . . . , Cp) = rg (C1, . . . , Cp)

Remarque
Le rang de A est donc la dimension de son image :

rgA = dim imA

= rg f

C’est aussi le rang de l’application f : Kp → Kn

canoniquement associée à A.
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Définition
Soit A ∈Mnp(K).
Le rang de A est la dimension du sev de Kn engendré
par les colonnes de A.

rgA = dim Vect (C1, . . . , Cp) = rg (C1, . . . , Cp)

Remarque
Le rang de A est donc la dimension de son image :

rgA = dim imA = rg f
C’est aussi le rang de l’application f : Kp → Kn

canoniquement associée à A.



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

D. Application linéaire associée à une matrice

Corollaire
Soit A une matrice carrée de taille (n, n).
(i) ∃B BA = In =⇒ A inversible, B = A−1

(ii) ∃B AB = In =⇒ A inversible, B = A−1

Démonstration.

□
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Corollaire
Soit A une matrice carrée de taille (n, n).
(i) ∃B BA = In =⇒ A inversible, B = A−1

(ii) ∃B AB = In =⇒ A inversible, B = A−1

Démonstration.

□



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

D. Application linéaire associée à une matrice

Proposition

T =



a11

ann

0
a1n

00


∈Tn(K)

T est inversible ssi les aii sont non-nuls.

Si T ∈Tn(K) est inversible alors T−1 ∈Tn(K).
Si T ∈T′n(K) est inversible alors T−1 ∈T′n(K).



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

D. Application linéaire associée à une matrice

Proposition

T =



a11

ann

0 0

0
an1


∈T′n(K)

T est inversible ssi les aii sont non-nuls.

Si T ∈Tn(K) est inversible alors T−1 ∈Tn(K).
Si T ∈T′n(K) est inversible alors T−1 ∈T′n(K).



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

D. Application linéaire associée à une matrice

Proposition

T =



a11

ann

0
a1n

00


∈Tn(K)

T est inversible ssi les aii sont non-nuls.
Si T ∈Tn(K) est inversible alors T−1 ∈Tn(K).

Si T ∈T′n(K) est inversible alors T−1 ∈T′n(K).



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles
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Proposition

T =
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II. Représentations matricielles

D. Application linéaire associée à une matrice

Démonstration. Soit T ∈Tn(K).
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T est inversible

⇐⇒ rg T = n



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

D. Application linéaire associée à une matrice

Démonstration. Soit T ∈Tn(K).
T est inversible

⇐⇒ rg T = n

⇐⇒ Tous les coefficients diagonaux
de T sont non-nuls.



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

D. Application linéaire associée à une matrice

Démonstration. Soit T ∈Tn(K).
T est inversible

⇐⇒ rg T = n

⇐⇒ Tous les coefficients diagonaux
de T sont non-nuls.

Démontrons que dans ce cas la matrice inverse T−1

est triangulaire supérieure.



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

D. Application linéaire associée à une matrice

Démonstration. Soit T ∈Tn(K) inversible.

f : Tn(K) −→ Tn(K)
M 7−→ TM

▶ f est bien définie.

▶ f est linéaire.
▶ f est injective.
▶ f est bijective.
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Démonstration. Soit T ∈Tn(K) inversible.

f : Tn(K) −→ Tn(K)
M 7−→ TM

▶ f est bien définie.
▶ f est linéaire.

▶ f est injective.
▶ f est bijective.



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

D. Application linéaire associée à une matrice

Démonstration. Soit T ∈Tn(K) inversible.

f : Tn(K) −→ Tn(K)
M 7−→ TM

▶ f est bien définie.
▶ f est linéaire.
▶ f est injective.

▶ f est bijective.

TM = 0 =⇒ T−1TM = 0 =⇒ M = 0



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

D. Application linéaire associée à une matrice

Démonstration. Soit T ∈Tn(K) inversible.

f : Tn(K) −→ Tn(K)
M 7−→ TM

▶ f est bien définie.
▶ f est linéaire.
▶ f est injective.
▶ f est bijective d’après le théorème du rang.



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

D. Application linéaire associée à une matrice

Démonstration. Soit T ∈Tn(K) inversible.

f : Tn(K) −→ Tn(K)
M 7−→ TM

▶ f est bien définie.
▶ f est linéaire.
▶ f est injective.
▶ f est bijective.

In ∈Tn(K) =⇒ ∃S ∈Tn(K) TS = In



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

D. Application linéaire associée à une matrice

Démonstration. Soit T ∈Tn(K) inversible.

f : Tn(K) −→ Tn(K)
M 7−→ TM

▶ f est bien définie.
▶ f est linéaire.
▶ f est injective.
▶ f est bijective.

In ∈Tn(K) =⇒ ∃S ∈Tn(K) TS = In

Donc S = T−1, et T−1 ∈Tn(K).



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

D. Application linéaire associée à une matrice

Démonstration. Soit T ∈T′n(K).

T inversible =⇒ t T inversible et t T ∈Tn(K)

=⇒ ( t T )−1 ∈Tn(K)

=⇒ t (T−1) ∈Tn(K)

=⇒ T−1 ∈T′n(K) □



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
II. Représentations matricielles

D. Application linéaire associée à une matrice

Corollaire

D = diag(λ1, . . . , λn) =


λ1

λn

0
0

0

0
00


D est inversible ssi tous les λi sont non-nuls.
Dans ce cas :

D−1 = diag(λ−1
1 , . . . , λ−1

n ) =


λ−1

1

λ−1
n

0
0

0

0
00


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I. Rappels et compléments sur les matrices

II. Représentations matricielles

III. Changement de base
A. Matrices de passage
B. Théorèmes
C. Matrices équivalentes
D. Matrices semblables
E. Trace d’un endomorphisme

IV. Rangs
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Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
III. Changement de base

A. Matrices de passage

A. Matrices de passage

Définition 1
Matrice de passage de B à B′ : PBB′

Matrice dont les colonnes sont les coordonnées des
vecteurs de B′ dans la base B.



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
III. Changement de base

A. Matrices de passage

Exemple 4
E = R2

Bc = (e1, e2) e1 = (1, 0)
e2 = (0, 1)

B = (u1, u2) u1 = (2, 1)
u2 = (5, 3)

PBcB : matrice de passage de Bc à B.



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
III. Changement de base

A. Matrices de passage

Remarque
La matrice de passage de la base canonique de Kn

à une base B est la matrice PBcB dont les colonnes
sont les vecteurs de B.

B :
u1 = (2, 1)
u2 = (5, 3) =⇒ PBcB =

 2 5
1 3





Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
III. Changement de base

A. Matrices de passage

Exemple 4 (suite)
E = R2

B = (u1, u2) u1 = (2, 1)
u2 = (5, 3)

u = (5, 3) :  5
3

 =
 2 5

1 3

  0
1


⇐⇒ MBc

(u) = PBcBMB(u)
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III. Changement de base

A. Matrices de passage

Définition 2

PBB′ = MB′B(IdE)
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III. Changement de base

A. Matrices de passage

Proposition

X = MB(u) P = PBB′ X ′ = MB′(u)

X = PX ′

Démonstration.

□
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□



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
III. Changement de base

A. Matrices de passage

Proposition

X = MB(u) P = PBB′ X ′ = MB′(u)

X = PX ′

Démonstration.

□



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
III. Changement de base

A. Matrices de passage

Proposition

X = MB(u) P = PBB′ X ′ = MB′(u)

X = PX ′

Démonstration.

□
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III. Changement de base

A. Matrices de passage

Proposition

(PBB′)−1 = PB′B

Démonstration.

IdE est un isomorphisme donc MBB′(IdE) est
inversible et :

[MBB′(IdE)]−1 = MB′B(Id−1
E ) = MB′B(IdE) □
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A. Matrices de passage

Proposition

(PBB′)−1 = PB′B

Démonstration.

IdE est un isomorphisme donc MBB′(IdE) est
inversible et :

[MBB′(IdE)]−1 = MB′B(Id−1
E ) = MB′B(IdE) □



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
III. Changement de base

A. Matrices de passage

Proposition

X = MB(u) P = PBB′ X ′ = MB′(u)

X = PX ′

Proposition

(PBB′)−1 = PB′B

Remarque

X = PX ′ ⇐⇒ X ′ = P−1X



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
III. Changement de base

A. Matrices de passage

Exemple 4 (suite)
E = R2

Bc = (e1, e2) e1 = (1, 0)
e2 = (0, 1)

B = (u1, u2) u1 = (2, 1)
u2 = (5, 3)

P = PBcB =
 2 5

1 3

 Q = PBBc
= ?



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
III. Changement de base

A. Matrices de passage

▷ Exercice 5.
E = R2 u1 = (2, 1) u2 = (2,−1)
Donner les matrices de passage de la base canonique
à la base B et de la base B à la base canonique.

▷ Exercice 6.
Reproduire l’exercice précédent avec
E = R3 B = (u1, u2, u3)
u1 = (1, 1, 1) u2 = (1, 1, 0) u3 = (1, 0, 0)



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
III. Changement de base

A. Matrices de passage

Proposition (Réciproque de la précédente)
P matrice inversible de taille (n, n).
Alors les colonnes de P forment une base de Kn, et
P est la matrice de passage de Bc à cette base.



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
III. Changement de base

A. Matrices de passage

Proposition (Réciproque de la précédente)
P matrice inversible de taille (n, n).
Alors les colonnes de P forment une base de Kn, et
P est la matrice de passage de Bc à cette base.

Remarque
Les matrices de passage sont les matrices inversibles.
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III. Changement de base

A. Matrices de passage

Proposition (Réciproque de la précédente)
P matrice inversible de taille (n, n).
Alors les colonnes de P forment une base de Kn, et
P est la matrice de passage de Bc à cette base.

Démonstration. Soit f : Kn → Kn associé à P .
P est inversible donc f est un isomorphisme.
L’image d’une base par un isomorphisme est une
base.
Donc les colonnes de P forment une base de Kn.
P est la matrice de passage de la base canonique à
cette base. □
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C. Matrices équivalentes
D. Matrices semblables
E. Trace d’un endomorphisme
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B. Théorèmes

Rappel

E

B1

F

B2

G

B3

f

MB1B2(f)

g

MB2B3(g)

MB?B?(g ◦ f) = MB?B?(g)MB?B?(f)



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
III. Changement de base

B. Théorèmes

Rappel

EB1 FB2 GB3

f

MB1B2(f)

g

MB2B3(g)

MB?B?(g ◦ f) = MB?B?(g)MB?B?(f)
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B. Théorèmes

Rappel

EB1 FB2 GB3

f

MB1B2(f)
g

MB2B3(g)

MB1B3(g ◦ f) = MB2B3(g)MB1B2(f)
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B. Théorèmes

E

B1

F

B2

E

B′
1

F

B′
2

f

MB1B2(f)

f

MB′
1B′

2
(f)
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B. Théorèmes

EB1 FB2

EB′
1

FB′
2

f

MB1B2(f)

f

MB′
1B′

2
(f)
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EB1 FB2

EB′
1

FB′
2

f

MB1B2(f)

f

MB′
1B′

2
(f)

IdE

PB′
1B1

IdF

PB2B′
2

f = IdF ◦ f ◦ IdE
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EB1 FB2

EB′
1

FB′
2

f

MB1B2(f)

f

MB′
1B′

2
(f)

IdE PB′
1B1 IdFPB2B′

2

f = IdF ◦ f ◦ IdE
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EB1 FB2

EB′
1

FB′
2

f

MB1B2(f)

f

MB′
1B′

2
(f)

IdE PB′
1B1 IdFPB2B′

2

MB1B2(f) = MB1B2(IdF ◦ f ◦ IdE)
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B. Théorèmes

EB1 FB2

EB′
1

FB′
2

f

MB1B2(f)

f

MB′
1B′

2
(f)

IdE PB′
1B1 IdFPB2B′

2

MB1B2(f) = MB′
2B2

(IdF )MB′
1B′

2
(f)MB1B′

1
(IdE)



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
III. Changement de base

B. Théorèmes

EB1 FB2

EB′
1

FB′
2

f

MB1B2(f)

f

MB′
1B′

2
(f)

IdE PB′
1B1 IdFPB2B′

2

MB1B2(f) = PB2B′
2
MB′

1B′
2
(f)PB′

1B1
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B. Théorèmes

Théorème de changement de base
f : E → F linéaire
B1, B′1 bases de E B2, B′2 bases de F
Alors :

MB1B2(f) = PB2B′
2
MB′

1B′
2
(f)PB′

1B1
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B. Théorèmes

Démonstration.

E

B1

F

B2

E

B′
1

F

B′
2

f

MB1B2(f)

f

MB′
1B′

2
(f)

IdE

PB′
1B1

IdF

PB2B′
2

□ f = IdF ◦ f ◦ IdE □
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B. Théorèmes

Démonstration.

EB1 FB2

EB′
1

FB′
2

f

MB1B2(f)

f

MB′
1B′

2
(f)

IdE

PB′
1B1

IdF

PB2B′
2

□ f = IdF ◦ f ◦ IdE □
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Démonstration.

EB1 FB2

EB′
1

FB′
2

f

MB1B2(f)

f

MB′
1B′

2
(f)

IdE PB′
1B1 IdFPB2B′

2

□ f = IdF ◦ f ◦ IdE □
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Démonstration.

EB1 FB2

EB′
1

FB′
2

f

MB1B2(f)

f

MB′
1B′

2
(f)

IdE PB′
1B1 IdFPB2B′

2

□MB1B2(f) = MB1B2(IdF ◦ f ◦ IdE) □
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B. Théorèmes

Démonstration.

EB1 FB2

EB′
1

FB′
2

f

MB1B2(f)

f

MB′
1B′

2
(f)

IdE PB′
1B1 IdFPB2B′

2

□MB1B2(f) = MB′
2B2

(IdF )MB′
1B′

2
(f)MB1B′

1
(IdE)□



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
III. Changement de base

B. Théorèmes

Démonstration.

EB1 FB2

EB′
1

FB′
2

f

MB1B2(f)

f

MB′
1B′

2
(f)

IdE PB′
1B1 IdFPB2B′

2

□MB1B2(f) = PB2B′
2
MB′

1B′
2
(f)PB′

1B1
□
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Remarque : le cas d’un endomorphisme

EB EB

EB′ EB′

f

A

f

A′

IdE P−1 IdEP

A = PA′P−1
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Corollaire

A = MB(f) A′ = MB′(f) P = PBB′

A = PA′P−1



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
III. Changement de base

B. Théorèmes

Corollaire

A = MB(f) A′ = MB′(f) P = PBB′

A = PA′P−1
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B. Théorèmes

Remarque

A = PA′P−1 ⇐⇒ A′ = P−1AP
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B. Théorèmes

Exemple 4 (suite)

E = R2 u1 = (2, 1)
u2 = (5, 3)

f : R2 −→ R2

(x, y) 7−→ (x− 10y, 3x− 10y)
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B. Théorèmes

▷ Exercice 7. (Suite des exercices précédents)
Dans les deux cas, donner la matrice de f dans la
base canonique, puis dans la base B.
Vérifier ensuite le corollaire.

a. f : R2 −→ R2

(x, y) 7−→ (x− 2y, 2x+ 2y)

b. f : R3 −→ R3

(x, y, z) 7−→ (x, x− z, x− y)
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III. Changement de base
A. Matrices de passage
B. Théorèmes
C. Matrices équivalentes
D. Matrices semblables
E. Trace d’un endomorphisme



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
III. Changement de base

C. Matrices équivalentes

Définition
A,B ∈Mnp(K) sont équivalentes s’il existe P et Q
inversibles telles que :

A = PBQ
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C. Matrices équivalentes

Définition
A,B ∈Mnp(K) sont équivalentes s’il existe P et Q
inversibles telles que :

A = PBQ

Remarques
(i) Il s’agit bien d’une relation d’équivalence.

(ii) Deux matrices représentant la même application
linéaire sont équivalentes.
La réciproque est vraie.
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Remarques
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La réciproque est vraie.
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C. Matrices équivalentes

Définition
A,B ∈Mnp(K) sont équivalentes s’il existe P et Q
inversibles telles que :

A = PBQ

Remarques
(i) Il s’agit bien d’une relation d’équivalence.
(ii) Deux matrices représentant la même application

linéaire sont équivalentes.
La réciproque est vraie.
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C. Matrices équivalentes

Définition
A,B ∈Mnp(K) sont équivalentes s’il existe P et Q
inversibles telles que :

A = PBQ

Proposition
Deux matrices sont équivalentes si et seulement si
elles représentent une même application linéaire dans
certaines bases.
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C. Matrices équivalentes

Proposition
A,B ∈Mnp(K) f : Kp → Kn associée à A.

A = MC1 C2(f)

Si B ∼ A alors il existe :
▶ une base B1 de Kp

▶ une base B2 de Kn

telles que :
B = MB1B2(f)
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C. Matrices équivalentes

Démonstration. A = MC1 C2(f) B = MB1B2(f)

A = PBQ donc B = P−1AQ−1

MB1B2(f) = MC2B2(IdF )MC1 C2(f)MB1 C1(IdE)

⇐⇒ B = PB2 C2APC1B1

On choisit les bases B1 et B2 telles que :
P = MC2(B2) Q−1 = MC1(B1)

(Ce sont les colonnes de P et de Q−1.)
D’après le théorème de changement de base B est
la matrice de f dans les bases B1 et B2. □
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On choisit les bases B1 et B2 telles que :
P = MC2(B2) Q−1 = MC1(B1)

(Ce sont les colonnes de P et de Q−1.)
D’après le théorème de changement de base B est
la matrice de f dans les bases B1 et B2. □
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Démonstration. A = MC1 C2(f) B = MB1B2(f)

A = PBQ donc B = P−1AQ−1

MB1B2(f) = MC2B2(IdF )MC1 C2(f)MB1 C1(IdE)

⇐⇒ B = PB2 C2APC1B1

On choisit les bases B1 et B2 telles que :
P = MC2(B2) Q−1 = MC1(B1)

(Ce sont les colonnes de P et de Q−1.)

D’après le théorème de changement de base B est
la matrice de f dans les bases B1 et B2. □
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C. Matrices équivalentes

Démonstration. A = MC1 C2(f) B = MB1B2(f)

A = PBQ donc B = P−1AQ−1

MB1B2(f) = MC2B2(IdF )MC1 C2(f)MB1 C1(IdE)

⇐⇒ B = PB2 C2APC1B1

On choisit les bases B1 et B2 telles que :
P = MC2(B2) Q−1 = MC1(B1)

(Ce sont les colonnes de P et de Q−1.)
D’après le théorème de changement de base B est
la matrice de f dans les bases B1 et B2. □
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C. Matrices équivalentes

Définition
r ∈ N r ⩽ n et r ⩽ p

Jr = Jnpr =
 Ir 0

0 0

 =


0

0 0

0

0

1

1


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Le rang d’une matrice est la dimension de l’ev engen-
dré par ses colonnes.

rgA = dim Vect (C1, . . . , Cp)
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C. Matrices équivalentes

Rappel
Le rang d’une matrice est la dimension de l’ev engen-
dré par ses colonnes.

rgA = dim Vect (C1, . . . , Cp)

Exemple

rg Jnpr = rg


0

0 0

0

0

1

1


= r
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C. Matrices équivalentes

Rappel
Le rang d’une matrice est :

rgA = dim Vect (C1, . . . , Cp)

Théorème
A ∈Mnp(K).

rgA = r ⇐⇒ A ∼ Jnpr
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III. Changement de base

C. Matrices équivalentes

Rappel
Le rang d’une matrice est :

rgA = dim Vect (C1, . . . , Cp)

Théorème
A ∈Mnp(K).

rgA = r ⇐⇒ A ∼ Jnpr

Corollaire

A ∼ B ⇐⇒ rgA = rgB
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C. Matrices équivalentes

Lemme
f ∈ L(E,F )
Si rg f = r alors il existe des bases de E et de F
dans lesquelles la matrice de f est Jnpr.

∃B1,B2 MB1B2(f) = Jr

Démonstration.

□
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□
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Lemme
f ∈ L(E,F )
Si rg f = r alors il existe des bases de E et de F
dans lesquelles la matrice de f est Jnpr.

∃B1,B2 MB1B2(f) = Jr

Démonstration.

□
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rgA = r ⇐⇒ A ∼ Jnpr
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C. Matrices équivalentes

Théorème
A ∈Mnp(K).

rgA = r ⇐⇒ A ∼ Jnpr

Démonstration. Soit f : Kp → Kn associée à A.
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III. Changement de base

C. Matrices équivalentes

Théorème
A ∈Mnp(K).

rgA = r ⇐⇒ A ∼ Jnpr

Démonstration. Soit f : Kp → Kn associée à A.
Alors imA = im f donc rgA = rg f .
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C. Matrices équivalentes

Théorème
A ∈Mnp(K).

rgA = r ⇐⇒ A ∼ Jnpr

Démonstration. Soit f : Kp → Kn associée à A.
Supposons que : rgA = r

Il existe des bases B1 et B2 telles que
MB1B2(f) = Jnpr

Donc A = PJnprQ, donc A ∼ Jnpr.
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C. Matrices équivalentes

Théorème
A ∈Mnp(K).

rgA = r ⇐⇒ A ∼ Jnpr

Démonstration. Soit f : Kp → Kn associée à A.
Supposons que : A ∼ Jnpr

Il existe P et Q inversibles telles que A = PJnprQ.

A = PJnprQ donne f = φ ◦ g ◦ ψ
donc rg f = rg g

donc r = rg g = rg f = rgA. □
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Théorème
A ∈Mnp(K).

rgA = r ⇐⇒ A ∼ Jnpr

Corollaire

A ∼ B ⇐⇒ rgA = rgB
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C. Matrices équivalentes

Théorème
A ∈Mnp(K).

rgA = r ⇐⇒ A ∼ Jnpr

Corollaire

A ∼ B ⇐⇒ rgA = rgB

Démonstration.
Jnpr ∼ A ∼ B
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C. Matrices équivalentes

Théorème
A ∈Mnp(K).

rgA = r ⇐⇒ A ∼ Jnpr

Corollaire

A ∼ B ⇐⇒ rgA = rgB

Démonstration.
A ∼ Jnpr ∼ B □
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III. Changement de base

C. Matrices équivalentes

Théorème
A ∈Mnp(K).

rgA = r ⇐⇒ A ∼ Jnpr

Corollaire

A ∼ B ⇐⇒ rgA = rgB

Remarques
(i) Quelles que soient les bases B et B′ :

rg f = rgMBB′(f)
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C. Matrices équivalentes

Théorème
A ∈Mnp(K).

rgA = r ⇐⇒ A ∼ Jnpr

Corollaire

A ∼ B ⇐⇒ rgA = rgB

Remarques
(ii) Les classes d’équivalences des matrices de taille

(n, p) sont en bijection avec l’ensemble
{0, . . . ,m} où m = Min {n, p}.
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III. Changement de base

C. Matrices équivalentes

Théorème
A ∈Mnp(K).

rgA = r ⇐⇒ A ∼ Jnpr

Corollaire

A ∼ B ⇐⇒ rgA = rgB

Remarques
(ii) Elles sont représentées par les matrices

Jnp0, . . . , Jnpm.
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C. Matrices équivalentes
D. Matrices semblables
E. Trace d’un endomorphisme
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Définition
A,B ∈Mn(K) sont semblables s’il existe
P ∈ GLn(K) telle que :

A = PBP−1
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D. Matrices semblables

Définition
A,B ∈Mn(K) sont semblables s’il existe
P ∈ GLn(K) telle que :

A = PBP−1

Remarques
(i) La relation de semblance est une relation

d’équivalence.

(ii) Si deux matrices sont semblables alors elles sont
équivalentes.
La réciproque est fausse en général.



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
III. Changement de base

D. Matrices semblables

Définition
A,B ∈Mn(K) sont semblables s’il existe
P ∈ GLn(K) telle que :

A = PBP−1

Remarques
(i) La relation de semblance est une relation

d’équivalence.
(ii) Si deux matrices sont semblables alors elles sont

équivalentes.
La réciproque est fausse en général.
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III. Changement de base

D. Matrices semblables

Définition
A,B ∈Mn(K) sont semblables s’il existe
P ∈ GLn(K) telle que :

A = PBP−1

Remarques
(iii) Deux matrices sont semblables ssi elles

représentent le même endomorphisme de Kn

dans deux bases différentes.
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D. Matrices semblables

Définition
A,B ∈Mn(K) sont semblables s’il existe
P ∈ GLn(K) telle que :

A = PBP−1

Remarques
(iii) B = P−1AP

Soit f l’endomorphisme associé à A
Soit B la base définie par les colonnes de P .
Alors B = MB(f).
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D. Matrices semblables

Définition
A,B ∈Mn(K) sont semblables s’il existe
P ∈ GLn(K) telle que :

A = PBP−1

Proposition
Deux matrices semblables ont même trace.
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Définition
A,B ∈Mn(K) sont semblables s’il existe
P ∈ GLn(K) telle que :

A = PBP−1

Proposition
Deux matrices semblables ont même trace.

Démonstration. A = PBP−1

□
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Définition
A,B ∈Mn(K) sont semblables s’il existe
P ∈ GLn(K) telle que :

A = PBP−1

Proposition
Deux matrices semblables ont même trace.

Démonstration. A = PBP−1

□
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D. Matrices semblables

Définition
A,B ∈Mn(K) sont semblables s’il existe
P ∈ GLn(K) telle que :

A = PBP−1

Exemple 4 (suite)

A =
 1 −10

3 −10

 et A′ =
−4 0

0 −5

 sont semblables.
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D. Matrices semblables

Définition
A,B ∈Mn(K) sont semblables s’il existe
P ∈ GLn(K) telle que :

A = PBP−1

Exemple 5
On considère des matrices de taille (2, 2).
a. Démontrer que les matrices E11 et E22 sont

semblables, de même que E12 et E21.
b. Les matrices E11 et E12 sont-elles semblables ?
c. Les matrices E12 et 2E12 sont-elles semblables ?
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▷ Exercice 8.

A =
 6 −9

4 −6

 et B =
 0 1

0 0


a. Déterminer le noyau et l’image de A.
b. Démontrer qu’il existe une base de R2 dans

laquelle la matrice de l’endomorphisme
canoniquement associé à A est B.

c. En déduire que A et B sont semblables.
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III. Changement de base
A. Matrices de passage
B. Théorèmes
C. Matrices équivalentes
D. Matrices semblables
E. Trace d’un endomorphisme
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E. Trace d’un endomorphisme

Définition
E ev de dimension finie f ∈ L(E)
La trace de f est la trace de la matrice de f dans
une base quelconque de E.

tr f = tr (MB(f)) où B est une base de E.
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III. Changement de base

E. Trace d’un endomorphisme

Définition
E ev de dimension finie f ∈ L(E)
La trace de f est la trace de la matrice de f dans
une base quelconque de E.

tr f = tr (MB(f)) où B est une base de E.

Remarques
(i) En effet la trace de la matrice de f ne dépend

pas de la base choisie.
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III. Changement de base

E. Trace d’un endomorphisme

Définition
E ev de dimension finie f ∈ L(E)
La trace de f est la trace de la matrice de f dans
une base quelconque de E.

tr f = tr (MB(f)) où B est une base de E.

Remarques
(i) Si A et B sont deux matrices de f dans deux

bases différentes alors :
tr f = trA = tr (PBP−1) = trB
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III. Changement de base

E. Trace d’un endomorphisme

Définition
E ev de dimension finie f ∈ L(E)
La trace de f est la trace de la matrice de f dans
une base quelconque de E.

tr f = tr (MB(f)) où B est une base de E.

Remarques
(ii) f et g endomorphismes de E :

tr(f ◦ g) = tr(g ◦ f)
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III. Changement de base

E. Trace d’un endomorphisme

Définition
E ev de dimension finie f ∈ L(E)
La trace de f est la trace de la matrice de f dans
une base quelconque de E.

tr f = tr (MB(f)) où B est une base de E.

Exemple 6
(i) Trace de l’identité.
(ii) Trace de la dérivation d : Kn[X]→ Kn[X].

tr (IdE) =

dimE

tr d =

0
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E. Trace d’un endomorphisme

Définition
E ev de dimension finie f ∈ L(E)
La trace de f est la trace de la matrice de f dans
une base quelconque de E.

tr f = tr (MB(f)) où B est une base de E.

Exemple 6
(i) Trace de l’identité.
(ii) Trace de la dérivation d : Kn[X]→ Kn[X].

tr (IdE) = dimE tr d =

0
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E. Trace d’un endomorphisme

Définition
E ev de dimension finie f ∈ L(E)
La trace de f est la trace de la matrice de f dans
une base quelconque de E.

tr f = tr (MB(f)) où B est une base de E.

Exemple 6
(i) Trace de l’identité.
(ii) Trace de la dérivation d : Kn[X]→ Kn[X].

tr (IdE) = dimE tr d = 0
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III. Changement de base

E. Trace d’un endomorphisme

Définition
E ev de dimension finie f ∈ L(E)
La trace de f est la trace de la matrice de f dans
une base quelconque de E.

tr f = tr (MB(f)) où B est une base de E.

▷ Exercice 9.
E ev de dimension finie p projecteur
Démontrer que : tr p = rg p
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I. Rappels et compléments sur les matrices

II. Représentations matricielles

III. Changement de base

IV. Rangs
A. Pivot de Gauss
B. Liens entre les différents rangs
C. Propriétés
D. Matrices extraites
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C. Propriétés
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Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
IV. Rangs

A. Pivot de Gauss

Remarque
A, B ∈Mnp(K).
A et B sont équivalentes par lignes si on peut passer
de l’une à l’autre par opérations élémentaires sur les
lignes.

Ceci a lieu ssi il existe des matrices d’opérations élé-
mentaires E1, . . . , Em telles que :

A = E1 . . . EmB

Ou ssi il existe P inversible telle que
A = PB
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IV. Rangs

A. Pivot de Gauss

Remarque
A, B ∈Mnp(K).
A et B sont équivalentes par lignes si on peut passer
de l’une à l’autre par opérations élémentaires sur les
lignes.
Ceci a lieu ssi il existe des matrices d’opérations élé-
mentaires E1, . . . , Em telles que :

A = E1 . . . EmB

Ou ssi il existe P inversible telle que
A = PB
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IV. Rangs

A. Pivot de Gauss

Remarque
A∼

L
B : A et B équivalentes par lignes

⇐⇒ ∃P ∈ GLn(K) A = PB

A∼
C
B : A et B équivalentes par colonnes

⇐⇒ ∃Q ∈ GLp(K) A = BQ

A ∼
LC
B : A et B équivalentes par lignes et colonnes

⇐⇒ ∃(P,Q) ∈ GLn(K)×GLp(K)
A = PBQ

⇐⇒ A ∼ B
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A. Pivot de Gauss

Remarque
A∼

L
B : A et B équivalentes par lignes

⇐⇒ ∃P ∈ GLn(K) A = PB

A∼
C
B : A et B équivalentes par colonnes

⇐⇒ ∃Q ∈ GLp(K) A = BQ

A ∼
LC
B : A et B équivalentes par lignes et colonnes

⇐⇒ ∃(P,Q) ∈ GLn(K)×GLp(K)
A = PBQ

⇐⇒ A ∼ B
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IV. Rangs

A. Pivot de Gauss

Proposition
A et B équivalentes par lignes et par colonnes.
⇐⇒ A et B équivalentes.

Démonstration.
A ∼

LC
B ⇐⇒ A = E1 · · ·EkBF1 · · ·Fm

⇐⇒ A = PBQ

⇐⇒ A ∼ B □

E1, . . . , Ek, F1, . . . , Fm matrices élémentaires.
P ∈ GLn(K) Q ∈ GLp(K)
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⇐⇒ A = PBQ

⇐⇒ A ∼ B □

E1, . . . , Ek, F1, . . . , Fm matrices élémentaires.
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LC
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A. Pivot de Gauss

Proposition
A et B équivalentes par lignes et par colonnes.
⇐⇒ A et B équivalentes.

Démonstration.
A ∼

LC
B ⇐⇒ A = E1 · · ·EkBF1 · · ·Fm

⇐⇒ A = PBQ

⇐⇒ A ∼ B □

E1, . . . , Ek, F1, . . . , Fm matrices élémentaires.
P ∈ GLn(K) Q ∈ GLp(K)



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
IV. Rangs

A. Pivot de Gauss

Remarque
L’algorithme du pivot de gauss montre que toute ma-
trice est équivalente par ligne à une matrice échelon-
née réduite par ligne.

Appliqué aux colonnes il montre que toute matrice
est équivalente par lignes et colonnes à une matrice
Jnpr.
Ceci démontre de nouveau que toute matrice est
équivalente à une matrice Jnpr.
Comme l’équivalence conserve le rang alors r est le
rang de la matrice.
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A. Pivot de Gauss

Remarque
L’algorithme du pivot de gauss montre que toute ma-
trice est équivalente par ligne à une matrice échelon-
née réduite par ligne.
Appliqué aux colonnes il montre que toute matrice
est équivalente par lignes et colonnes à une matrice
Jnpr.
Ceci démontre de nouveau que toute matrice est
équivalente à une matrice Jnpr.

Comme l’équivalence conserve le rang alors r est le
rang de la matrice.
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IV. Rangs

A. Pivot de Gauss

Remarque
L’algorithme du pivot de gauss montre que toute ma-
trice est équivalente par ligne à une matrice échelon-
née réduite par ligne.
Appliqué aux colonnes il montre que toute matrice
est équivalente par lignes et colonnes à une matrice
Jnpr.
Ceci démontre de nouveau que toute matrice est
équivalente à une matrice Jnpr.
Comme l’équivalence conserve le rang alors r est le
rang de la matrice.



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
IV. Rangs

A. Pivot de Gauss

Proposition
A et B équivalentes par lignes et par colonnes.
⇐⇒ A et B équivalentes.

Corollaire
Les opérations sur les lignes et les colonnes ne
changent pas le rang d’une matrice.



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
IV. Rangs

A. Pivot de Gauss

Proposition
A et B équivalentes par lignes et par colonnes.
⇐⇒ A et B équivalentes.

Corollaire
Les opérations sur les lignes et les colonnes ne
changent pas le rang d’une matrice.

Démonstration.
A ∼

LC
B =⇒ A ∼ B =⇒ rgA = rgB □



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
IV. Rangs

A. Pivot de Gauss

Proposition
Les opérations élémentaires sur les lignes d’une ma-
trice ne changent pas son noyau.
Les opérations élémentaires sur les colonnes d’une
matrice ne changent pas son image.



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
IV. Rangs

A. Pivot de Gauss

Proposition
Les opérations élémentaires sur les lignes d’une ma-
trice ne changent pas son noyau.
Les opérations élémentaires sur les colonnes d’une
matrice ne changent pas son image.

Démonstration. A ∈Mnp(K)
Pour tout matrice P ∈ GLn(K) :
∀X ∈Mn1(K) AX = 0 ⇐⇒ PAX = 0

Ceci montre que kerA = ker(PA).



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
IV. Rangs

A. Pivot de Gauss

Proposition
Les opérations élémentaires sur les lignes d’une ma-
trice ne changent pas son noyau.
Les opérations élémentaires sur les colonnes d’une
matrice ne changent pas son image.

Démonstration. A ∈Mnp(K)
Pour toute matrice Q ∈ GLp(K) :

Mp1(K) ∼−→ Mp1(K)
X 7−→ QX



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
IV. Rangs

A. Pivot de Gauss

Proposition
Les opérations élémentaires sur les lignes d’une ma-
trice ne changent pas son noyau.
Les opérations élémentaires sur les colonnes d’une
matrice ne changent pas son image.

Démonstration. A ∈Mnp(K)
Pour toute matrice Q ∈ GLp(K) :

imA = {AX | X ∈Mp1(K)}
= {AQX | X ∈Mp1(K)} = im(AQ)

Ceci permet de conclure □
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IV. Rangs
A. Pivot de Gauss
B. Liens entre les différents rangs
C. Propriétés
D. Matrices extraites
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IV. Rangs

B. Liens entre les différents rangs

Exemple 7

A =


2 4 4
1 1 3
4 2 3


f : R3−→R3
x
y
z

 7−→


2x+ 4y+ 4z
x+ y+ 3z

4x+ 2y+ 3z



S :


2x+ 4y+ 4z= c1
x+ y+ 3z= c2

4x+ 2y+ 3z= c3

F=




2
1
4

,


4
1
2

,


4
3
3




Alors rg F = rgA = rgS = rg f
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IV. Rangs

B. Liens entre les différents rangs

Remarque
Le rang d’un système linéaire est le nombre de pivots
du système échelonné réduit qui lui est équivalent.
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IV. Rangs

B. Liens entre les différents rangs

Théorème
A matrice
f application linéaire canoniquement associée à A
S système linéaire AX = B
F famille des colonnes de A

Alors rgA = rg f = rgS = rg F

Démonstration.
Vect (F) = imA = im f

Donc rg F = rgA = rg f
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IV. Rangs

B. Liens entre les différents rangs

Théorème
A matrice
f application linéaire canoniquement associée à A
S système linéaire AX = B
F famille des colonnes de A

Alors rgA = rg f = rgS = rg F

Démonstration.
Vect (F) = imA = im f

Donc rg F = rgA = rg f
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IV. Rangs

B. Liens entre les différents rangs

Démonstration. rgS = rgA
S : AX = B ∼ RX = B′

Soit R échelonnée réduite équivalente par ligne à A.
Alors rgR = rgA.
Soit r = rgS : r est le nombre de pivots de R.
Les colonnes de R engendrent un sev de dimension
r donc rgS = rgA. □



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
IV. Rangs

B. Liens entre les différents rangs

Remarque

rg F = rgA = rgS = rg f

Méthode
Calcul du rang de A : pivot de Gauss.

Rappel : Opérations élémentaires
(Li ← Li + αLj) (Ci ← Ci + αCj)

(Li ← λLi) avec λ ̸= 0 (Ci ← λCi) avec λ ̸= 0

(Li ↔ Lj) (Ci ↔ Cj)
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IV. Rangs

B. Liens entre les différents rangs

Exemple 7 (suite)

A =


2 4 4
1 1 3
4 2 3


f : R3−→R3
x

y
z

 7−→


2x+ 4y+ 4z
x+ y+ 3z

4x+ 2y+ 3z



S :


2x+ 4y+ 4z= c1
x+ y+ 3z= c2

4x+ 2y+ 3z= c3

F=




2
1
4

,


4
1
2

,


4
3
3




Alors rg F = rgA = rgS = rg f = ?
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B. Liens entre les différents rangs

Exemple 7 (suite)

A =


2 4 4
1 1 3
4 2 3


f : R3−→R3
x

y
z

 7−→


2x+ 4y+ 4z
x+ y+ 3z

4x+ 2y+ 3z



S :


2x+ 4y+ 4z= c1
x+ y+ 3z= c2

4x+ 2y+ 3z= c3

F=




2
1
4

,


4
1
2

,


4
3
3




Alors rg F = rgA = rgS = rg f = 3
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IV. Rangs

B. Liens entre les différents rangs

▷ Exercice 10.
Calculer le rang des objets suivants :

F1 =
 6

9

 ,
−2
−3


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IV. Rangs

B. Liens entre les différents rangs

▷ Exercice 10.
Calculer le rang des objets suivants :

M1 =


4 6 3 0
2 2 0 4
3 0 4 1
2 5 0 4


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IV. Rangs

B. Liens entre les différents rangs

▷ Exercice 10.
Calculer le rang des objets suivants :

S :


x − 2y = −1

7x + 3y = 10
2x + 4y = 5
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IV. Rangs

B. Liens entre les différents rangs

▷ Exercice 10.
Calculer le rang des objets suivants :

M2 =


3 2 4
1 2 0
3 2 4
1 3 −1


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IV. Rangs

B. Liens entre les différents rangs

▷ Exercice 10.
Calculer le rang des objets suivants :

F2 =
 i

1 + 2i

 ,
 2 + 3i

1 + 2i


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IV. Rangs

B. Liens entre les différents rangs

▷ Exercice 10.
Calculer le rang des objets suivants :

f : R4 −→ R5


x
y
z
t

 7−→



y + z

x+ t
0

y + z
z + t


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IV. Rangs
A. Pivot de Gauss
B. Liens entre les différents rangs
C. Propriétés
D. Matrices extraites
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IV. Rangs

C. Propriétés

Proposition : Rang maximal
A matrice
f application linéaire canoniquement associée à A
S système linéaire AX = B
F famille des colonnes de A

(i) A est inversible
⇐⇒ (ii) S est un système de Cramer
⇐⇒ (iii) f est un isomorphisme
⇐⇒ (iv) F est une base de Kn
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IV. Rangs

C. Propriétés

Démonstration.
Tous ces objets sont de même rang :

A matrice (n, n)

S système de n équations à n inconnues

f application linéaire Kn → Kn

F famille de n vecteurs de Kn
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IV. Rangs

C. Propriétés

Démonstration.
Tous ces objets sont de même rang :

A matrice (n, n)
rgA = n =⇒ A inversible

S système de n équations à n inconnues
rgS = n =⇒ S de Cramer

f application linéaire Kn → Kn

rg f = n =⇒ f isomorphisme
F famille de n vecteurs de Kn

rg F = n =⇒ F base de Kn □



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
IV. Rangs

C. Propriétés

Remarque
Soit A une matrice carrée de taille (n, n). Alors :

(i) A est inversible
⇐⇒ (ii) rgA = n

⇐⇒ (iii) kerA = {0Kn}
⇐⇒ (iv) imA = Kn

Démonstration.
A inversible ⇐⇒ f isomorphisme □
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rgA = r ⇐⇒ A = PJnprQ
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tP

▶ tQ et tP sont inversibles car P et Q le sont,
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Donc tA est de rang r. □



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
IV. Rangs

C. Propriétés

Rappel

rgA = rg tA

Démonstration.
rgA = r ⇐⇒ A = PJnprQ

⇐⇒ tA = tQ tJnpr
tP

▶ tQ et tP sont inversibles car P et Q le sont,
▶ tJnpr est de rang r ( tJnpr = Jpnr)

Donc tA est de rang r. □



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
IV. Rangs

C. Propriétés

Rappel

rgA = rg tA

Démonstration.
rgA = r ⇐⇒ A = PJnprQ

⇐⇒ tA = tQ tJnpr
tP

▶ tQ et tP sont inversibles car P et Q le sont,
▶ tJnpr est de rang r ( tJnpr = Jpnr)

Donc tA est de rang r. □



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
IV. Rangs

C. Propriétés

Rappel
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Démonstration.
rgA = r ⇐⇒ A = PJnprQ
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C. Propriétés

Rappel

rgA = rg tA

Remarques
(i) rgA = dim (Vect (L1, . . . , Ln))
(ii) La transposition est autorisée dans le calcul du

rang d’une matrice.
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IV. Rangs

D. Matrices extraites

Définition
Soit A ∈Mnp(K).

A = (aij)(i,j)∈I×J avec
I = (1, . . . , n)
J = (1, . . . , p)

On appelle matrice extraite
ou sous-matrice de A une matrice :

A = (aij)(i,j)∈I ′×J ′ avec
I
′ ⊆ I
J ′ ⊆ J

Ceci revient à supprimer des lignes et des colonnes
de A.
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Exemple

A =


1 3 2 0
8 2 5 4
4 1 6 7


Quelles matrices ci-dessous sont extraites de A ?
 3 0

1 7



✓


2
5
6



✓

(1)

✓

(
1 2 0

)

✓

 1 2
8 6



✗

 5
2



✗


1 3 0
8 2 4
4 1 7



✓
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IV. Rangs

D. Matrices extraites

Proposition
Si rgA = r alors toute matrice extraite de A est de
rang inférieur ou égal à r.

Démonstration. On note :
A = (aij)(i,j)∈I×J

A1 = (aij)(i,j)∈I×J ′

A′ = (aij)(i,j)∈I ′×J ′

A1 a moins de colonnes que A donc : rgA1 ⩽ rgA
A′ a moins de lignes que A1 donc : rgA′ ⩽ rgA1

Par transitivité rgA′ ⩽ rgA. □
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Proposition
Une matrice A est de rang r si et seulement si :
▶ Il existe une sous-matrice de A inversible de

taille (r, r).
▶ Pour tout s > r aucune sous-matrice de A de

taille (s, s) n’est inversible.

Ainsi une matrice est de rang r si et seulement si sa
plus grande sous-matrice inversible est de taille (r, r).
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▶ Il existe une sous-matrice de A inversible de
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▶ Pour tout s > r aucune sous-matrice de A de

taille (s, s) n’est inversible.
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D. Matrices extraites

Démonstration. Supposons que : rgA = r

A = (aij)(i,j)∈I×J rgA = r

∃A1 = (aij)(i,j)∈I×J ′ rgA1 = r

∃A′ = (aij)(i,j)∈I ′×J ′ rgA′ = r

A1 : r colonnes de A formant une famille de rang r.
A′ : r lignes de A1 formant une famille de rang r.
A′ est de taille (r, r) et de rang r donc A′ est
inversible.
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D. Matrices extraites

Démonstration. Supposons que : rgA = r

A = (aij)(i,j)∈I×J rgA = r

∃A1 = (aij)(i,j)∈I×J ′ rgA1 = r

∃A′ = (aij)(i,j)∈I ′×J ′ rgA′ = r

A1 : r colonnes de A formant une famille de rang r.
A′ : r lignes de A1 formant une famille de rang r.
A′ est de taille (r, r) et de rang r donc A′ est
inversible.
Il existe une sous-matrice de A inversible de
taille (r, r).
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Démonstration. Supposons que : rgA = r

Soit s > r.
Si une sous-matrice de A de taille (s, s) est
inversible, alors elle est de rang s.
Ce n’est pas possible car c’est une sous-matrice
inversible de A qui est de rang r.
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Démonstration. Supposons que : rgA = r

Soit s > r.
Si une sous-matrice de A de taille (s, s) est
inversible, alors elle est de rang s.
Ce n’est pas possible car c’est une sous-matrice
inversible de A qui est de rang r.
Pour tout s > r aucune sous-matrice de A de
taille (s, s) n’est inversible.



Chapitre B11. Matrices et applications linéaires
IV. Rangs

D. Matrices extraites

Démonstration. Supposons que la plus grande
sous-matrice inversible de A est de taille (r, r).
Toute sous-matrice inversible de A est de rang au
plus rgA. Donc : r ⩽ rgA.
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Démonstration. Supposons que la plus grande
sous-matrice inversible de A est de taille (r, r).
Toute sous-matrice inversible de A est de rang au
plus rgA. Donc : r ⩽ rgA.
Supposons que r < rgA.
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D. Matrices extraites

Démonstration. Supposons que la plus grande
sous-matrice inversible de A est de taille (r, r).
Toute sous-matrice inversible de A est de rang au
plus rgA. Donc : r ⩽ rgA.
Supposons que r < rgA. Soit s = rgA.
D’après la première partie de cette démonstration A
admet une sous-matrice inversible de taille (s, s).
Impossible par hypothèse car s > r

Donc rgA = r. □
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