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Définition

On dit qu'un espace vectoriel est de dimension finie
s'il admet une famille génératrice finie.
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I. Dimension d'un espace vectoriel
A. Définition et existence

Définition
On dit qu'un espace vectoriel est de dimension finie
s'il admet une famille génératrice finie.

Lemme 2
Tout espace vectoriel de dimension finie possede une
base.

Théoreme
Soit E/ un espace vectoriel de dimension finie.
Alors toutes les bases de EF ont méme cardinal.
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A. Définition et existence

Lemme 1

Soit E/ un espace vectoriel de dimension finie
L une famille libre finie de vecteurs de F

G une famille génératrice finie de E.
Alors :

Card(£) < Card(G)
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A. Définition et existence
Lemme 1
Soit E/ un espace vectoriel de dimension finie
L une famille libre finie de vecteurs de F
G une famille génératrice finie de E.

Alors :
Card(L) < Card(G)

Démonstration. Soit m = Card(L), p = Card(G).
On raisonne par I'absurde, en supposant que m > p.
On note :

L= (v1,...,0n) et G = (u1,...,up)
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I. Dimension d'un espace vectoriel
A. Définition et existence

Sous-lemme 1
Soit k un entier tel que 0 < k£ < p — 1. Supposons
que la famille

gk: (vl,...,vk,ukﬂ,...,up)

est génératrice. Alors il est possible d'intervertir les
vecteurs uj1, ..., u, de facon a ce que la famille

gk—|—1 - (Ula cooy Uy Vg1, W42, - - - 7up)

soit génératrice.
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Démonstration du sous-lemme 1.
Gr = (1, ..., Uk, Up+1, - - ., Up) génératrice

Uk+1 = AU1 + 0o+ AU + fp1Uisr + 000+ pply
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Gr = (1, ..., Uk, Up+1, - - ., Up) génératrice

Uk+1 = AU1 + 0o+ AU + fp1Uisr + 000+ pply

L'un des p; est non-nul,
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‘—I. Dimension d'un espace vectoriel
A. Définition et existence

Démonstration du sous-lemme 1.
Gr = (1, ..., Uk, Up+1, - - ., Up) génératrice

Vg1 = AUL + - -+ A\Ug + e 1Upg 1 + -0+ fply

L'un des p; est non-nul, 141 quitte a intervertir.

Upt1 = —m}“ (A1v1 + -+ + Apvp — Vg1
Tk 2Uk42 e ,upup)
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A. Définition et existence
Démonstration du sous-lemme 1.
Gr = (1, ..., Uk, Up+1, - - ., Up) génératrice

Vg1 = AUL + - -+ A\Ug + e 1Upg 1 + -0+ fply
L'un des p; est non-nul, 141 quitte a intervertir.
(Mvr + -+ AUk — Ve
s 2Ukg + -+ fpUp)

Gr C Vect (Gg11)

Vect (Gr) € Vect (Gi11)

E C Vect (Gr11)

FE = Vect (Gi41) O
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A. Définition et existence

Suite de la démonstration du lemme 1.
On a supposé : L = (vy,...,v,) avec m>p

Go = (u1,ug,...,u,) est génératrice

= G = (v1, U, ..., uy) est génératrice

— G, = (v1,v2,...,v,) est génératrice
Upr1 = AU+ - + Ay

Contradiction donc m < p. O
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A. Définition et existence

Définition
On dit qu'un espace vectoriel est de dimension finie
s'il admet une famille génératrice finie.

Lemme 2
Tout espace vectoriel de dimension finie possede une

base.
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I. Dimension d'un espace vectoriel

A. Définition et existence

Lemme 2
Tout ev de dimension finie posséde une base.

Démonstration.

» [ : ev de dimension finie

» N : ensemble des cardinaux de toutes les
familles libres de

» Alors IV est une partie de N non vide et majorée.
» Soit n = Max(N)

» Soit L = (ey,...,e,) libre

» Cette famille est une base de F. U
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Sous-lemme 2
Une famille libre maximale de E est une base de F.
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‘—I. Dimension d'un espace vectoriel
A. Définition et existence

Sous-lemme 2
Une famille libre maximale de E est une base de F.

Démonstration du sous-lemme 2.
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‘—I. Dimension d'un espace vectoriel
A. Définition et existence

Sous-lemme 2
Une famille libre maximale de E est une base de F.

Démonstration du sous-lemme 2.
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Soit E/ un espace vectoriel de dimension finie.
Alors toutes les bases de E¥ ont méme cardinal.
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I. Dimension d'un espace vectoriel

A. Définition et existence

Théoreme
Soit E/ un espace vectoriel de dimension finie.
Alors toutes les bases de E¥ ont méme cardinal.

Définition

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. On
appelle dimension de £ et on note dim E' le cardinal
de ses bases.
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I. Dimension d'un espace vectoriel

A. Définition et existence

Théoreme
Soit E/ un espace vectoriel de dimension finie.
Alors toutes les bases de E¥ ont méme cardinal.

Démonstration. Comme FE est de dimension finie,
alors d'aprés le lemme 2 il posséde une base.

Soit B une base de E  n son cardinal
Soit B une base de E  n/ son cardinal

/N
3\

B libre et B’ génératrice — n

B génératrice et I’ libre =— n/

/N
S

—> N TLI |:|
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‘—I. Dimension d'un espace vectoriel
B

. Exemples

Exemples fondamentaux
(i) dimR" = n
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Exemples fondamentaux
(i) dimR" = n
(ii) dim {0} =0
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Exemples fondamentaux
(i) dimR" = n

(if) dim {0} =0

(i) dimK,[X] =n+1
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Exemples fondamentaux
(i) dimR" = n

(if) dim {0} =0

(i) dimK,[X] =n+1

(iv) dim M,,(K) = np
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Exemples fondamentaux
(i) dimR" = n
(if) dim {0} =0
(i) dimK,[X] =n+1
(iv) dim M,,(K) = np
(v) RIX] RY RE ne sont pas de dimension finie.

V
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Remarque
L'ensemble C est :

» un C-ev de dimension 1,

» un R-ev de dimension 2.
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I. Dimension d'un espace vectoriel

B. Exemples

Remarque
L’'ensemble C est :

» un C-ev de dimension 1, de base (1),

» un R-ev de dimension 2, de base (1,1).
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I. Dimension d'un espace vectoriel
B

. Exemples

Remarque
L’'ensemble C est :

» un C-ev de dimension 1,

» un R-ev de dimension 2.

La dimension d'un K-ev dépend du corps K.
On note dimg £ au lieu de dim F.
Par exemple :

dimc C =1 et dimg C = 2
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‘—I. Dimension d'un espace vectoriel
B

. Exemples

Définitions
Espace vectoriel de dimension 1 : droite vectorielle
Espace vectoriel de dimension 2 : plan vectoriel
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I. Dimension d'un espace vectoriel
B

. Exemples

Exemples
(i) I un intervalle, a fonction continue.

L’ensemble des solutions de :
y'(t) — a(t)y(t) = 0

est une droite vectorielle de C1(I,R).
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I. Dimension d'un espace vectoriel

B. Exemples

Exemples
(i) I un intervalle, a fonction continue.

L’ensemble des solutions de :
y'(t) — a(t)y(t) = 0
est une droite vectorielle de C1(I,R).
En effet :

So={\yo | A € R} = Vect (yo)
ol yo(t) = e avec A une primitive de a.

La fonction gy est bien non-nulle.
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Exemples
(ii) (a,b,c) € R* x R?
L’ensemble des solutions de :
ay” (t) + by (t) + cy(t) =0
est un plan vectoriel de C*(R,R).
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Exemples
(ii) (a,b,c) € R* x R?

L'ensemble des solutions de :

ay” (t) + by (t) + cy(t) =0
est un plan vectoriel de C*°(R,R). En effet :
So = {ay1 + Byz | (o, B) € R*} = Vect (y1, y2)
ou selon les cas :
yi(t) = et yo(t) = et

La famille (y1,y2) est libre.
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Exemples
(ii) (a,b,c) € R* x R?

L’ensemble des solutions de :

ay” (t) + by (t) + cy(t) =0
est un plan vectoriel de C*°(R,R). En effet :
So = {ay1 + Byz | (o, B) € R*} = Vect (y1, y2)
ou selon les cas :
y1 () = et Yo(t) = te!

La famille (y1,y2) est libre.
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Exemples
(ii) (a,b,c) € R* x R?
L'ensemble des solutions de :
ay” (t) + by (t) + cy(t) =0
est un plan vectoriel de C*°(R,R). En effet :
So = {ay1 + Byz | (o, B) € R*} = Vect (y1, y2)
ou selon les cas :

y1(t) = e cosvt 1y(t) = e sin vt

La famille (y1,y2) est libre.
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I. Dimension d'un espace vectoriel

Exemples
(iii) (a,b,c) € K* x K2
L'ensemble des suites telles que :
Vn e N AUpto + by 1 + cu, =0

est un plan vectoriel de KV.
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I. Dimension d'un espace vectoriel

B. Exemples

Exemples
(iii) (a,b,c) € K* x K2
L'ensemble des suites telles que :
Vn e N AUpto + by 1 + cu, =0
est un plan vectoriel de KN. En effet :
S={a(va) + B(wn) | (a,B) € R?}
= Vect ((vy,), (wy))

N o _ n _ n
ou selon lescas: v, =A] et w, =\,

La famille ((v,), (w,)) est libre.
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I. Dimension d'un espace vectoriel

B. Exemples

Exemples
(iii) (a,b,c) € K* x K2
L'ensemble des suites telles que :
Vn e N AUpto + by 1 + cu, =0
est un plan vectoriel de KN. En effet :
S={a(va) + B(wn) | (a,B) € R?}
= Vect ((vy,), (wy))

ouselonlescas: v, =X; et w,=n\

La famille ((v,), (w,)) est libre.
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I. Dimension d'un espace vectoriel

Proposition (dimension d’un produit)
Soit I/ et F' deux K-espace vectoriel.

Si I/ et F sont de dimensions finies alors E x F est
de dimension finie, et :

dim (E x F) = dim F + dim F’
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I. Dimension d'un espace vectoriel

B. Exemples

Proposition (dimension d’un produit)
Si E et F' sont de dimensions finies alors £ x I’ est
de dimension finie, et :

dim (E x F) = dim F 4+ dim F’

Exemple
[l existe un isomorphisme naturel :
R" x RP —
((@1,0sTn)s (Y1, Yp))
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I. Dimension d'un espace vectoriel

B. Exemples

Proposition (dimension d’un produit)
Si E et F' sont de dimensions finies alors £ x I’ est
de dimension finie, et :

dim (E x F) = dim F 4+ dim F’

Exemple
[l existe un isomorphisme naturel :
R" x RP — R
(1505 ), (Y150 p)) 2 (331, e T, Y1, .- 7yp>
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I. Dimension d'un espace vectoriel

B. Exemples

Proposition (dimension d’un produit)
Si E et F' sont de dimensions finies alors £ x I’ est
de dimension finie, et :

dim (E x F) = dim F 4+ dim F’

Exemple
R" x R? —3 R
(1500 ), (Y1,58p)) (xh R PR A 7yp)

Un isomorphisme conserve la dimension donc :

dim (R" x R?) = n + p = dimR" + dim R?
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Démonstration. dim (F x F) = dim F + dim F
(é1,...,6,) base de
(fi,...,fp) basede F
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‘—I. Dimension d'un espace vectoriel

B. Exemples

Démonstration. dim (F x F) = dim F + dim F
(é1,...,6,) base de
(fi,...,fp) basede F

On rappelle :
ExF={(u,v)|ueFE veF}
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‘—I. Dimension d'un espace vectoriel

B. Exemples

Démonstration. dim (F x F) = dim F + dim F
(é1,...,6,) base de
(fi,...,fp) basede F

V(u,v) € Ex F
(U,U) = (zn:Alez, zp:,u]f])
i=1 7=1
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Démonstration. dim (F x F) = dim F + dim F
(é1,...,6,) base de
(fi,...,fp) basede F

V(u,v) € E X F
(00) = (S S
=1 j=1

(Xn:&'ei, OF) + (OE, *ijllujfj)
j=

i=1
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Démonstration. dim (F x F) = dim F + dim F
(é1,...,6,) base de
(fi,...,fp) basede F

V(u,v) € Ex F
(0:0) = (e Zuyfy)

- (ZA ez,oF) + (OE, iujfj)

= f:l)\i(ei,OF) + Zp:lﬂija fi)
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Démonstration. dim (£ x F)) = dim F + dim F°
(é1,...,6,) base de
(fi,...,fp) basede F

V(u,v) € E X F

n

(u,0) = S Ailer, OF) + iujmm )

=1

La famille
((e1,0p), ..., (en,0p), (0g, f1),--..(08, f,))

est génératrice de £/ x F..
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‘—I. Dimension d'un espace vectoriel

B. Exemples

Démonstration. dim (F x F) = dim F + dim F
(é1,...,6,) base de
(fi,...,fp) basede F

n p

> Ailes, 0p) + Zlﬂj(OE, fi) = 0gxr
iz

1=1
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‘—I. Dimension d'un espace vectoriel

B. Exemples

Démonstration. dim (F x F) = dim F + dim F
(é1,...,6,) base de
(fi,...,fp) basede F

n p
Ai(ei, 0p) + > 1i(0g, fj) = Opxr
= =1

1=

— (zn:l/\iei, iujfj) = (OE, OF)
1= 7=



Chapitre B10. Dimension

Démonstration. dim (£ x F)) = dim F + dim F°
(é1,...,€6,) basede E
(fi,...,fp) basede F

n 'Y
> i€, 0p) + > 150, f5) = Opxr
i=1 =1

— (Zn:l&'@i, Zp:lﬂjfj) = (0g,0p)

n p
— Ne; = 0g et Z,ujfj =0p
— =

=1
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Démonstration. dim (£ x F)) = dim F + dim F°
(é1,...,€6,) basede E
(fi,...,fp) basede F

n

1=

p
Ai(ei, 0r) + > 1j(0g, fj) = Opxr
1 =1

— (Zn:l&'@i, Zp:lﬂjfj) = (0g,0p)

n p
— Ne; = 0g et Z,ujfj =0p
i=1 =1

:>)\1:':)\n:/11:':,up:0K
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Démonstration. dim (F x F) = dim F + dim F
(é1,...,6,) base de
(fi,...,fp) basede F

n p
Ai(ei, 0p) + > 1i(0g, fj) = Opxr
= =1

i= j=

La famille

((61, OF), ey (en, OF), (OE, fl), . .- ,(OE, fp)>

est libre.
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Démonstration. dim (F x F) = dim F + dim F
(é1,...,6,) base de
(fi,...,fp) basede F

La famille

((el, 0r),...,(en,0r), (Og, f1),....(0g, fp)>

est libre et génératrice de £ x F'.
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Démonstration. dim (F x F) = dim F + dim F
(é1,...,6,) base de
(fi,...,fp) basede F

La famille

((el, 0r),...,(en,0r), (Og, f1),....(0g, fp)>

est libre et génératrice de £ x F'.

C’est donc une base de F x F'.
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‘—I. Dimension d'un espace vectoriel

B. Exemples

Démonstration. dim (F x F) = dim F + dim F
(é1,...,6,) base de
(fi,...,fp) basede F

La famille
((e1,0p), ..., (en,0p), (0g, f1),--..(0p, fp))
est libre et génératrice de £ x F'.
C'est donc une base de F/ x F.
Elle contient n 4+ p éléments, donc :

dim(Ex F)=n-+p O
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I. Dimension d'un espace vectoriel

B. Exemples

Proposition (produit fini d’ev)
E,, ..., E, famille de p ev de dimensions finies.

Alors leur produit est de dimension finie et :
dim (Ey X --- x BEp) =dim E; + -+ -+ dim E,
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I. Dimension d'un espace vectoriel

B. Exemples

Proposition (produit fini d’ev)
E,, ..., E, famille de p ev de dimensions finies.

Alors leur produit est de dimension finie et :
dim (Ey X --- x BEp) =dim E; + -+ -+ dim E,

Démonstration. Par récurrence sur p, car :

Eyx- - xEy=FE x---xE)xE+ O
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I. Dimension d'un espace vectoriel

B. Exemples

Proposition (produit fini d’ev)
E,, ..., E, famille de p ev de dimensions finies.

Alors leur produit est de dimension finie et :
dim (Ey X -+ x BEp) =dim E; 4+ --- + dim E,

Corollaire
E espace vectoriel de dimension finie, p € N.

Alors EP est de dimension finie, et :
dim(E?) = pdim £
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I. Dimension d'un espace vectoriel

B. Exemples

Corollaire
E' espace vectoriel de dimension finie, p € N.

Alors EP est de dimension finie, et :

dim(E?) = pdim E

Exemple

dimK =1 donc dim K" =n
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I. Dimension d'un espace vectoriel

C. Théorémes

Théoreme
E espace vectoriel de dimension finie n.

(i) Toute famille génératrice posséde au moins n
éléments.

(ii) Toute famille libre posséde au plus n éléments.
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I. Dimension d'un espace vectoriel
C

. Théoremes

Théoreme
E espace vectoriel de dimension finie n.

(i) Toute famille génératrice posséde au moins n
éléments.

(ii) Toute famille libre posséde au plus n éléments.

(iii) Si G est une famille génératrice possédant n
éléments alors G est une base.

(iv) Si L est une famille libre possédant n éléments
alors L est une base.
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‘—I. Dimension d'un espace vectoriel
C. Théorémes

Remarque
En d’autres termes :

Toute famille génératrice minimale est une base.
Toute famille libre maximale est une base.
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C. Théorémes
Théoréeme
(i) Toute famille génératrice posseéde au moins n
éléments.

(ii) Toute famille libre posséde au plus n éléments.

Démonstration. Soit B une base de F.
(i) G génératrice, B libre = Card B <
(ii) L libre, B génératrice = Card L <

ard G

C
Card B
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I. Dimension d'un espace vectoriel

C. Théorémes

Théoreme
(i) Si G est une famille génératrice possédant n
éléments alors G est une base.

Démonstration. Soit B une base de E.

(iii) G génératrice de cardinal n.
Si G est liée alors I'un de ses éléments est
combinaison linéaire des autres, donc G privée
de cet élément est génératrice.
Impossible car elle est de cardinal n — 1.
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I. Dimension d'un espace vectoriel
C. Théorémes

Théoreme
(iv) Si L est une famille libre possédant n éléments
alors L est une base.

Démonstration. Soit B une base de E.

(iv) L libre de cardinal n.
Sous-lemme 2 : L est une base de F. O
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‘—I. Dimension d'un espace vectoriel

C. Théorémes

Exemple 1

(i) ur=(2,1) wup=(1,2)
B = (u1,us) est une base de R?.
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Exemple 1

(i) ur=(2,1) wup=(1,2)
B = (u1,us) est une base de R?.

(ii) ((X—S)k’ k= 0n> : base de R,,[X]
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Exemple 1

(i) ur=(2,1) wup=(1,2)
B = (u1,us) est une base de R?.

(ii) ((X—S)k’ k= On) : base de R,,[X]

(iii) RN n’est pas de dimension finie.




Chapitre B10. Dimension

‘—I. Dimension d'un espace vectoriel
C. Théorémes

Théoréeme de la base extraite
De toute famille génératrice finie d'un espace vecto-
riel on peut extraire une base.
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I. Dimension d'un espace vectoriel

C. Théorémes

Théoréeme de la base extraite
De toute famille génératrice finie d'un espace vecto-
riel on peut extraire une base.

Démonstration.

Si une famille génératrice finie n’est pas libre, alors
un de ses éléments est combinaison linéaire des
autres, donc la famille privée de cet élément reste
génératrice.

On peut retirer des éléments tant que la famille est
liée, elle reste génératrice. On obtient finalement
une famille libre et génératrice, donc une base. [
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I. Dimension d'un espace vectoriel
C. Théorémes

Théoréeme de la base extraite
De toute famille génératrice finie d'un espace vecto-
riel on peut extraire une base.

Théoreme de la base incompléete
Toute famille libre d'un espace vectoriel de dimension
finie peut étre complétée en une base.
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I. Dimension d'un espace vectoriel

C. Théorémes

Théoréeme de la base extraite
De toute famille génératrice finie d'un espace vecto-
riel on peut extraire une base.

Théoreme de la base incompléete
Toute famille libre d'un espace vectoriel de dimension
finie peut étre complétée en une base.

Démonstration. On utilise la méthode de la
démonstration du lemme 1 avec en particulier le
sous-lemme 1.
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I. Dimension d'un espace vectoriel
C. Théorémes

Démonstration du théoréme de la base incomplete.

L= (vi,...,vy) libre B = (u1,us,...,u,) base
B = (ui,us,...,u,) est génératrice

= By = (vi,us,...,up,) est génératrice

= B, = (v1,..,Um, Umt1,---,Uy,) est génératrice
Card B,, = n donc B,,, est une base de FE. ]
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I. Dimension d'un espace vectoriel
C. Théorémes

Théoreme de la base extraite
De toute famille génératrice finie d'un espace vecto-
riel on peut extraire une base.

Théoreme de la base incompléete
Toute famille libre d'un espace vectoriel de dimension
finie peut étre complétée en une base.

Remarque

De plus, la famille libre peut étre complétée en choi-
sissant des vecteurs dans une famille génératrice
donnée.
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II. Dimension et sous-espaces vectoriels
A. Dimension d'un sous-espace vectoriel
B. Sous-espaces supplémentaires
C. Dimension d'une somme de deux sous-espaces vectoriels
D. Rang d'une famille de vecteurs
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I1. Dimension et sous-espaces vectoriels

A. Dimension d'un sous-espace vectoriel
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II. Dimension et sous-espaces vectoriels
A

. Dimension d'un sous-espace vectoriel

Théoreme

Soit F' un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel
E de dimension finie. Alors :

(i) F est de dimension finie

(i) dim F < dim F




Chapitre B10. Dimension

II. Dimension et sous-espaces vectoriels
A

. Dimension d'un sous-espace vectoriel

Théoreme
Soit F' un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel
E de dimension finie. Alors :

(i) F est de dimension finie
(i) dim F < dim F
(i) dim F =dimFE <= F=F
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‘—II. Dimension et sous-espaces vectoriels
A

. Dimension d'un sous-espace vectoriel

Démonstration. Soit n = dim F.
» N = {cardinaux des familles libres de F'}
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‘—II. Dimension et sous-espaces vectoriels
A

. Dimension d'un sous-espace vectoriel

Démonstration. Soit n = dim F.
» N = {cardinaux des familles libres de F'}

» N est une partie de N non-vide majorée.




Chapitre B10. Dimension

‘—II. Dimension et sous-espaces vectoriels
A

. Dimension d'un sous-espace vectoriel

Démonstration. Soit n = dim F.
» N = {cardinaux des familles libres de F'}

» N est une partie de N non-vide majorée.

» Soit p = max N. Alors p < n.
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A. Dimension d'un sous-espace vectoriel
s . . .
Démonstration. Soit n = dim E.

» N = {cardinaux des familles libres de F'}

» N est une partie de N non-vide majorée.

» Soit p = max N. Alors p < n.

» Toute famille libre de I’ de cardinal p est
génératrice (sous-lemme 2).

» Donc F' est de dimension p et p < n.
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II. Dimension et sous-espaces vectoriels

A. Dimension d'un sous-espace vectoriel

Démonstration. Soit n = dim F.
» N = {cardinaux des familles libres de F'}

» N est une partie de N non-vide majorée.

» Soit p = max N. Alors p < n.

» Toute famille libre de I’ de cardinal p est
génératrice (sous-lemme 2).

» Donc F' est de dimension p et p < n.

» De plus F' est de dimension finie.
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‘—II. Dimension et sous-espaces vectoriels
A

. Dimension d'un sous-espace vectoriel

Suite de la démonstration.
dimF =dimF <+— F=F

Si E' = F alors leurs dimensions sont égales : n = p.



Chapitre B10. Dimension
A. Dimension d'un sous-espace vectoriel
Suite de la démonstration.
dimF =dimlbF <+<— F=F

Soit F' un sous-espace vectoriel de E tel que
dim F' = dim F.
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A. Dimension d'un sous-espace vectoriel
Suite de la démonstration.
dimF =dimlbF <+<— F=F

Soit F' un sous-espace vectoriel de E tel que
dim F' = dim F.

Soit B une base F'.

Alors B est une famille libre d’éléments de FE.

Donc B est une base de F.

Donc Vect (B) = E puis £ = F. O
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‘—II. Dimension et sous-espaces vectoriels
A

. Dimension d'un sous-espace vectoriel

Corollaire
FCd
dim F' = dim G
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II. Dimension et sous-espaces vectoriels
A. Dimension d'un sous-espace vectoriel

> Exercice 1.
Soit F = R3 et F' = Vect (uy, us) avec :
uy = (3,10, 10) us = (6,7,—6)
Soit G = {(z,y,2) € E | 10z — 6y + 3z = 0}.
a. Donner la dimension de F' est démontrer qu'il
est inclus dans G.

b. Justifier que G ne peut étre de dimension 3 et
en déduire que F' = G.
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I1. Dimension et sous-espaces vectoriels

B. Sous-espaces supplémentaires
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II. Dimension et sous-espaces vectoriels
B

. Sous-espaces supplémentaires

Théoreme

Soit E/ un espace vectoriel de dimension finie.

(i) Soit F' un sous-espace vectoriel de F.
Alors il existe un sous-espace vectoriel G
supplémentaire de F'.
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II. Dimension et sous-espaces vectoriels
B

. Sous-espaces supplémentaires

Théoréme (suite)

(ii) Soit F' et G deux sous-espaces supplémentaires
dans FE, soit (ug,...,u;) une base de F,
(v1,...,vp) une base de G.

Alors la famille B = (u1, ..., Upm, v1,...,vp) est
une base de E£.
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II. Dimension et sous-espaces vectoriels
B

. Sous-espaces supplémentaires

Théoréme (suite)

(ii) Soit F' et G deux sous-espaces supplémentaires
dans FE, soit (ug,...,u;) une base de F,
(v1,...,vp) une base de G.

Alors la famille B = (u1, ..., Upm, v1,...,vp) est
une base de E£.

Définition
La base B = (u1,...,Up,v1,...,V,) est adaptée a
la somme directe £ = FF & G.
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II. Dimension et sous-espaces vectoriels

B. Sous-espaces supplémentaires
Théoréme (suite)

(iii) Soit F' et G deux sous-espaces supplémentaires
de E. Alors :

dim £ = dim F' + dim G

(iv) Soit I et G deux sous-espaces vectoriels de £
tels que :

dimF =dim F+dimG e FNG={0g}

Alors I' et GG sont supplémentaires.
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B. Sous-espaces supplémentaires
Démonstration.
(i) Tout sev admet un supplémentaire

Soit I’ un sous-espace vectoriel de E. Alors F

admet une base.

Soit (u1, ..., uy) une base de F. Cette famille est

libre donc d’aprés le théoreme de la base incomplete

elle peut étre complétée en une base
B=(ui,...,un,vi,...,v,) de E.

On pose G = Vect (v1, ..., v,).
Alors E = F © G :
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‘—II. Dimension et sous-espaces vectoriels
B

. Sous-espaces supplémentaires

Démonstration.
(i) Tout sev admet un supplémentaire

Alors E=F & G :
F + G = Vect (uy, ..., up) + Vect (v, ..., vp)
= Vect ((u1, ..., Up) U (vi,...,0p))

= Vect (w1, ..., Upn, V1, ..., 0p)

=F
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B. Sous-espaces supplémentaires
Démonstration.
(i) Tout sev admet un supplémentaire

Alors F = F @G

Siue FNG alors
u:>\1u1+"'+>\mum:M1U1+°"+MpUp

Donc

)\1U1+---+)\mum+(—,u1)v1+---+(—,up)vp: OE

B est libre donc les A; et les j1; sont nuls, et u = Op.
Ceci montre que F NG = {0g}.
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B. Sous-espaces supplémentaires
Démonstration.
(i) Tout sev admet un supplémentaire

Alors E=F & G :

E=F+dG et FNG={0g}
donc
E=F&adG U
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‘—II. Dimension et sous-espaces vectoriels
B

. Sous-espaces supplémentaires

Suite de la démonstration.

(i) E=F&dG

(ui,...,u,) base de F' (vy,...,v,) base de G
Alors B = (uy, ..., Upy,v1,...,v,) base de E.

Mg + -+ 4 A + a1 + -+ 4 vy = Op
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‘—II. Dimension et sous-espaces vectoriels

B. Sous-espaces supplémentaires

Suite de la démonstration.

(i) E=F&dG

(ui,...,u,) base de F' (vy,...,v,) base de G
Alors B = (uy, ..., Upy,v1,...,v,) base de E.

Mg + -+ 4 A + a1 + -+ 4 vy = Op

= AU+ AUy, = — 01— — LUy
eFr eG
FNG ={0g} et les familles (u;) et (v;) sont libres.
Donc les \; et les j1; sont nuls, et B est libre.
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‘—II. Dimension et sous-espaces vectoriels
B

. Sous-espaces supplémentaires

Suite de la démonstration.

(i) E=F&dG

(ui,...,u,) base de F' (vy,...,v,) base de G
Alors B = (uy, ..., Upy,v1,...,v,) base de E.

Soit w € F.
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‘—II. Dimension et sous-espaces vectoriels
B

. Sous-espaces supplémentaires

Suite de la démonstration.

(i) E=F&dG

(ui,...,u,) base de F' (vy,...,v,) base de G
Alors B = (uy, ..., Upy,v1,...,v,) base de E.

Soit w € E.
m P
w=u+v=>3 Nu; + Y v
i=1 j=1

B est génératrice de F, et finalement c'est une base
de F. ]
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‘—II. Dimension et sous-espaces vectoriels
B

. Sous-espaces supplémentaires

Suite de la démonstration.

(i) E=F&dG

(ui,...,u,) base de F' (vy,...,v,) base de G
Alors B = (uy, ..., Upy,v1,...,v,) base de E.

(i) De plus dim £ = dim F' + dim G.

Ce point est conséquence du précédent. ]
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‘—II. Dimension et sous-espaces vectoriels

B. Sous-espaces supplémentaires

Suite de la démonstration.
(iv)dimE =dim F +dimG et FNG={0g}
— FE=F&d

Par théoreme :
E=F+GetFNG={0p} <— E=FaG
Il suffit donc de démontrer que £ = F + G.
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‘—II. Dimension et sous-espaces vectoriels

B. Sous-espaces supplémentaires

Suite de la démonstration.
(iv)dimE =dim F +dimG et FNG={0g}
— FE=F&d

Soit FF=F+(@

Alors E' = F & G car FNG={0g}
donc dim £ =dim £ d'apres (iii)
or E CF

donc E=F =F &G par théoréme. O



Chapitre B10. Dimension

II. Dimension et sous-espaces vectoriels
B

. Sous-espaces supplémentaires

Corollaire
(Caractérisation de la somme directe)

Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels d'un espace
vectoriel £/ de dimension finie. Alors

FNG={0p

E=FoG <+ , . .
dim FF +dim G = dim F
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B. Sous-espaces supplémentaires
Corollaire
(Caractérisation de la somme directe)

Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels d'un espace
vectoriel £/ de dimension finie. Alors

FNG ={05)

E=FoG <+ . . .
dim FF +dim G = dim F

Remarque
I un sous-espace vectoriel de £ de dimension finie.

Alors tous les supplémentaires de F' ont la méme
dimension : dim £ — dim F'.
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II. Dimension et sous-espaces vectoriels
B

. Sous-espaces supplémentaires

Lemme
> (U, ..y Uy U1, - - -, Up) Tamille libre
> F = Vect (uq,...,Upy)
> G = Vect (Upmi1, .-, Up)

Alors F' et G sont en somme directe.
(ie., FNG ={0g})
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B. Sous-espaces supplémentaires

Démonstration.

(U1, oy Uy Uty - - - up) Famille libre

F = Vect (uy,...,up) G = Vect (Ups1, ..., Up)
Alors F' et (G sont en somme directe.

Soit u € FNG. Alors :

U= AU+ -+ Aplp = A1 U1 + -0+ )\pup
Par soustraction :
)\1U1 + -+ )\mum - )\m+1um+1 - )\pup =0g

(u1,...,u,) est libre donc tous les \; sont nuls.
Ainsi u = 0p puis F NG = {0g}, O
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II. Dimension et sous-espaces vectoriels
B

. Sous-espaces supplémentaires

Théoreme de la base adaptée

> (Up, ..oy Uy Ui 1, - - - 5 Upy) base
> F = Vect (uq, ..., Up)

» G = Vect (U1, - -, Up)

Alors

» (uq,...,u,) est une base de F
» (Upi1,---,Upy) est une base de G
>» E=F®d
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B. Sous-espaces supplémentaires
Démonstration.
(U1, .oy Uy Ui, - - -, Uy ) base de E

F = Vect (uy, ..., up) G = Vect (Upmat, - Uy)

Alors » (ug,...,u,) est une base de F’
> (Ui, ---,U,) €st une base de G
» E=F®d
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B. Sous-espaces supplémentaires
Démonstration.
(U1, .oy Uy Ui, - - -, Uy ) base de E

F = Vect (uy, ..., Up) G = Vect (Upt1, .-, Up)
Alors » (ug,...,u,) est une base de F’

>

>

La famille (ug,...,u;) est incluse dans la base
(u1,...,uy,) donc elle est libre.

Comme F' = Vect (uy,...,uy,) alors elle est
génératrice de F'.

Donc c'est une base de F'.
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B. Sous-espaces supplémentaires
Démonstration.
(U1, .oy Uy Ui, - - -, Uy ) base de E
F = Vect (uy, ..., Up) G = Vect (Upt1, .-, Up)

Alors »
> (Ui, ---,U,) €st une base de G

>

De méme (11, .- -, uy,) est une base de G.
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‘—II. Dimension et sous-espaces vectoriels
B. Sous-espaces supplémentaires

Démonstration.

(U1, .oy Uy Ui, - - -, Uy ) base de E
F = Vect (uy, ..., Up) G = Vect (Upt1, .-, Up)
Alors »

» E=F®dG

Comme la famille (ug,...,u,) est une base de
alors tout élément de E s'écrit comme combinaison
linéaire de ses éléments, donc comme somme d'un
élément de F' et d'un élément de G.

Ceci montre que £ = F + G.
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‘—II. Dimension et sous-espaces vectoriels
B

. Sous-espaces supplémentaires

Démonstration.

(U1, .oy Uy Ui, - - -, Uy ) base de E

F = Vect (uy, ..., Up) G = Vect (Upt1, .-, Up)
Alors »

>

» E=F®d

D’aprés le lemme précédent F' et G sont en somme
directe.

Donc F=F&ddG O]
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II. Dimension et sous-espaces vectoriels
B

. Sous-espaces supplémentaires

Théoréeme de la base adaptée
> (Up, ..oy Uy Ui 1, - - - 5 Up) base
> F = Vect (uq,...,Upy)

> G = Vect (Upi1,- .-, Up)
Alors
» (up,...,u,) est une base de F

» (Uptt,--.,Uy,) est une base de G

» E=F&G

Remarque

La base (ui,...,Um, Uni1,.--,U,) de E est dite

adaptée a la somme directe £ = F & G.
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‘—II. Dimension et sous-espaces vectoriels
B

. Sous-espaces supplémentaires

Résumé
» Tout sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel
de dimension finie admet un supplémentaire.
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II. Dimension et sous-espaces vectoriels
B

. Sous-espaces supplémentaires

Résumé
» Tout sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel
de dimension finie admet un supplémentaire.

> £ =F &G sietseulementsi FNG = {0g} et
dim F' + dim G = dim E.
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II. Dimension et sous-espaces vectoriels
B

. Sous-espaces supplémentaires

Résumé
» Tout sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel
de dimension finie admet un supplémentaire.

> £ =F &G sietseulementsi FNG = {0g} et
dim F' +dim G = dim E.

» Si £ = F & G alors I'union d'une base de F' et
d'une base de G forme une base de F.




Chapitre B10. Dimension

II. Dimension et sous-espaces vectoriels
B

. Sous-espaces supplémentaires

Résumé
» Tout sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel
de dimension finie admet un supplémentaire.

> £ =F &G sietseulementsi FNG = {0g} et
dim F' +dim G = dim E.

» Si £ = F & G alors I'union d'une base de F' et
d'une base de G forme une base de E.

» En séparant une base de E/ en deux parties on
obtient deux sev supplémentaires.
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II. Dimension et sous-espaces vectoriels
B

. Sous-espaces supplémentaires

Résumé
» Tout sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel
de dimension finie admet un supplémentaire.

> £ =F &G sietseulementsi FNG = {0g} et
dim F' +dim G = dim E.

» Si £ = F & G alors I'union d'une base de F' et
d'une base de G forme une base de E.

» En séparant une base de E en deux parties on
obtient deux sev supplémentaires.
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I1. Dimension et sous-espaces vectoriels

C. Dimension d'une somme de deux

sous-espaces vectoriels
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‘—II. Dimension et sous-espaces vectoriels
C

. Dimension d'une somme de deux sous-espaces vectoriels

Rappel
Soit A et B deux ensembles finis. Alors :

Card(AU B) =
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‘—II. Dimension et sous-espaces vectoriels
C

. Dimension d'une somme de deux sous-espaces vectoriels

Rappel
Soit A et B deux ensembles finis. Alors :

Card(AU B) = Card A + Card B — Card(AN B)
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‘—II. Dimension et sous-espaces vectoriels
C

. Dimension d'une somme de deux sous-espaces vectoriels

Théoréeme (Formule de Grassmann)

F', G sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E/
de dimension finie.

dim(F + G) = dim F + dim G — dim(F N G)

Démonstration.
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‘—II. Dimension et sous-espaces vectoriels
C

. Dimension d'une somme de deux sous-espaces vectoriels

Théoréeme (Formule de Grassmann)

F', G sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E/
de dimension finie.

dim(F + G) = dim F + dim G — dim(F N G)

Démonstration.
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I1. Dimension et sous-espaces vectoriels

D. Rang d'une famille de vecteurs
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II. Dimension et sous-espaces vectoriels
D

. Rang d’une famille de vecteurs

Définition
F = (uy,...,u,) famille de vecteurs

Le rang de F est la dimension du sous-espace vecto-
riel qu'elle engendre.

rg F = dim (Vect (F))
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Exemple 2
E=R*
F = ((1, 17 07 0)7 (27 1a 17 )7 (O? _1’ 17 1))
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II. Dimension et sous-espaces vectoriels
D

. Rang d’une famille de vecteurs

Proposition
F : famille de p vecteurs de E' de dimension n.

(i) r1g F <p

(i) tg F < n
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II. Dimension et sous-espaces vectoriels
D

. Rang d’une famille de vecteurs
Proposition
F : famille de p vecteurs de E' de dimension n.

(i) rg F <p
rgf=p <= F libre
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II. Dimension et sous-espaces vectoriels
D

Proposition
F : famille de p vecteurs de E' de dimension n.
(i)rg F <p
rgf=p <= F libre
(i) tg F < n
rgf=n <= F génératrice de &
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D. Rang d'une famille de vecteurs
Proposition
F : famille de p vecteurs de E' de dimension n.
(i)rg F <p
rgf=p <= F libre
(i) tg F < n
rgf =n <= F génératrice de I

Corollaire
JF : famille de n vecteurs de E de dimension n.

rgF=n <= F basede I/
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D. Rang d'une famille de vecteurs
Démonstration. On note F' = Vect (F).
(i) rg F <p
rgf=p <= F libre
F est génératrice de F' donc dim F' < Card F puis
rg F < p.
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D. Rang d'une famille de vecteurs
Démonstration. On note F' = Vect (F).
(i) rg F <
rgf=p <= F libre
F est generatrlce de F' donc dim F' < Card F puis
rg F <

Si rg]—" = p alors F est génératrice de F' de cardinal
p = dim F', donc F est une base de F'.

Elle est donc libre.

Réciproquement si F est libre alors elle est une base
de F' donc rg F = dim F' = Card F = p. O]
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D. Rang d'une famille de vecteurs
Démonstration. On note F' = Vect (F).
(i) rg F <n
rgf=n <= F génératrice de I

Comme F' est un sous-espace vectoriel de E alors
dim F' < dim F, donc rg F < n.
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D. Rang d'une famille de vecteurs
Démonstration. On note F' = Vect (F).
(i) rg F <n
rgf=n <= F génératrice de I

Comme F' est un sous-espace vectoriel de E alors
dim F' < dim F, donc rg F < n.

Le rang de F est égal a n si et seulement si
dim F' = dim F, ce qui équivaut a F' = E puisque
FCE.

Or F' = FE ssi F est génératrice de F. [l
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D. Rang d'une famille de vecteurs

> Exercice 2.
E =R*
Déterminer le rang des familles suivantes :

(
(

1,0,0,0),(0,0,1,1),(0,0,0,1))

(
(1,0,0,0),(1,1,0,0),(1,1,1,0),(0,1,1,0))

%]

((
((

NI
I

1,0,0,0),...... ,(n,0,0,0)) n € N*
1,0,0,0),(2,1,0,0),(3,2,1,0), (4,3,2,1),
(5,4,3,2))
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III. Applications linéaires en dimension finie
A. Image d'une base
B. Rang d'une application linéaire
C. Isomorphismes en dimension finie
D. Théoréme du rang
E. Application aux hyperplans
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ITI. Applications linéaires en dimension finie

A. Image d'une base
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III. Applications linéaires en dimension finie
A

. Image d'une base

Remarque

Si

» f: E — F linéaire

» G = (uy,...,up) est génératrice de £

Alors :
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III. Applications linéaires en dimension finie

A. Image d'une base

Remarque

Si

» f: E — F linéaire

» G = (uy,...,up) est génératrice de £
Alors :

> f(G) = (f(w),..., f(uy)) est une famille de

vecteurs de F'.

» im f = Vect (f(G))
ie., f(G) est génératrice de im f.




Chapitre B10. Dimension

III. Applications linéaires en dimension finie
A

. Image d'une base

Remarque
Si
» f: E — F linéaire

» G = (uy,...,up) est génératrice de £

Alors f(G) est génératrice de im f.

Démonstration.
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A

. Image d'une base

Remarque
Si
» f: E — F linéaire

» G = (uy,...,up) est génératrice de £

Alors f(G) est génératrice de im f.

Démonstration.
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A

. Image d'une base

Remarque

En particulier, si :

» f: E — F linéaire

» B=(eq,...,e,) est une base de F
Alors f(B) est génératrice de im f.
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A. Image d'une base

Proposition (Image d’une base)
f: E — F linéaire B base de E

(i) f(B) libre <= f injective
(ii) f(B) génératrice de F' <= f surjective
(iii) f(B) base de F <= f bijective
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III. Applications linéaires en dimension finie

A. Image d'une base

Proposition (Image d’une base)
f: E — F linéaire B base de E

(i) f(B) libre <= f injective
(ii) f(B) génératrice de F' <= f surjective
(i) f(B) base de F <= f bijective
Remarque

Ainsi un isomorphisme envoie une base sur une base.
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A. Image d'une base

Proposition (Image d’une base)
f: E — F linéaire B base de E

(i) f(B) libre <= f injective
(ii) f(B) génératrice de F' <= f surjective
(iii) f(B) base de F <= f bijective

Démonstration.
(ii) car im f = Vect (f(B))
(iii) conséquence de (i) et (ii)
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A. Image d'une base

Proposition (Image d’une base)
f: E — F linéaire B base de E

(i) f(B) libre <= f injective
(ii) f(B) génératrice de F' <= f surjective
(iii) f(B) base de F <= f bijective

Démonstration.

(ii) car im f = Vect (f(B))
(iii) conséquence de (i) et (ii)
(i) Soit B = (e1,...,¢€p).
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A. Image d'une base

Proposition (Image d’une base)
f: E — F linéaire B base de E

(i) f(B) libre <= f injective
(ii) f(B) génératrice de F' <= f surjective
(iii) f(B) base de F <= f bijective

Démonstration.

(ii) car im f = Vect (f(B))

(iii) conséquence de (i) et (ii)

(i) Soit B = (e1,...,¢€p). O
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Théoreme
» E, F espaces vectoriels, E de dimension finie

> B=(eq,...,e,) base de E
» F = (v1,...,vp,) vecteurs de F

Alors il existe une unique application linéaire
f:E—>F
telle que : Vi=1...p fle) = v;
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III. Applications linéaires en dimension finie
A

. Image d'une base

Théoreme
» E, F espaces vectoriels, E de dimension finie

> B=(eq,...,e,) base de E

» F = (v1,...,vp,) vecteurs de F
Alors il existe une unique application linéaire
f:E—>F

telle que : Vi=1...p fle) = v;

Remarque

Une application linéaire est uniquement déterminée
par I'image d'une base.
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A. Image d'une base

Exemple 3

(i) FE = R2 Bc = (61,62)
V1 = (8, —2) Vo = (3, 5)
Par théoreme il existe un et un seul
endomorphisme f : R? — R? tel que :

fler) =u et fe2) = vy
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A. Image d'une base

Exemple 3 (suite)

Par théoreme il existe une et une seule
application linéaire f : R> — R3 telle que :

f(1,1) = (2,4,2) f(1,—-1) =(0,4,-2)
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III. Applications linéaires en dimension finie
A. Image d'une base

> Exercice 3.
Démontrer qu'il existe une unique forme linéaire

0:R* =R
telle que :

p(1,1,1) =3 ¢(1,2,3) =5 ¢(1,3,6) = -2

Donner o(x,y, 2) pour tout élément (z,y,2) € R3.




Chapitre B10. Dimension

‘—III. Applications linéaires en dimension finie

A. Image d'une base

Démonstration.

f: E —F
u=Aep+ -+ Aep, — N+ A,
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A. Image d'une base

Démonstration.

f: E —F
u=Aep+ -+ Aep, — N+ A,

» f est bien définie
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A. Image d'une base

Démonstration.

f: E —F
u=Aep+ -+ Aep, — N+ A,

» f est bien définie

» f est linéaire (voir ci-apres)
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‘—III. Applications linéaires en dimension finie

A. Image d'une base

Démonstration.

f: E —F
u=Aep+ -+ Aep, — N+ A,

» f est bien définie
» f est linéaire (voir ci-apres)
» Pourtouti=1...n: f(e;) =1
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A. Image d'une base

Démonstration.

f: E —F
u=Aep+ -+ Aep, — N+ A,

» f est bien définie
» f est linéaire (voir ci-apres)
» Pourtouti=1...n: f(e;) =1

» f est la seule application linéaire vérifiant ces
conditions.
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III. Applications linéaires en dimension finie
A

. Image d'une base

Démonstration.

f: E —F
u=Aep+ -+ Aep, — N+ A,

> Si (Aq,...,Ay) et (p1,...,Hp) sont les
coordonnées respectives de u et v dans la base
B, alors (Ay + pi1, ..., Ap + i) sont les
coordonnées de u + v.

» Si (Aq,...,\,) sont les coordonnées de u dans
la base B et « est un scalaire, alors
(a1, ..., a),) sont les coordonnées de avu. [



Chapitre B10. Dimension

ITI. Applications linéaires en dimension finie

B. Rang d'une application linéaire



Chapitre B10. Dimension

‘—III. Applications linéaires en dimension finie

B. Rang d'une application linéaire

Définition
Rang de f :

rg f = dim(im f)
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III. Applications linéaires en dimension finie

B. Rang d'une application linéaire

Remarque
B=(ey,...,e,) base de &

im f = {f(u) | veE}
={fher+---+Xep) | (M,..., ) € K}
={Aife)+---+Xflep) | (M,..., ) € KP}
= Vect (f(e1), ..., f(ep)) = Vect (f(B))

» im f est bien de dimension finie
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III. Applications linéaires en dimension finie

B. Rang d'une application linéaire

Remarque
B=(ey,...,e,) base de &

im f = {f(u) | veE}
={fher+---+Xep) | (M,..., ) € K}
={Aife)+---+Xflep) | (M,..., ) € KP}
= Vect (f(e1), ..., f(ep)) = Vect (f(B))

» im f est bien de dimension finie

> rg f =rg f(B)
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B. Rang d'une application linéaire

Exemple 4
(Jrgf=0 <
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B. Rang d'une application linéaire

Exemple 4
(i)rgf=0 — [f=0
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B. Rang d'une application linéaire

Exemple 4
(Jigf=0 <= [f=0;
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B. Rang d'une application linéaire

Exemple 4
()rgf=0n <= f=0,5r
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B. Rang d'une application linéaire

Exemple 4

(i)rgf=0 <~ [=0Er

(i) f: R — R?
(x1,...,25) —> (21,22,0,0)
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B. Rang d'une application linéaire

Proposition
f:E—>F
rg f < dim F rg f < dim F
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B. Rang d'une application linéaire

Démonstration.
> rg [ =r1g f(B) < Card f(B)
Or Card f(B) = Card B = dim F

» rg f =dimim f
Or imfCF O
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B. Rang d'une application linéaire

Proposition

f: E — F linéaire p=dimFE n = dim F
(i) f injective <= rgf=p

(ii) f surjective <= rgf=mn

(iii) f bijective <= rgf=n=p
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B. Rang d'une application linéaire

Proposition

f: E — F linéaire

(i) f injective
(ii) f surjective
(iii) f bijective

—
<~
—

p=dimFE
rgf=p
g f =n
rgf=n=p

n =dimF

Démonstration.

(i) f injective <= f(B) est libre
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B. Rang d'une application linéaire

Proposition

f: E — F linéaire p=dimFE n = dim F
(i) f injective <= rgf=p

(ii) f surjective <= rgf=mn

(iii) f bijective <= rgf=n=p

Démonstration.
(i) f injective <= f(B) est libre
<~ r1g f(B) = Card f(B)
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B. Rang d'une application linéaire

Proposition

f: E — F linéaire p=dimFE n = dim F
(i) f injective <= rgf=p

(ii) f surjective <= rgf=mn

(iii) f bijective <= rgf=n=p

Démonstration.
(i) f injective <= f(B) est libre
<~ r1g f(B) = Card f(B)
=CardB=dimFE =p
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B. Rang d'une application linéaire

Proposition

f: E — F linéaire

(i) f injective
(ii) f surjective
(iii) f bijective

—
<~
—

p=dimFE
rgf=p
g f =n
rgf=n=p

n =dimF

Démonstration.

(ii) f surjective <= f(B) est génératrice de I’
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B. Rang d'une application linéaire

Proposition

f: E — F linéaire

(i) f injective
(ii) f surjective
(iii) f bijective

—
<~
—

p=dimFE
rgf=p
g f =n
rgf=n=p

n =dimF

Démonstration.

(ii) f surjective <= f(B) est génératrice de I’
<~ rgf(B)=dimF =n
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B. Rang d'une application linéaire

Proposition

f: E — F linéaire p=dimFE n = dim F
(i) f injective <= rgf=p

(ii) f surjective <= rgf=mn

(iii) f bijective <= rgf=n=p

Démonstration.
(ii) f surjective <= f(B) est génératrice de I’
<~ rgf(B)=dimF =n

(iii) D'apres (i) et (ii).
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Proposition
f:E — Fetg:F — G linéaires. Alors

rg(g o f) < Min (rg g, rg f)
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B. Rang d'une application linéaire

Proposition
f:E — Fetg:F — G linéaires. Alors

rg(g o f) < Min (rg g, rg f)

Démonstration.
rg(g o f) < Min (rg g,rg f)
< 1g(gof)<rgg et rg(gof)<rgf
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B. Rang d'une application linéaire

Proposition
f:E — Fetg:F — G linéaires. Alors

rg(g o f) < Min (rg g, rg f)

Démonstration.

» Comme im(go f) Cimg
alors rg(go f) <rgg
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B. Rang d'une application linéaire

Proposition
f:E— Fetg:F — G linéaires. Alors

rg(g o f) < Min (rg g, rg f)

Démonstration.

> im(g o f) = g(im f) = Vect (¢(B))
ou B est une base de im f

donc  rg(go f) =1g(9(B)) < Card g(B)
or Card B=dimim f =rg f ]
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‘—III. Applications linéaires en dimension finie

C. Isomorphismes en dimension finie

Définition
Deux espaces vectoriels £ et F' sont dits isomorphes
s'il existe un isomorphisme ¢ : £ — F.
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C. Isomorphismes en dimension finie

Remarque
La relation d'isomorphisme est une relation d'équiva-

lence. En effet elle est :

» réflexive : E est isomorphe a lui-méme,

» symétrique : si E est isomorphe a F' alors F’ est
isomorphe a F,

» transitive : si E est isomorphe a F' et F' est
isomorphe a GG alors E est isomorphe a G.
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C. Isomorphismes en dimension finie

Proposition
E, I’ de dimension finie.

E et Fisomorphes <= dimFE = dim F
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C. Isomorphismes en dimension finie

Démonstration.

E, F' isomorphes
— d ¢ : E — F isomorphisme
— dim £ =dim F

Car I'image d'une base par un isomorphisme est une
base.
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C. Isomorphismes en dimension finie

Démonstration. (suite)
Supposons que dim F¥ = dim F

» B=(ey,...,e,) base de £/
» B =(f1,...,[fn) base de F

Par théoréme il existe une (unique) application
linéaire ¢ : E — F telle que

Vi=1,...,n ole;) = f;

L'image de la base B de E par ¢ est une base de F
donc par propriété ¢ est un isomorphisme. L]
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III. Applications linéaires en dimens| ion finie

Exemple 5
Iy
(I’l,...,l’n) —
Ty,

R?” — ./\/lm(R)
(X1, xy) — (21 -+ xp)
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C. Isomorphismes en dimension finie

Lemme
» o : E — F isomorphisme

» [ sevde E
—>  dimp(E;) = dim F4

La dimension est invariante par isomorphisme.
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C. Isomorphismes en dimension finie

Lemme
» o : E — F isomorphisme

» £ sevde B
—>  dimp(E;) = dim F4

La dimension est invariante par isomorphisme.

Démonstration.

v: E — F

77/} . E1 % F1 = gO(El)
u — o(u) O
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C. Isomorphismes en dimension finie

Proposition

D2 E S P Y G

(i) ¢ isomorphisme — rg(fop)=rgf
(ii) v isomorphisme — rg(vo f)=rgf

Le rang est invariant par composition avec un iso-
morphisme.
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C. Isomorphismes en dimension finie

Proposition
Le rang est invariant par composition avec un iso-
morphisme.

Démonstration.

D2 Ep i Y

(i) im(f o ) = f(p(D)) = f(E) = im f
(ii) im(¢p o f) = (im ) donc
dim(im(¢ o f)) = dim(im f) O
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D. Théoreme du rang

Théoreme du rang

» f. FE
» F de
Alors

— I linéaire

dimension finie

dim F = dim(ker f) + dim(im f)
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D. Théoreme du rang

Lemme
» f: E — F linéaire
» F de dimension finie
> E=FE @kerf
Alors
g: EF — imf
u — f(u)

est un isomorphisme.
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D. Théoreme du rang

Démonstration.

f: F —F

g: F'—imf
u — f(u)

» ¢ est bien définie
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D. Théoreme du rang

Démonstration.

f: F —F

g: F'—imf
u — f(u)

» g est bien définie
> g est injective (E'Nker f ={0gp})
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D. Théoreme du rang

Démonstration.

f: F —F

g: F'—imf
u — f(u)

» ¢ est bien définie
> g est injective (E'Nker f ={0g})
» g est surjective (E'+ker f =F)



Chapitre B10. Dimension

‘—III. Applications linéaires en dimension finie

D. Théoreme du rang

Démonstration.

f: F —F

g: F'—imf
u — f(u)

» ¢ est bien définie
> g est injective (E'Nker f ={0g})
> g est surjective (E' +ker f =F) O
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D. Théoreme du rang

Théoreme du rang

» f. E
» F de
Alors

— F' linéaire

dimension finie

dim £ = dim(ker f) + dim(im f)
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D. Théoreme du rang

Théoreme du rang

» f: E — F linéaire
» FE de dimension finie
Alors

dim £ = dim(ker f) + dim(im f)

Démonstration.
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D. Théoreme du rang

Théoreme du rang

» f: E — F linéaire
» FE de dimension finie
Alors

dim £ = dim(ker f) + dim(im f)

Démonstration.
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D. Théoreme du rang

Théoreme du rang

» f: E — F linéaire
» FE de dimension finie
Alors

dim £ = dim(ker f) + dim(im f)

Exemple 6
(i) f:R?* = R3 injective <= r1gf =2
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D. Théoreme du rang

Théoreme du rang

dim F = dim(ker f) + dim(im f)

Exemple 6
(ii) f:RP — R"

injective — <n
J p
surjective — =N
J p
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D. Théoreme du rang

> Exercice 4.
Soit f I'application linéaire définie par :

f: R* — R3
(x,y,2,t) —> (3x + 3y + 3z + 3t,
3z —3y+ 2+t
20 + 2y + 2+ t)

Calculer le noyau de f et démontrer qu'elle est sur-
jective.
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D. Théoreme du rang

Corollaire

> f: E — F linéaire

» dim £ = dim F'

Alors :

(i) f injective =~ = f bijective
(ii) f surjective = f bijective
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D. Théoreme du rang

Corollaire

> f: E — F linéaire

» dim £ = dim F'

Alors :

(i) f injective =~ = f bijective
(ii) f surjective = f bijective

Démonstration.
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D. Théoreme du rang

Corollaire

> f: E — F linéaire

» dim £ = dim F'

Alors :

(i) f injective =~ = f bijective
(ii) f surjective = f bijective

Démonstration.
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D. Théoreme du rang

Corollaire

> f: E — F linéaire

» dim £ = dim F'

Alors :

(i) f injective =~ = f bijective
(ii) f surjective = f bijective
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D. Théoreme du rang

Corollaire

» f: E — FE linéaire

» FE est de dimension finie

Alors :

(i) f injective =~ = f bijective
(ii) f surjective = f bijective
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D. Théoreme du rang

Corollaire
» f: E — FE linéaire
» FE est de dimension finie
Alors :
(i) f injective =~ = f bijective
(ii) f surjective = f bijective

Remarque
Dans les deux cas ci-dessus :

f injective <= f bijective <= f surjective
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D. Théoreme du rang

Exemple 7
n € N* ai,...,q, scalaires distincts
a. Démontrer que :
f K,1[X] — K"
P — (P(ai),...,P(ay))

est un isomorphisme.
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D. Théoreme du rang

Exemple 7
n € N* ai,...,q, scalaires distincts
a. Démontrer que :
f K,1[X] — K"
P — (P(ai),...,P(ay))
est un isomorphisme.

b. B1,..., [, scalaires.
Démontrer qu'il existe un et un seul polynéme
P de degré au plus n — 1 tel que :

Vi=1,...,n P(a;) = B
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III. Applications linéaires en dimension finie

E. Application aux hyperplans

Rappel
Soit E/ un espace vectoriel.

(i) Un hyperplan est le noyau d'une forme linéaire
non-nulle.

(ii) Un sous-espace vectoriel H de E est un
hyperplan si et seulement s'il existe une droite
vectorielle supplémentaire de H dans E.

E=H®D avec dimD =1
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E. Application aux hyperplans

Rappel

Soit E/ un espace vectoriel.

(i) Un hyperplan est le noyau d'une forme linéaire
non-nulle.

(ii) Un sous-espace vectoriel H de E est un
hyperplan si et seulement s'il existe une droite
vectorielle supplémentaire de H dans E.

Proposition
Soit E/ un espace vectoriel de dimension finie n.
Les hyperplans de E sont les sev de dimension n — 1.
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E. Application aux hyperplans

Proposition
Soit £/ un espace vectoriel de dimension finie n.
Les hyperplans de E sont les sev de dimension n — 1.

Démonstration. Supposons que H est un hyperplan.

H = ker ¢ avec p: E—K
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E. Application aux hyperplans

Proposition
Soit £/ un espace vectoriel de dimension finie n.
Les hyperplans de E sont les sev de dimension n — 1.

Démonstration. Supposons que H est un hyperplan.

H = ker ¢ avec p: E—K
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Soit £/ un espace vectoriel de dimension finie n.
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H = ker ¢ avec p: E—K
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im ¢ # {0k} car ¢ est non-nulle.
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E. Application aux hyperplans

Proposition
Soit £/ un espace vectoriel de dimension finie n.
Les hyperplans de E sont les sev de dimension n — 1.

Démonstration. Supposons que H est un hyperplan.

H = ker ¢ avec p: E—K
imp =K
Théoreme du rang :

dim £ = dim im ¢ + dim ker ¢
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III. Applications linéaires en dimension finie

E. Application aux hyperplans

Proposition
Soit £/ un espace vectoriel de dimension finie n.
Les hyperplans de E sont les sev de dimension n — 1.

Démonstration. Supposons que H est un hyperplan.

H = ker ¢ avec p: E—K
imp =K
Théoreme du rang :

dim £ = dim im ¢ + dim ker ¢
n=1+dmH
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III. Applications linéaires en dimension finie

E. Application aux hyperplans

Proposition
Soit £/ un espace vectoriel de dimension finie n.
Les hyperplans de E sont les sev de dimension n — 1.

Démonstration. Supposons que H est un hyperplan.

H = ker ¢ avec p: E—K
imp =K
Théoreme du rang :

dim £ = dim im ¢ + dim ker ¢
n=1+dmH

donc dim H =n — 1.
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III. Applications linéaires en dimension finie

E. Application aux hyperplans

Proposition
Soit £/ un espace vectoriel de dimension finie n.
Les hyperplans de E sont les sev de dimension n — 1.

Démonstration. Réciproquement :
Supposons que H est un sev de E de dimension
n — 1.
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Soit £/ un espace vectoriel de dimension finie n.
Les hyperplans de E sont les sev de dimension n — 1.
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E=H&D
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Supposons que H est un sev de E de dimension
n — 1. Alors H admet un supplémentaire D :

E=H&D
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E. Application aux hyperplans

Proposition
Soit £/ un espace vectoriel de dimension finie n.
Les hyperplans de E sont les sev de dimension n — 1.

Démonstration. Réciproquement :
Supposons que H est un sev de E de dimension
n — 1. Alors H admet un supplémentaire D :

E=H&D
Donc dim £ = dim H + dim D
dimH =n—1doncdim D =1,
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Soit £/ un espace vectoriel de dimension finie n.
Les hyperplans de E sont les sev de dimension n — 1.

Démonstration. Réciproquement :
Supposons que H est un sev de E de dimension
n — 1. Alors H admet un supplémentaire D :

E=H&D
Donc dim £ = dim H + dim D

dimH =n —1doncdim D =1, donc D est une
droite vectorielle,
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III. Applications linéaires en dimension finie

E. Application aux hyperplans

Proposition
Soit £/ un espace vectoriel de dimension finie n.
Les hyperplans de E sont les sev de dimension n — 1.

Démonstration. Réciproquement :
Supposons que H est un sev de E de dimension
n — 1. Alors H admet un supplémentaire D :

E=H&D
Donc dim £ = dim H + dim D

dimH =n —1doncdim D =1, donc D est une
droite vectorielle, donc H est un hyperplan. ]
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E. Application aux hyperplans

Proposition
E ev de dim finie n m € N*
H,,... H,, hyperplans. Alors :

m
dim H.|l>n—m
k=1
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Vek=1,....m Hp=kerp, ou ¢p: E—K
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On définit f : E — K™

u — (p1(u), ..., om(u))
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III. Applications linéaires en dimension finie

E. Application aux hyperplans

Proposition

dim(ﬂ Hk) >n—m
k=1

Démonstration.
Vek=1,....m Hp=kerp, ou ¢p: E—K
On définit f : E — K™

u — (pr(w),. .. om(u))
Les composantes de f sont des formes linéaires
donc f est linéaire.
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III. Applications linéaires en dimension finie

E. Application aux hyperplans

Proposition

dim(ﬂ Hk> >n—m
k=1

Démonstration.
Vek=1,....m Hp=kerp, ou ¢p: E—K

On définit f : E — K™
u — (p1(u), ..., om(u))
u€ckerf <= pi(u)=--=puu) =0k
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III. Applications linéaires en dimension finie

E. Application aux hyperplans

Proposition

dim(ﬂ Hk> >n—m
k=1

Démonstration.
Vek=1,....m Hp=kerp, ou ¢p: E—K

On définit f : E — K™
u — (pr(w),. .. om(u))
u€ckerf <= pi(u)=--=puu) =0k
— Vk=1,...,m u € Hy
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III. Applications linéaires en dimension finie

E. Application aux hyperplans

Proposition

dim(ﬂ Hk> >n—m
k=1

Démonstration.
Vek=1,....m Hp=kerp, ou ¢p: E—K

On définit f : E — K™
u — (p1(u), ..., om(u))
u€ckerf <= pi(u)=--=puu) =0k

m
< u€ () Hy
k=1
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‘—III. Applications linéaires en dimension finie

E. Application aux hyperplans

Proposition

dim(ﬂ Hk> >n—m
k=1

Démonstration.
On définit f : E — K™
u — (p1(u), .., pm(u))

Alors ker f = () Hy
k=1
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III. Applications linéaires en dimension finie

E. Application aux hyperplans

Proposition

dim(ﬂ Hk> >n—m
k=1

Démonstration.
On définit f : E — K™
u — (p1(u), .., pm(u))

Alors ker f = () Hy
k=1

Théoreme du rang :

dimker f = dim F — dimim f
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‘—III. Applications linéaires en dimension finie

E. Application aux hyperplans

Proposition
m
dim H.|l>n—m
k=1

Démonstration.

dim | () Hi | =n —dimim f
k=1
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‘—III. Applications linéaires en dimension finie

E. Application aux hyperplans

Proposition
m
dim | () Hix| Z2n—m
k=1
Démonstration.
m
dim | () Hi | =n —dimim f

k=1
Or im f C K™ donc dimim f <m
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‘—III. Applications linéaires en dimension finie

E. Application aux hyperplans

Proposition
m
dim | () Hix| Z2n—m
k=1
Démonstration.
m
dim | () Hi | =n —dimim f

k=1
Or imf CK™ donc — dimimf > —m
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III. Applications linéaires en dimension finie

E. Application aux hyperplans

Proposition
m
dim | () Hix| Z2n—m
k=1
Démonstration.
m
dim [ (| Hx | =n —dimim f
k=1
Or imf CK™ donc — dimimf > —m
Finalement :
m
dim | (" Hy| =Zn—m [
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III. Applications linéaires en dimension finie

E. Application aux hyperplans

Proposition

dim(ﬂ Hk> >n—m
k=1

Démonstration.
Vek=1,....m Hp=kerp, ou ¢p: E—K
On définit f : E — K™

u — (p1(u), ..., om(u))

Remarque

L'égalité a lieu ssi la famille (¢4, ..., @) est libre.
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Corollaire

n et p entiers strictement positifs.

L'ensemble des solutions d'un systéme linéaire homo-
gene de n équations a p inconnues est de dimension

au moins p — n.
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III. Applications linéaires en dimension finie

E. Application aux hyperplans

Corollaire

n et p entiers strictement positifs.

L'ensemble des solutions d'un systéme linéaire homo-
gene de n équations a p inconnues est de dimension
au moins p — n.

Remarque
Un hyperplan de K" est un ensemble d'équation :

a1x1 + -+ apxy, =0

ou aq,...,a, sont des scalaires non tous nuls.
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‘—III. Applications linéaires en dimension finie

E. Application aux hyperplans

Démonstration.

anry + -+ apry, =0
5 . . .

Ap1T1 + =+ AppTp = 0
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‘—III. Applications linéaires en dimension finie

E. Application aux hyperplans

Démonstration.

anry + 0+ apT, = 0 H,
g - . . .

Ap1T1 + -+ appry, =0 H,

S=Hn---NH,
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‘—III. Applications linéaires en dimension finie

E. Application aux hyperplans

Démonstration.

a11x1+---+alpazp:0 H, CKP
Sp:d A
Ap1T1 + -+ appry, =0 H, CK?

So=HnNn---NH, donc dimSy,>p—n. 1
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E. Application aux hyperplans

Proposition
dimE =n dmF =n—m
Alors F' est |'intersection de m hyperplans de FE.
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dimE =n dmF =n—m
Alors F' est |'intersection de m hyperplans de FE.
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Chapitre B10. Dimension

III. Applications linéaires en dimension finie

E. Application aux hyperplans

Proposition
dimE =n dmF =n—m
Alors F' est |'intersection de m hyperplans de FE.

Démonstration.
(é1,...,€n_m) base de F’ (famille libre)
(€15 e, ,€n) base de F

(Théoréme de la base incompléte)
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III. Applications linéaires en dimension finie

E. Application aux hyperplans

Proposition
dimE =n dmF =n—m
Alors F' est |'intersection de m hyperplans de FE.

Démonstration.
(é1,...,€n_m) base de F’
(€15 e, ,€n) base de F

Pour tout k =n—m+1,...,n, soit :

H; = Vect (61, ......... . B ...,en)
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III. Applications linéaires en dimension finie

E. Application aux hyperplans

Proposition
dimE =n dmF =n—m
Alors F' est |'intersection de m hyperplans de FE.

Démonstration.
(é1,...,€n_m) base de F’
(€15 e, ,€n) base de F

(€1, envnnn. , 5, -..,e,) base de Hy,



Chapitre B10. Dimension

III. Applications linéaires en dimension finie

E. Application aux hyperplans

Proposition
dimE =n dmF =n—m
Alors F' est |'intersection de m hyperplans de FE.

Démonstration.
(é1,...,€n_m) base de F’

(€15 e, ,€n) base de F
(€1, envnnn. , 5, -..,e,) base de Hy,

Hy. hyperplan pour k=n—m+1,...,n
(donc m hyperplans)



Chapitre B10. Dimension
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E. Application aux hyperplans

Proposition
dimE =n dmF =n—m
Alors F' est |'intersection de m hyperplans de FE.

Démonstration.

F= (O H

k=n—m-+1
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III. Applications linéaires en dimension finie

E. Application aux hyperplans

Proposition
dimE =n dmF =n—m
Alors F' est |'intersection de m hyperplans de FE.

Démonstration.

F= (O H
k=n—m-+1

Soit u = \ieg + - -+ \pen
u € H; <— M\ =0
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III. Applications linéaires en dimension finie

E. Application aux hyperplans

Proposition
dimE =n dmF =n—m
Alors F' est |'intersection de m hyperplans de FE.

Démonstration.

F= (O H

k=n—m-+1
Soit u = A\eg + -+ + A\pen
n
u e ﬂ H, <— )\n—m+1:"':)\n:0

k=n—m-+1
<= wu € Vect(e1,...,e4-m) =F
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III. Applications linéaires en dimension finie

E. Application aux hyperplans

Proposition
dimE =n dmF =n—m
Alors F' est |'intersection de m hyperplans de FE.

Démonstration.

F= (O H
k=n—m-+1

Ainsi F' est bien l'intersection des m hyperplans
anm+17"-7Hn- O
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