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Chapitre B9. Applications linéaires

Définition
Une application f : E — F est linéaire si :
V(u,v) € E? flutv) = f(u)+ f(v)

YVue E VAeK fu) = Af(u)
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Définition
Une application f : £ — F' est linéaire si :
V(u,v) € E? flu+v) = f(u)+ f(v)

Vue E YAeK fAu) =X f(u)
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LI. Généralités
A. Définition

Définition
Endomorphisme :

f:EFE—FE linéaire
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A. Définition

Proposition
Caractérisation d’une application linéaire
Une application f : E — F est linéaire ssi

V(u,v) € B2 VAeK f(Qu+v)=Af(u)+ f(v)

v
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LI. Généralités
A. Définition

Contre-exemples
fAR —R g:R — R
r+—ax+1 T —> 2
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Remarque
Si f: E — F est linéaire alors

f(0p) =




Chapitre B9. Applications linéaires

LI. Généralités
A. Définition

Remarque
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LI. Généralités
A. Définition

Remarque
Si f: E — F est linéaire alors

f(0g) =0p
YVue B f(—u) =
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LI. Généralités
A. Définition

Remarque
Si f: E — F est linéaire alors

f(0g) = Op
Vue B f(—u)=—f(u)
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LI. Généralités
A. Définition

Exemple 1
f:R—R
T — ar
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LI. Généralités
A. Définition

Exemple 1
f:R —R
T — ax
f: R? — R?
(z,y) — (az + by, cx + dy)
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U u
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LI. Généralités
A. Définition

Exemples et définitions
(i) Identité de £

id: FE—FE
U u
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LI. Généralités
A. Définition

Exemples et définitions
(ii) Application nulle de E dans F

E — F
u+— Op




Chapitre B9. Applications linéaires

LI. Généralités
A. Définition

Exemples et définitions
(iii)) Homothétie de E de rapport a (o € K)

hy: B — FE
u — au




Chapitre B9. Applications linéaires

LI. Généralités
A. Définition

Exemples et définitions
(iv) Dérivation
D: D(I,R) — F(I,R)
fr—=f
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Exemples et définitions
(v) Spécialisation en «

(a € K)

fo: KIX] — K

P +— P(a)
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(iv) Dérivation
D: D(I,R) — F(I,R)
fr—=f

Démonstration.
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D: D(I,R) — F(I,R)
fr—=f

Démonstration.




Chapitre B9. Applications linéaires

I. Généralités

B. Opérations sur les applications linéaires



Chapitre B9. Applications linéaires

LI. Généralités

B. Opérations sur les applications linéaires

Notations

L(E,F) : ensemble des applications linéaires
de E dans F

L(E): ensemble des endomorphismes de
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LI. Généralités

B. Opérations sur les applications linéaires

Rappel
frg: E—F XMeK

f+9g: E — F
u — f(u) + g(u)

A FE — F
u — Af(u)
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LI. Généralités

B. Opérations sur les applications linéaires
Proposition

Si f et g sont linéaires alors f+g et Af sont linéaires.
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B. Opérations sur les applications linéaires

Proposition
Si f et g sont linéaires alors f+g¢g et \f sont Iinéaires.J

Démonstration.

(f +9)(au+v) = flau+v) + glau +v)
= af(u) + f(v) + ag(u) + g(v)
= a(f(u) + g(u)) + (f(v) + g(v))

(v)

alf +g)(u) + (f +9)
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B. Opérations sur les applications linéaires

Proposition J

Si f et g sont linéaires alors f+g¢g et Af sont linéaires.

Démonstration.

(Af)(au +v) = A(f(au +v))
= Maf(u) + f(v))
= Aaf(u) +Af(v)
= a(Af)(u) + (Af)(v)
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I. Généralités

B. Opérations sur les applications linéaires
Proposition
Si f et g sont linéaires alors f+g¢g et Af sont linéaires.

Remarque
Ainsi I'ensemble L£(E, F') est muni d'une addition et
d'une multiplication par un scalaire.
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I. Généralités

L B. Opérations sur les applications linéaires
Proposition

Si f et g sont linéaires alors f+g¢g et Af sont linéaires.

Remarque

Ainsi I'ensemble L£(E, F') est muni d'une addition et
d'une multiplication par un scalaire.

Proposition
L'ensemble L(E, F') est un espace vectoriel sur K.
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I. Généralités

L B. Opérations sur les applications linéaires
Proposition

Si f et g sont linéaires alors f+g¢g et Af sont linéaires.

Remarque
Ainsi I'ensemble L£(E, F') est muni d'une addition et
d'une multiplication par un scalaire.

Proposition
L'ensemble L(E, F') est un espace vectoriel sur K.

Son élément nul Oz (g ) est I'application nulle de £
dans F'.
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I. Généralités

B. Opérations sur les applications linéaires

Proposition
Si
f:E—>F et g: F—G

sont linéaires alors
gof:E—G

est linéaire.
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I. Généralités

B. Opérations sur les applications linéaires

Proposition
Si
f:E—>F et g: F—G

sont linéaires alors
gof:E—G

est linéaire.

Démonstration.




Chapitre B9. Applications linéaires

I. Généralités

B. Opérations sur les applications linéaires

Proposition
Si
f:E—>F et g: F—G

sont linéaires alors
gof:E—G

est linéaire.

Démonstration.
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I. Généralités

B. Opérations sur les applications linéaires

Proposition
E, F et (G trois evs.

L'application :

L(F,G) x L(E,F) —s L(E,G)
(9, f) —>gof

est bilinéaire.




Chapitre B9. Applications linéaires

I. Généralités

B. Opérations sur les applications linéaires

Proposition
E, F et (G trois evs.

L'application :

L(F,G)x L(E,F) — L(E,G)
(9, f) —>gof

est bilinéaire.

i.e., elle est linéaire par rapport a ses deux variables.

v
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I. Généralités

B. Opérations sur les applications linéaires

Proposition
E, F et (G trois evs.

Vfe L(E,F)

L'application L(F,G) — L(E,G) est linéaire.
gr——>rgolf

Vg € L(F,G)

L'application L(E,F) — L(E,G) est linéaire.
fr—g0of
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B. Opérations sur les applications linéaires

Proposition
E, F et (G trois evs.

V(f, fi. f2) € L(E,F)’ Y(g,91,92) € L(F,G)’
VA e K

{go(Af1+fz>A<gof1>+gof2
Agr+g2)of =Agiof)+gof




Chapitre B9. Applications linéaires

I. Généralités

B. Opérations sur les applications linéaires

Proposition
E, F et (G trois evs.

Y(f. f1, f2) € L(E,F)* Y(g,91,90) € L(F,G)’
VA e K
{go(Af1+f2> =Xgofi)+gof
Agr+g2)of =Agiof)+gof

Démonstration.
La premiere linéarité est conséquence de la linéarité

de g.
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I. Généralités

B. Opérations sur les applications linéaires

Proposition
E, F et (G trois evs.

V(f, fi. f2) € L(E,F)’ Y(g,91,92) € L(F,G)’
VA e K

{go(Af1+fz>A<gof1>+gof2
(Agr+g2)of =Agiof)+gof

Démonstration.
La seconde est conséquence de la définition de
I'application A\g; + ¢o. ]
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I. Généralités
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Remarque
Le triplet (L(F),+, ) est un anneau.
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I. Généralités

B. Opérations sur les applications linéaires

Remarque
Le triplet (L(F),+, ) est un anneau.

Il n'est pas commutatif en général.
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I. Généralités

B. Opérations sur les applications linéaires

Remarque
Le triplet (L(F),+, ) est un anneau.

Il n'est pas commutatif en général.

L'élément neutre pour la loi o est Idg.
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I. Généralités

B. Opérations sur les applications linéaires

Remarque
Le triplet (L(F),+, ) est un anneau.

Il n'est pas commutatif en général.
L'élément neutre pour la loi o est Idg.

On note g¢f au lieude go f
f?  aulieude fof
f* aulieude fo---of

etc...
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LI. Généralités
C

. Isomorphismes

Définition
Un isomorphisme est une application linéaire bijec-
tive.
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LI. Généralités
C

. Isomorphismes

Proposition
Soit f : E — F une bijection.
Si f est linaire alors f~!: ' — E est linéaire.




Chapitre B9. Applications linéaires

L1 Généralités
C. Isomorphismes

Proposition
Soit f : E — F une bijection.
Si f est linaire alors f~!: ' — E est linéaire.

Démonstration.
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L1 Généralités
C. Isomorphismes

Proposition
Soit f : E — F une bijection.
Si f est linaire alors f~!: ' — E est linéaire.

Démonstration.
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I. Généralités
C. Isomorphismes

Proposition

Soit f € L(E,F) et ¢ € L(F,G) deux isomor-
phismes.

Alors g o f est un isomorphisme et :

(go ) =f"og™
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Un automorphisme est
» un endomorphisme bijectif,

» un isomorphisme d'un ev dans lui-méme.




Chapitre B9. Applications linéaires

C
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Définition

Un automorphisme est

» un endomorphisme bijectif,

» un isomorphisme d'un ev dans lui-méme.

GL(FE) : ensemble des automorphismes de F
Groupe Linéaire de F




Chapitre B9. Applications linéaires

C. Isomorphismes

Définition

Un automorphisme est

» un endomorphisme bijectif,

» un isomorphisme d'un ev dans lui-méme.

GL(FE) : ensemble des automorphismes de F
Groupe Linéaire de F

(GL(FE), o) est un groupe,
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C. Isomorphismes

Définition

Un automorphisme est

» un endomorphisme bijectif,

» un isomorphisme d'un ev dans lui-méme.

GL(FE) : ensemble des automorphismes de F
Groupe Linéaire de F

(GL(E), o) est un groupe, c'est le groupe des inver-
sibles de I'anneau (L(E), +, o).
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LI. Généralités

D. Applications linéaires et somme directe

Définition

Ei sevde F f: E — F linéaire
Restriction de f a Fj :

f|E1 : E1 — F
u — f(u)




Chapitre B9. Applications linéaires
D. Applications linéaires et somme directe
Définition
Ei sevde f: E — F linéaire
Restriction de f a Fj :

f|E1:E1 — F
u — f(u)

Proposition
Si f: E — F est linéaire alors sa restriction a F;
est linéaire.




Chapitre B9. Applications linéaires
I. Généralités
D. Applications linéaires et somme directe

Proposition
Si f: E — F est linéaire alors sa restriction a F;
est linéaire.
De plus |'application restriction a Ej :
‘C(EuF) — ‘C(ElaF)
[ — fig

est linéaire.
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LI. Généralités

D. Applications linéaires et somme directe

Proposition
Si f: E — F est linéaire alors sa restriction a F;

est linéaire.

Démonstration. (u,v) € E? M€K
fig,(Au+v) =
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LI. Généralités

D. Applications linéaires et somme directe

Proposition
Si f: E — F est linéaire alors sa restriction a F;

est linéaire.

Démonstration. (u,v) € E? M€K
fie,(Qu+v) = f(Au+v)




Chapitre B9. Applications linéaires

LI. Généralités

D. Applications linéaires et somme directe

Proposition
Si f: E — F est linéaire alors sa restriction a F;

est linéaire.

Démonstration. (u,v) € E? M€K

fie,(Qu+v) = f(Au+v)
= Af(u) + f(v)




Chapitre B9. Applications linéaires

I. Généralités

D. Applications linéaires et somme directe

Proposition
Si f: E — F est linéaire alors sa restriction a F;
est linéaire.

Démonstration. (u,v) € E? M€K
fie,(Qu+v) = f(Au+v)
= Af(u) + f(v)
= Mg, (1) + fig, (v)

Donc fig, est linéaire.
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D. Applications linéaires et somme directe

Proposition
De plus |'application restriction a Ej :
L(E,F) — L(Ey, F)
J — JiE

est linéaire.

Démonstration.  (f,g) € L(E,F)> XeK
Vue By (Af +9)ip(w) = (Af 4+ g)(u)
= Af(u) + g(u)
= Mg (W) + g1, ()
donc (Af + 9)i5, = Mg, + 915, u
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D

. Applications linéaires et somme directe
Proposition
> L =F & E,
> fi: By = F  fo:E,— F
Alors il existe une unique application linéaire
f:E—>F
telle que :

f|E1:f1 et f‘EQZfQ
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I. Généralités

L_D. Applications linéaires et somme directe
Proposition
> L =F & E,
> fi: By = F  fo:E,— F
Alors il existe une unique application linéaire

f:E—>F
telle que :

f|E1:f1 et f‘E2:f2

Remarque

Une application linéaire définie sur E; & E5 est uni-
quement déterminée par ses restrictions a F; et Es.
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LI. Généralités

D. Applications linéaires et somme directe

Démonstration.

» Si une telle application existe alors :

Yu, € By Yuy € By
flur 4+ u2) = fi(ur) + fo(us)
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LI. Généralités

D. Applications linéaires et somme directe

Démonstration.

» Si une telle application existe alors :

Yu, € By Yuy € By
flur 4+ u2) = fi(ur) + fo(us)

» On pose donc :

fEi®E — F
up +uy — fi(w) + fo(ug)
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LI. Généralités

D. Applications linéaires et somme directe

Démonstration.

» Si une telle application existe alors :

Yu, € By Yuy € By
flur 4+ u2) = fi(ur) + fo(us)

» On pose donc :

fEi®E — F
up +uy — fi(w) + fo(ug)

» Cette application est bien définie.
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LI. Généralités

D. Applications linéaires et somme directe

Démonstration.

» Si une telle application existe alors :

Yu, € By Yuy € By
flur 4+ u2) = fi(ur) + fo(us)

» On pose donc :

fEi®E — F
up +uy — fi(w) + fo(ug)

» Cette application est bien définie.

» Elle est linéaire.
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LI. Généralités

D. Applications linéaires et somme directe

Démonstration.
> f:EE®FEy — F

U + Uy —— fl(ul) + fz(Ug)
» Cette application est linéaire.

fu+v) = f(AMur + u2) + (v1 + v2))
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D. Applications linéaires et somme directe

Démonstration.
> f:EE®FEy — F

U + Uy —— fl(ul) + fz(Ug)
» Cette application est linéaire.

fu+v) = f(AMur + u2) + (v1 + v2))
= f(()\ul + ’Ul) + ()\UQ + 1)2))



Chapitre B9. Applications linéaires

D. Applications linéaires et somme directe

Démonstration.
> f:EE®FEy — F

U + Uy —— fl(ul) + fz(Ug)
» Cette application est linéaire.

fQu+v) = f(Aur +u2) + (v1 + v2))
= f(()\ul + ’Ul) + (/\UQ + ’1)2))
= fi(Aus +v1) + fa(Aug + v9)
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D. Applications linéaires et somme directe

Démonstration.
> f:EE®FEy — F

U + Uy —— fl(ul) + fz(Ug)
» Cette application est linéaire.

fu+v) = f(AMur + u2) + (v1 + v2))
= f((Aug + v1) + (Aug + v9))
= fi(Aus +v1) + fa(Aug + v9)
= Afi(ur) + fi(vr) + Afa(uz) + fo(va)



Chapitre B9. Applications linéaires

D. Applications linéaires et somme directe

Démonstration.
> f:EE®FEy — F

U + Uy —— fl(ul) + fz(Ug)
» Cette application est linéaire.

fu+v) = f(AMur + u2) + (v1 + v2))
= f((Aug + v1) + (Aug + v9))
= fi(Aus +v1) + fa(Aug + v9)
= Afi(ur) + fi(vr) + Afa(uz) + fo(va)
= Af(u) + f(v) 0
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D

. Applications linéaires et somme directe

Proposition

» E=F & E,

> fi: By = F fo:Ey — F

Alors il existe une unique application linéaire
f:E—F

telle que :

f|E1:f1 et f‘E2:f2
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I. Généralités
D. Applications linéaires et somme directe

Proposition - Autre formulation
> L =F & E,

Alors I'application :

E(E,F) — L(El,F) X E(EQ,F)
f— (fig, fig)

est un isomorphisme.
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II. Image et noyau
A. Définitions
B. Propriétés
C. Application : systémes et équations différentielles
linéaires
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II. Image et noyau
A. Définitions



Proposition

Soit f : E — F linéaire.
(i) By sevde E = f(FE)) sevde F
(i) Fy sevde F = f~1(F}) sevde E




Proposition

Soit f : E — F linéaire.
(i) By sevde E = f(FE)) sevde F
(i) Fy sevde F = f~1(F}) sevde E

Démonstration.




Proposition

Soit f : E — F linéaire.
(i) By sevde E = f(FE)) sevde F
(i) Fy sevde F = f~1(F}) sevde E

Démonstration.
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A. Définitions

Proposition

Soit f : E — F linéaire.
(i) By sevde E = f(FE)) sevde F
(i) Fy sevde F = f~1(F}) sevde E

Exemple

f{0s}) = et fTU(F) =




Chapitre B9. Applications linéaires

A. Définitions

Proposition

Soit f : E — F linéaire.
(i) By sevde E = f(FE)) sevde F
(i) Fy sevde F = f~1(F}) sevde E

Exemple

f{0g}) ={0r} et  fUF)=
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A. Définitions

Proposition
Soit f : E — F linéaire.

(i) By sevde E = f(FE)) sevde F

(i) Fy sevde ' —>

fYFy) sevde E

Exemple

f({0g}) = {0Fr}

et [fYF)=F
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A. Définitions
Définitions
Soit f : E — F linéaire.

Image de f :

im f = f(E) = {f(u) | ue E}
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LII. Image et noyau

A. Définitions

Définitions
Soit f : E — F linéaire.

Image de f :

im f = f(E) = {f(u) | ue E}

Noyau de f :

ker f = f'({0r}) = {u € E| f(u) =0r}
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II. Image et noyau

B. Propriétés
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LII. Image et noyau
B. Propriétés

Proposition
f: E — F linéaire
im f : sev de F ker f : sevde E
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LII. Image et noyau
B. Propriétés

Remarque
Caractérisation des éléments de I'image et du noyau :

Yue E ueckerf <— f(u)=0p
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LII. Image et noyau
B. Propriétés

Remarque
Caractérisation des éléments de I'image et du noyau :

Yv e F veimf <= JueFE f(u)=v
Yue E ueckerf <— f(u)=0p
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II. Image et noyau
B. Propriétés

Exemple 2
f: R3 —» R?
(Z’,y,Z) — (x—?y—z,Qx—z)

Démontrer que f est linéaire.
Calculer son noyau et son image.
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II. Image et noyau
B. Propriétés

> Exercice 1.
Démontrer que les applications suivantes sont li-
néaires.

f R? — R2

(z,y,2) — Bz —y,z+ 2y + 2)
g: R? — R3

(z,y) — (z —y,3z + 3y, z + 2y)

Déterminer leurs noyaux et leurs images.
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II. Image et noyau
B. Propriétés

> Exercice 2.
Démontrer que les applications suivantes sont li-

néaires.
[ Ky X] — K
P — P(2)

g KQ[X] — KQ[X]
P+—— P

Déterminer leurs noyaux et leurs images.




Chapitre B9. Applications linéaires

LII. Image et noyau
B. Propriétés

Exemple 3
A : matrice fixée de taille (n,p)

f : Mpl(K) — Mnl(K)
X — AX

f est linéaire.




Chapitre B9. Applications linéaires
B. Propriétés
Exemple 3
A : matrice fixée de taille (n, p)

f : Mpl(K) — Mnl(K)
X — AX

f est linéaire.

Remarque
L'ensemble des solutions d'un systeme linéaire homo-
gene est un sous-espace vectoriel de K?.




Chapitre B9. Applications linéaires

B. Propriétés
Exemple 4

f:C®([R) — C=(R)
y — y" + 5y — 6y

f est bien définie




Chapitre B9. Applications linéaires

B. Propriétés
Exemple 4

f:C®R) — C>*(R)
y — y" + 5y — 6y

f est bien définie et linéaire.




Chapitre B9. Applications linéaires

II. Image et noyau

L B. Propriétés
Exemple 4

f:C®R) — C>*(R)
y — y" + 5y’ — 6y

f est bien définie et linéaire.

Remarque
L'ensemble des solutions de I'équation différentielle

y' + 5y — 6y =0

est un sous-espace vectoriel de C*°(R).




Chapitre B9. Applications linéaires

LII. Image et noyau
B. Propriétés

Théoreme

Soit f : E — F linéaire.
(i) f injective <= ker f = {0g}
(ii) f surjective <— imf=1F




Chapitre B9. Applications linéaires

II. Image et noyau
B. Propriétés

Théoreme

Soit f : E — F linéaire.
(i) f injective <= ker f = {0g}
(ii) f surjective < imf =F

> Exercice 3.
Parmi les applications linéaires proposées dans les

deux exercices précédents, lesquelles sont injectives ?
Surjectives ?




Chapitre B9. Applications linéaires

LII. Image et noyau
B. Propriétés

Théoreme

Soit f : E — F linéaire.
(i) f injective <= ker f = {0g}
(ii) f surjective <— imf=1F

Démonstration du (ii).




Chapitre B9. Applications linéaires

LII. Image et noyau
B. Propriétés

Théoreme

Soit f : E — F linéaire.
(i) f injective <= ker f = {0g}
(ii) f surjective <— imf=1F

Démonstration du (i).




Chapitre B9. Applications linéaires

LII. Image et noyau
B. Propriétés

Théoreme

Soit f : E — F linéaire.
(i) f injective <= ker f = {0g}
(ii) f surjective <— imf=1F

Démonstration du (i).




Chapitre B9. Applications linéaires

II. Image et noyau

C. Application : systémes et équations

différentielles linéaires



Chapitre B9. Applications linéaires

II. Image et noyau

C. Application : systéemes et équations différentielles linéaires

Propositions

(i) L'ensemble des solutions d'un systeme linéaire
homogene a p inconnues est un sous-espace
vectoriel de K?.




Chapitre B9. Applications linéaires

II. Image et noyau

C. Application : systéemes et équations différentielles linéaires

Propositions

(ii) Soit a : I — K continue sur l'intervalle I.
L'ensemble des solutions de I'équation
différentielle homogene

y —a(t)y =0

est un sous-espace vectoriel de C'(I,K).




Chapitre B9. Applications linéaires

II. Image et noyau

C. Application : systéemes et équations différentielles linéaires

Propositions

(iii) L'ensemble des solutions de I'équation
différentielle homogene

ay”" +by +cy=0

est un sous-espace vectoriel de C*(R, K).




Chapitre B9. Applications linéaires

II. Image et noyau

C. Application : systéemes et équations différentielles linéaires

Propositions
(i) L'ensemble des solutions d'un systeme linéaire
homogene a p inconnues est un sous-espace
vectoriel de K?.

Démonstration. Soit
[ Mpu(K) — M1 (K)
X — AX.

f est linéaire.
Son noyau est donc un sous-espace vectoriel de

M, 1(K).



Chapitre B9. Applications linéaires

II. Image et noyau

C. Application : systéemes et équations différentielles linéaires

Propositions

(ii) L'ensemble des solutions de I'équation
différentielle homogene

y —a(t)y =0

est un sous-espace vectoriel de C1(I,K).

Démonstration. Soit
f:CYI,K) — CI,K)
y —y —a(t)y.
f est linéaire. Son noyau est donc un sous-espace
vectoriel de C1(I,K).




Chapitre B9. Applications linéaires

II. Image et noyau

C. Application : systéemes et équations différentielles linéaires

Propositions

(iii) L'ensemble des solutions de I'équation
différentielle homogene

ay”" +by +cy=0

est un sous-espace vectoriel de C*(R, K).

Démonstration. Soit
f:C®(R,K) — C*(R,K)
y — ay’ + by + cy.
f est linéaire. Son noyau est donc un sous-espace
vectoriel de C*(RR, K). O




Chapitre B9. Applications linéaires

II. Image et noyau

C. Application : systémes et équations différentielles linéaires
Proposition
Soit f : E — F une application linéaire
b un élément de F'.
L'ensemble des solutions de I'équation f(u) = b est
» soit vide,

» soit un sous-espace affine de F,
de direction ker f.




Chapitre B9. Applications linéaires

II. Image et noyau

L_C. Application : systémes et équations différentielles linéaires
Proposition
L'ensemble des solutions de I'équation f(u) = b est
> soit vide,

» soit un sous-espace affine de F/,
de direction ker f.

Remarques
Une équation d'inconnue u de la forme

flu)=b

ou f est linéaire, est appelée équation linéaire.




Chapitre B9. Applications linéaires

II. Image et noyau

L_C. Application : systémes et équations différentielles linéaires
Proposition
L'ensemble des solutions de I'équation f(u) = b est
> soit vide,

» soit un sous-espace affine de F/,
de direction ker f.

Remarques
(i) L'ensemble des solutions d'un systeme linéaire
est soit vide, soit un sous-espace affine dirigé
par |'ensemble des solutions du systeme
homogene associé.




Chapitre B9. Applications linéaires

II. Image et noyau

L_C. Application : systémes et équations différentielles linéaires
Proposition
L'ensemble des solutions de I'équation f(u) = b est
> soit vide,

» soit un sous-espace affine de F/,
de direction ker f.

Remarques
(ii) L'ensemble des solutions d'une équation
différentielle linéaire est un sous-espace affine
dirigé par I'ensemble des solutions de
I'équation homogene associée.




Chapitre B9. Applications linéaires

LII. Image et noyau

C. Application : systéemes et équations différentielles linéaires

Démonstration. Supposons que I'ensemble des
solutions de I'équation f(u) = b est non-vide.




Chapitre B9. Applications linéaires

LII. Image et noyau

C. Application : systéemes et équations différentielles linéaires

Démonstration. Supposons que I'ensemble des
solutions de I'équation f(u) = b est non-vide.

Il contient alors un vecteur u; de £ @ f(uy) =b



Chapitre B9. Applications linéaires

LII. Image et noyau

C. Application : systéemes et équations différentielles linéaires

Démonstration. Supposons que I'ensemble des
solutions de I'équation f(u) = b est non-vide.

Il contient alors un vecteur u; de £ @ f(uy) =b

Pour tout autre vecteur u de E :

fu) =10 f(u) = f(u)
f(u) = f(ur) = OF
flu—wuy) =0p

u—uy € ker f
u € uy + ker f

[



Chapitre B9. Applications linéaires

II. Image et noyau

C. Application : systéemes et équations différentielles linéaires

Démonstration. Supposons que I'ensemble des
solutions de I'équation f(u) = b est non-vide.

flwy=b = flu)=f(u)
— f(u) = f(ur) = 0p
— f(u—wu) =0p
= u—uy € ker f
= u € uyp + ker f

L'ensemble des solutions de I'équation f(u) = b est
I'ensemble u; + ker f, qui est un sous-espace affine
de F dirigé par ker f. O]
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I1I. Formes linéaires
A. Définitions et exemples
B. Applications a valeurs dans K"
C. Droites et hyperplans



Chapitre B9. Applications linéaires

II1. Formes linéaires

A. Définitions et exemples



Chapitre B9. Applications linéaires

L_III. Formes linéaires
A

. Définitions et exemples

Définition
Forme linéaire : application linéaire de E dans K.




Chapitre B9. Applications linéaires

L_III. Formes linéaires
A

. Définitions et exemples

Définition
Forme linéaire : application linéaire de E dans K.

Exemple 5
() f: R — R
(x,y,2) — = — 2y + 5z




Chapitre B9. Applications linéaires

A. Définitions et exemples

Définition
Forme linéaire : application linéaire de E dans K.

Exemple 5
(i) K[X] — K FR,R) — R
P — P(5) f—f@3)
RY — R

(up) — ug




Chapitre B9. Applications linéaires

L_III. Formes linéaires
A

. Définitions et exemples

Définition
Forme linéaire : application linéaire de E dans K.

Exemple 5
(i) C{(R,R) — R
f— 12




Chapitre B9. Applications linéaires

L_III. Formes linéaires
A

. Définitions et exemples

Proposition
B=(e,...,e,) basede £ Vi=1,...,n:
e; : E — K

el + o+ e, — N




Chapitre B9. Applications linéaires

L_III. Formes linéaires
A

. Définitions et exemples

Proposition
B = (e1,...,e,) base de F Vi=1,...,n:
e; : E — K

A€l + o+ Ann —> Ay
Les e sont des formes linéaires.




Chapitre B9. Applications linéaires

III. Formes linéaires
A

. Définitions et exemples

Proposition
B = (e1,...,e,) base de F Vi=1,...,n:
er - E — K

7

A€l + o+ Ann —> Ay
Les e sont des formes linéaires.

Définition
Les e sont appelées formes coordonnées relativement
a la base B.




Chapitre B9. Applications linéaires

III. Formes linéaires
A

. Définitions et exemples

Proposition
B = (e1,...,e,) base de F Vi=1,...,n:
er - E — K

7

A€l + o+ Ann —> Ay
Les e sont des formes linéaires.

Exemple
Formes coordonnées selon la base canonique :
e : KP — K

(T1,...,2p) —> T




Chapitre B9. Applications linéaires

III. Formes linéaires
A

. Définitions et exemples

Proposition
B = (e1,...,e,) base de F Vi=1,...,n:
e; E — K

A€l + o+ Ann —> Ay
Les e sont des formes linéaires.

Démonstration.
u et v de coordonnées (A1,..., A\n) et (g1, ..., fin)




Chapitre B9. Applications linéaires

III. Formes linéaires
A. Définitions et exemples

Proposition
B = (e1,...,e,) base de F Vi=1,...,n:
er - E — K

7

A€l + o+ Ann —> Ay
Les e sont des formes linéaires.

Démonstration.
u et v de coordonnées (A1,..., A\n) et (g1, ..., fin)
au+v=alAe; + -+ \ep)
+(,LL1€1 + -+ ,unen)
= (Od>\1 + ,ul)el + e+ (Od)\n + ,un)en




Chapitre B9. Applications linéaires

III. Formes linéaires
A

. Définitions et exemples

Proposition
B = (e1,...,e,) base de F Vi=1,...,n:
er - E — K

7

A€l + o+ Ann —> Ay
Les e sont des formes linéaires.

Démonstration.
u et v de coordonnées (A1,..., A\n) et (g1, ..., fin)
au—+v = (a1 + pr)er + - - + (a, + py)en




Chapitre B9. Applications linéaires

III. Formes linéaires
A

. Définitions et exemples

Proposition
B = (e1,...,e,) base de F Vi=1,...,n:
er - E — K

7

A€l + o+ Ann —> Ay
Les e sont des formes linéaires.

Démonstration.
u et v de coordonnées (A1,..., A\n) et (g1, ..., fin)
au + v
Donc
ef(au+v) =a\+pu =cae(u)+e(v) O




Chapitre B9. Applications linéaires

L_III. Formes linéaires
A

. Définitions et exemples

Proposition
Toute forme linéaire f : KP — K est de la forme :

[, .. xp) = a1 + -+ - + apxy




Chapitre B9. Applications linéaires

III. Formes linéaires

L A. Définitions et exemples

Proposition
Toute forme linéaire f : KP — K est de la forme :

[, .. xp) = a1 + -+ - + apxy

Rappel

Remarque

—_ * *k
J=ael+ -+ ape,

Par combinaison linéaire f est bien linéaire.




Chapitre B9. Applications linéaires
A. Définitions et exemples
Proposition

Toute forme linéaire f : KP — K est de la forme :

[, .. xp) = a1 + -+ - + apxy

Démonstration. Soit [ : K” — K linéaire

Onpose: Vi=1,...,p a; = f(e;)
Alors :
f(x1,...,2p) = f(xieg + -+ - + xpep)

=x1f(er) + - +x,pf(ep)

=101+ -+ Tpay [l
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II1. Formes linéaires

B. Applications a valeurs dans K"



Chapitre B9. Applications linéaires

L_III. Formes linéaires

B. Applications a valeurs dans K™

Définition
f:E—K"

composantes de f




Chapitre B9. Applications linéaires

III. Formes linéaires
B. Applications a valeurs dans K"

Définition
f:E—K"

composantes de f

Proposition
Une application £ — K" est linéaire si et seulement
si toutes ses composantes sont linéaires.




Chapitre B9. Applications linéaires

III. Formes linéaires
B. Applications a valeurs dans K"

Exemple

fi R2 R
(x,y) — (4o + 3y, x — by)

admet pour composantes :




Chapitre B9. Applications linéaires

III. Formes linéaires
B. Applications a valeurs dans K"

Exemple
f: R —R
(z,y) — (4o + 3y, z — 5y)
admet pour composantes :

fli RZ — R et fQZ R? — R
(x,y) — 4o+ 3y (x,y) —> = — by




Chapitre B9. Applications linéaires

III. Formes linéaires
B. Applications a valeurs dans K™

Exemple
f: R? — R?
(z,y) > (47 + 3y, z — by)
admet pour composantes :
fli RZ — R et f22 R? — R
(x,y) — 4o+ 3y (x,y) —> = — by

Ces deux applications sont des formes linéaires car
elles sont de la forme (z,y) — ax + by donc par
propriété f est linéaire.




Chapitre B9. Applications linéaires

Définition
f:E—K"
Vue B f(u)=(fi(u),..., falu))

composantes de f

Proposition
Une application £ — K" est linéaire si et seulement
si toutes ses composantes sont linéaires.

Démonstration. Supposons que f est linéaire.

urs (i), fu(w) < fi(w)

fi = e o f donc par composition f; est linéaire.



Chapitre B9. Applications linéaires

B. Applications a valeurs dans K"

Démonstration. Supposons que les f; sont linéaires.

Alors pour tout (u,v) € E? et A € K :

fu+v) = (fidu+0),..., fr(Adu+0))
= (Afi(w) + f1(v), ...  Afa(u) + fu(v))

= Af1(w), -+, fulu))

+(fi(v), -, fulv))
= Af(u) + f(v)

Ceci montre que f est linéaire. [l



Chapitre B9. Applications linéaires

III. Formes linéaires
B. Applications a valeurs dans K"

Remarque
Toute application linéaire f : KP — K" est de la
forme :
f(:Ul, RN ,ﬂfp) = ((1115131 S alpa:p,
as1xq “FeeE A agpxp,




Chapitre B9. Applications linéaires

III. Formes linéaires
B. Applications a valeurs dans K™

Remarque
Toute application linéaire f : KP — K" est de la
forme :
f(:Ul, RN ,ﬂfp) = (a11$1 S alpa:p,
as1xq “FeeE A agpxp,

En colonnes :
" annry + -+ A1pTp
1 ~

f | a2z + -+ - + agpry
AN _

Lp

Ap1T1 + -+ AppTp




Chapitre B9. Applications linéaires

III. Formes linéaires
B. Applications a valeurs dans K™

Remarque
Toute application linéaire f : KP — K" est de la
forme :
f(:Ul, RN ,ﬂfp) = (a11$1 S alpa:p,
as1xq “FeeE A agpxp,

En colonnes :
" annry + -+ A1pTp
1 ~

x= | [L|@mttat )y

Ap1T1 + -+ AppTp




Chapitre B9. Applications linéaires

III. Formes linéaires
B. Applications a valeurs dans K"

Remarque

Pp o
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III. Formes linéaires
B. Applications a valeurs dans K"

Remarque

(Cl?l,...,ZUp) KP K" (yla-”;yn)

©p ©n 1




Chapitre B9. Applications linéaires

III. Formes linéaires
B. Applications a valeurs dans K"

Remarque
Toute application linéaire de K” dans K" est donnée
par une matrice de taille (1, p).

L'application suivante est un isomorphisme :
M, (K) — L(KP, K")

Ar— o tomyop,
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II1. Formes linéaires

C. Droites et hyperplans



Chapitre B9. Applications linéaires

L_III. Formes linéaires
C

. Droites et hyperplans

Définition
Une droite vectorielle est un sous-espace vectoriel en-
gendré par un vecteur non-nul :

D = Vect (u) u # Op




Chapitre B9. Applications linéaires

III. Formes linéaires
C. Droites et hyperplans

Définition
Une droite vectorielle est un sous-espace vectoriel en-
gendré par un vecteur non-nul :

D = Vect (u) u # Op

Remarque
Si ug € D est non-nul alors :

D = Vect (ug)




Chapitre B9. Applications linéaires

III. Formes linéaires
C. Droites et hyperplans

Définition
Une droite vectorielle est un sous-espace vectoriel en-
gendré par un vecteur non-nul :

D = Vect (u) u # Op

Exemple
Toute droite de KP? est de la forme :

D={(\ai,...,\a,) | A €K}

ou les a; ne sont pas tous nuls.




Chapitre B9. Applications linéaires

L_III. Formes linéaires
C

. Droites et hyperplans

Définition
Un hyperplan de E est le noyau d'une forme linéaire
non-nulle de F.

H =keryp avec ¢ : FE — K non-nulle




Chapitre B9. Applications linéaires

III. Formes linéaires
C

. Droites et hyperplans

Définition
Un hyperplan de E est le noyau d'une forme linéaire
non-nulle de F.

H =keryp avec ¢ : FE — K non-nulle

Remarque
H est un sous-espace vectoriel de E.




Chapitre B9. Applications linéaires

III. Formes linéaires
C

. Droites et hyperplans

Définition
Un hyperplan de E est le noyau d'une forme linéaire
non-nulle de F.

H =keryp avec ¢ : FE — K non-nulle

Exemple
Hyperplan de K? :

H:{(xl,...,xp)EKp‘ a1x1+-~-+apxp:O}

ou les a; sont des scalaires non tous nuls.




Chapitre B9. Applications linéaires
C. Droites et hyperplans
Définition
Un hyperplan de E est le noyau d'une forme linéaire
non-nulle de F.

H =keryp avec ¢ : FE — K non-nulle

Exemple
Hyperplan de R? :

H:{(x,y)ERz‘ aa:—l—by:O}

Il s’agit d'une droite vectorielle.




Chapitre B9. Applications linéaires
C. Droites et hyperplans
Définition
Un hyperplan de E est le noyau d'une forme linéaire
non-nulle de F.

H =keryp avec ¢ : FE — K non-nulle

Exemple
Hyperplan de R? :

H:{(x,y,z)ER?" aa:—|—by—|—cz:0}

Il s’agit d'un plan vectoriel.




Chapitre B9. Applications linéaires

III. Formes linéaires
C

. Droites et hyperplans

Proposition
Soit H un hyperplan de E.
[l existe une droite vectorielle D telleque £ = H®D.




Chapitre B9. Applications linéaires
C. Droites et hyperplans
Proposition
Soit H un hyperplan de E.
[l existe une droite vectorielle D telleque £ = H®D.

Toute droite vectorielle non contenue dans H est sup-
plémentaire de H.

DZ¢H = E=H&D




Chapitre B9. Applications linéaires

III. Formes linéaires
C

. Droites et hyperplans

Proposition
Soit H un hyperplan de E.
[l existe une droite vectorielle D telle que £ = H®D.

Démonstration. H est un hyperplan donc :

H =kery avec ¢:FE — K non-nulle.



Chapitre B9. Applications linéaires
C. Droites et hyperplans
Proposition

Soit H un hyperplan de E.
[l existe une droite vectorielle D telle que £ = H®D.

Démonstration. H est un hyperplan donc :

H =kery avec ¢:FE — K non-nulle.
Soit uy € E tel que ¢(ug) # 0.



Chapitre B9. Applications linéaires
C. Droites et hyperplans
Proposition

Soit H un hyperplan de E.
[l existe une droite vectorielle D telle que £ = H®D.

Démonstration. H est un hyperplan donc :

H =kerp avec ¢:FE — K non-nulle.
Soit ug € F tel que p(ug) # 0.
Soit D = Vect (uy).

uo est non-nul donc D est une droite vectorielle.



Chapitre B9. Applications linéaires
C. Droites et hyperplans
Proposition

Soit H un hyperplan de E.
[l existe une droite vectorielle D telle que £ = H®D.

Démonstration. H est un hyperplan donc :

H =kerp avec ¢:FE — K non-nulle.
Soit ug € F tel que p(ug) # 0.
Soit D = Vect (uy).
uo est non-nul donc D est une droite vectorielle.

Démontrons que E = H & D.



Chapitre B9. Applications linéaires
C. Droites et hyperplans
Proposition

Soit H un hyperplan de E.
[l existe une droite vectorielle D telle que £ = H®D.

Démonstration. H est un hyperplan donc :

H =kerp avec ¢:FE — K non-nulle.
Soit ug € F tel que p(ug) # 0.
Soit D = Vect (uy).
uo est non-nul donc D est une droite vectorielle.

On a démontré que £ = H & D.



Chapitre B9. Applications linéaires
e
C. Droites et hyperplans
Proposition
Soit H un hyperplan de E.

Toute droite vectorielle non contenue dans H est sup-
plémentaire de H.

D¢H =— E=H&D

Démonstration. A est un hyperplan donc :

H =kerp avec ¢:FE — K non-nulle.



Chapitre B9. Applications linéaires
e
C. Droites et hyperplans
Proposition
Soit H un hyperplan de E.

Toute droite vectorielle non contenue dans H est sup-
plémentaire de H.

D¢H =— E=H&D

Démonstration. A est un hyperplan donc :

H =keryp avec ¢:FE — K non-nulle.
Si D ¢ H alors il existe ug € D\ H.
©(ug) # 0 donc comme ci-dessus : E=H & D [



Chapitre B9. Applications linéaires

L_III. Formes linéaires
C

. Droites et hyperplans

Proposition
Soit D une droite vectorielle de E. Tout supplémen-
taire de D est un hyperplan de F.




Chapitre B9. Applications linéaires
C. Droites et hyperplans
Proposition

Soit D une droite vectorielle de E. Tout supplémen-
taire de D est un hyperplan de F.

Démonstration. Soit H un supplémentaire de D.

Soit ug engendrant D : D = Vect (ug)



Chapitre B9. Applications linéaires
C. Droites et hyperplans
Proposition

Soit D une droite vectorielle de E. Tout supplémen-
taire de D est un hyperplan de F.

Démonstration. Soit H un supplémentaire de D.

Soit ug engendrant D : D = Vect (ug)

Comme E = D ¢ H alors il existe une unique
application linéaire p : ' — K telle que :

Vue D o(u) =ui(u) i.e., Qp=up
Vue H ¢(u)=0 ie, ou=0



Chapitre B9. Applications linéaires
C. Droites et hyperplans
Proposition

Soit D une droite vectorielle de E. Tout supplémen-
taire de D est un hyperplan de F.

Démonstration.
Vue D o(u) =uj(u) ie, pp =1
Vue H op(u) = ie, ou=0

Pourtoutue E: u=Aug+v reKove H



Chapitre B9. Applications linéaires
C. Droites et hyperplans
Proposition

Soit D une droite vectorielle de E. Tout supplémen-
taire de D est un hyperplan de F.

Démonstration.
Vue D o(u) =uj(u) ie, pp =1
Vue H p(u)=0 ie, =0

Pourtoutue E: u=Aug+v reKove H
Donc : o(u) = Ap(ug) + p(v) = A



Chapitre B9. Applications linéaires
C. Droites et hyperplans
Proposition

Soit D une droite vectorielle de E. Tout supplémen-
taire de D est un hyperplan de F.

Démonstration.
Vue D o(u) =uj(u) ie, pp =1
Vue H p(u)=0 ie, =0

Pourtoutue E: u=Aug+v reKove H
Donc : o(u) = Ap(ug) + p(v) = A

Donc ker ¢ = H, et comme ¢ est non-nulle alors H
est un hyperplan de E. ]
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L_III. Formes linéaires
C

. Droites et hyperplans

Proposition
©, 1 formes linéaires.
Si ker ¢ = ker ) alors ¢ et 1) sont proportionnelles :

MeK  P=Ap




Chapitre B9. Applications linéaires
C. Droites et hyperplans
Proposition
©, 1 formes linéaires.
Si ker ¢ = ker ) alors ¢ et 1) sont proportionnelles :

MeK  h=Ap

Remarque
Ainsi, pour tout hyperplan H, les formes linéaires
dont H est le noyau sont proportionnelles.




Chapitre B9. Applications linéaires

III. Formes linéaires

LC. Droites et hyperplans

Proposition
©, 1 formes linéaires.
Si ker ¢ = ker ) alors ¢ et 1) sont proportionnelles :

MeK  h=Ap

Remarque

Par exemple pour le plan de R? :
H: ar+by+cz=0
Les équations de H sont :
Aax + Aby + Acz =0 (A e RY)




Chapitre B9. Applications linéaires
e
C. Droites et hyperplans
Proposition
Si ker o = ker ) alors et 1 sont proportionnelles :

M eK =g

Démonstration.
Sip=0 alors kerp=F
donc kerv) = E puis ¢ = 0.

@ est 1 sont proportionnelles dans ce cas.
(A =1 convient)




Chapitre B9. Applications linéaires
e
C. Droites et hyperplans
Proposition
Si ker o = ker ) alors et 1 sont proportionnelles :

M eK =g

Démonstration.
Sip=0 alors kerp=F
donc kerv) = E puis ¢ = 0.
@ est 1 sont proportionnelles dans ce cas.
(A =1 convient)

Supposons maintenant que ¢ est non-nulle.



Chapitre B9. Applications linéaires
C. Droites et hyperplans
Proposition
Si ker o = ker ) alors et 1 sont proportionnelles :
MK =\

Démonstration.
Soit H = ker ¢ : H est un hyperplan,




Chapitre B9. Applications linéaires
e
C. Droites et hyperplans
Proposition
Si ker o = ker ) alors et 1 sont proportionnelles :

M eK =g

Démonstration.
Soit H = ker ¢ : H est un hyperplan,

Soit D = Vect (ug) un supplémentaire de H.



Chapitre B9. Applications linéaires
e
C. Droites et hyperplans
Proposition
Si ker o = ker ) alors et 1 sont proportionnelles :

M eK =g

Démonstration.
Soit H = ker ¢ : H est un hyperplan,

Soit D = Vect (ug) un supplémentaire de H.

©(ugp) et ¥(up) ne sont pas nuls.



Chapitre B9. Applications linéaires
e
C. Droites et hyperplans
Proposition
Si ker o = ker ) alors et 1 sont proportionnelles :

M eK =g

Démonstration.
Soit H = ker ¢ : H est un hyperplan,

Soit D = Vect (ug) un supplémentaire de H.

©(ugp) et ¥(up) ne sont pas nuls.

On pose A = ¢EUO§ puis on démontre que ) = \p.



Chapitre B9. Applications linéaires
e
C. Droites et hyperplans
Proposition
Si ker o = ker ) alors et 1 sont proportionnelles :

M eK =g

Démonstration.
Soit H = ker ¢ : H est un hyperplan,

Soit D = Vect (ug) un supplémentaire de H.
©(ugp) et ¥(up) ne sont pas nuls.
On pose A\ = % puis on démontre que 1) = Ap.

Soit f =1 — Ay  avec /\:%



Chapitre B9. Applications linéaires
C. Droites et hyperplans
Proposition
Si ker o = ker ) alors et 1 sont proportionnelles :
MK =\

Démonstration.

Soit f =19 —Ap avec A= Zﬁgzgg




Chapitre B9. Applications linéaires

III. Formes linéaires
C

. Droites et hyperplans

Proposition
Si ker o = ker ) alors et 1 sont proportionnelles :

M eK =g

Démonstration.

O — ) — _ P(uo)
Soit f =19 — Ay  avec A—Wﬁ

Par combinaison linéaire f est une forme linéaire.

g



Chapitre B9. Applications linéaires
C. Droites et hyperplans
Proposition
Si ker o = ker ) alors et 1 sont proportionnelles :
MK =\

Démonstration.

Soit f =19 —Ap avec A= Zﬁgzgg

VoeH f(v) =¢(v) = Ap(v) =0




Chapitre B9. Applications linéaires

C. Droites et hyperplans

Proposition
Si ker o = ker ) alors et 1 sont proportionnelles :

M eK =g

Démonstration.

Soit f=9%—Ap avec A= (uOg

Voe H f(v) =1(v)— M)() 0
Ywe D f(w) = flau) (a€K)




Chapitre B9. Applications linéaires

C. Droites et hyperplans

Proposition
Si ker o = ker ) alors et 1 sont proportionnelles :

M eK =g

Démonstration.

Soit f =19 —Ap avec A= Zﬁgzgg

Vel f(v) =9(v) —Ap(v) =0
Vwe D f(w) =1(auy) — Ap(au)




Chapitre B9. Applications linéaires

C. Droites et hyperplans

Proposition
Si ker o = ker ) alors et 1 sont proportionnelles :

M eK =g

Démonstration.

Soit f =19 —Ap avec A= Zﬁgzgg
Yo e H f(v) =¢(v) —Ap(v) =0
Vwe D f(w)

a(¥(ug) — Ap(ug)) =0




Chapitre B9. Applications linéaires
C. Droites et hyperplans
Proposition
Si ker o = ker ) alors et 1 sont proportionnelles :

M eK =g

Démonstration.

Soit f =19 —Ap avec A= Zﬁgzgg

Yoe H f(v) =¢(v) —Ap(v) =0

Vwe D f(w) = a(i(ug) — Ap(ug)) =0
E = H ® D donc f est uniquement déterminée par
ses restrictions a H et D.




Chapitre B9. Applications linéaires

C. Droites et hyperplans

Proposition
Si ker o = ker ) alors et 1 sont proportionnelles :

M eK =g

Démonstration.
Soit f =1 —Ap avec )= Ll

¢(uo)
Vo e H f(v) =¢(v) - MO( )=0
Vwe D f(w) = a(®(u) — Ap(uo)) =

Donc f est nulle.

Donc v et ¢ sont proportionnelles. [l
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IV. Projecteurs et symétries

A. Projecteurs



Chapitre B9. Applications linéaires
A. Projecteurs
Définition
E=FaG
Projecteur de E sur F' parallélement a G :

p: EF — FE
v+w — v




Chapitre B9. Applications linéaires
A. Projecteurs
Définition
E=FaG
Projecteur de F sur F' paralléelement a G :

p: EF — FE
v+w — v

Proposition
(i) p est un endomorphisme de E
(i) imp = F kerp =G




Chapitre B9. Applications linéaires

LI\r'. Projecteurs et symétries
A. Projecteurs

Démonstration.
(I)le—>E fQIG—>E
U —> u u — Op

p est I'unique endomorphisme de E tel que
plr = fi et plg = fa.



Chapitre B9. Applications linéaires

LI\". Projecteurs et symétries
A

. Projecteurs

Suite de la démonstration.
(ilu=v+w avecveFetwed




Chapitre B9. Applications linéaires

LI\r'. Projecteurs et symétries
A. Projecteurs

Suite de la démonstration.
(i)u=v+w avecve FetwedG

p(u) = v donc p(u) € F imp C F



Chapitre B9. Applications linéaires

LI\r'. Projecteurs et symétries
A. Projecteurs

Suite de la démonstration.
(i)u=v+w avecve FetwedG

p(u) = v donc p(u) € F imp C F

Siuw e F alors u =u -+ 0 donc
u=p(u) €imp FCimp



Chapitre B9. Applications linéaires

LI\r'. Projecteurs et symétries
A. Projecteurs

Suite de la démonstration.

(i)u=v+w avecve FetwedG
p(u) = v donc p(u) € F imp C F

Siuw e F alors u =u -+ 0 donc
u=p(u) €imp FCimp

Siu € G alors u = 0 + u donc p(u) = Og
G Ckerp



Chapitre B9. Applications linéaires

LI\r'. Projecteurs et symétries

A. Projecteurs

Suite de la démonstration.

(i)u=v+w avecve FetwedG
p(u) = v donc p(u) € F imp C F

Siuw e F alors u =u -+ 0 donc
u=p(u) €imp FCimp

Siu € G alors u = 0 + u donc p(u) = Og
G Ckerp

Si p(u) = 0p alors v =0 donc u € G
kerp C G
[l
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LI\". Projecteurs et symétries

A. Projecteurs

Remarque

Ywve FF' pv)=wv




Chapitre B9. Applications linéaires

LI\r'. Projecteurs et symétries
A. Projecteurs

Théoreme
Soit p € L(E)

p projecteur — pop=p

p est alors le projecteur » sur im p
» parallélement a ker p.
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LI\r'. Projecteurs et symétries
A. Projecteurs

Lemme
p € L(F) F=1imp G =kerp

Si pop=p alors E=F&dG.




Chapitre B9. Applications linéaires

LI\r'. Projecteurs et symétries
A. Projecteurs

Lemme
p € L(F) F=1imp G =kerp

Si pop=p alors E=F&dG.

Démonstration.




Chapitre B9. Applications linéaires

LI\r'. Projecteurs et symétries
A. Projecteurs

Lemme
p € L(F) F=1imp G =kerp

Si pop=p alors E=F&dG.

Démonstration.




Chapitre B9. Applications linéaires

LI\r'. Projecteurs et symétries
A. Projecteurs

Démonstration du théoreme.
Si p est le projecteur sur F' parallelement a GG alors :

pop=p F=imp G =kerp



Chapitre B9. Applications linéaires

LI\r'. Projecteurs et symétries
A. Projecteurs

Démonstration du théoreme.
Si p est le projecteur sur F' parallelement a GG alors :

pop=p F=imp G =kerp

Réciproquement, soit p € L(FE) tel que pop = p.
Soit F' =imp et G = ker p. Alors
» F = F & G d'aprés le lemme,



Chapitre B9. Applications linéaires

IV. Projecteurs et symétries
A. Projecteurs

Démonstration du théoreme.
Si p est le projecteur sur F' parallelement a GG alors :

pop=p F=imp G =kerp

Réciproquement, soit p € L(FE) tel que pop = p.
Soit F' =imp et G = ker p. Alors
» F = F & G d'aprés le lemme,
» p est le projecteur sur F' parallélement a G car :
Vue B u=p(u)+(u—plu)) O
—_—  —
er eG



Chapitre B9. Applications linéaires

IV. Projecteurs et symétries
A. Projecteurs

> Exercice 4.
Soit p I'endomorphisme de E = R? défini par :

V(z,y,2) €EE  p(z,y,2)=(z+y—2
rT+y— 2,
z+y—2)

Démontrer que p est un projecteur, déterminer ses
éléments caractéristiques (i.e., F' et G).




Chapitre B9. Applications linéaires

IV. Projecteurs et symétries
A. Projecteurs

> Exercice 5.

n

Soit a = (ay,...,a,) € R" vérifiant Y a? = 1.
k=1

a. Démontrer que I'application :

n
pru=(x1,...,2,) —> | D apxi|a
k=1

est un endomorphisme de £ = R".

b. Démontrer que p est un projecteur sur une
droite vectorielle parallelement a un hyperplan.
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IV. Projecteurs et symétries

B. Symétries



Chapitre B9. Applications linéaires

LI\r'. Projecteurs et symétries
B

. Symétries

Définition
E=F®G
Symétrie de E par rapport a F' parallelement a G :

S: FE — F
v+w — v—w




Chapitre B9. Applications linéaires

IV. Projecteurs et symétries
B

. Symétries

Proposition

Soit p le projecteur de E sur F' parallelement a G.
Alors

s =2p—Idg et p=3(s+1dg)




Chapitre B9. Applications linéaires

IV. Projecteurs et symétries
B. Symétries

Proposition
Soit p le projecteur de E sur F' parallelement a G.
Alors

s =2p—Idg et p=3(s+1dg)

Vue E s(u) =2p(u) —u
et p(u) =3

Démonstration.

2p(u) —u=2v—(v+w)=v—w=s(u) O




Chapitre B9. Applications linéaires

Proposition
(i) s est un endomorphisme de E
(i) F={ue E| s(u) =u}
G={ueFE| s(u)=—u}




Chapitre B9. Applications linéaires

LI\r'. Projecteurs et symétries

B. Symétries

Démonstration.

(i) p et Idg endomorphismes de E
—> s = 2p — Idg endomorphisme de F

(i) s(u) =u <= 2p(u) —u
< p(u) = u
< uck

U

s(u) = —u <= 2p(u) —u=—u
< p(u) =0
—ueiG O



Chapitre B9. Applications linéaires

IV. Projecteurs et symétries
B

. Symétries

Théoreme
Soit s € L(F)

s symétrie — sos=Idg

s est alors la symétrie » par rapport a F'
» paralléelement a G

ot F={uekFE| s(u)=u}
G={u€eFE]| s(u)=—u}
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LI\r'. Projecteurs et symétries
B

. Symétries

Démonstration. Si s est la symétrie par rapport a F
parallelement a G alors :

sos(u)=s(v—w)=v—(—w)=u

Ceci montre que so s = Idg.



Chapitre B9. Applications linéaires

LI\r'. Projecteurs et symétries
B

. Symétries

Suite de la démonstration. Réciproquement,
supposons que s o s = [dg.

On pose p = %(3 + Idg). Alors :



Chapitre B9. Applications linéaires

LI\r'. Projecteurs et symétries

B. Symétries

Suite de la démonstration. Réciproquement,
supposons que s o s = [dg.

On pose p = %(3 + Idg). Alors :

1 1
popzz(sos—l—Qs—l—IdE)zi(s—FIdE):P
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LI\r'. Projecteurs et symétries

B. Symétries

Suite de la démonstration. Réciproquement,
supposons que s o s = [dg.

On pose p = %(3 + Idg). Alors :

1 1
popzz(sos—l—Qs—l—IdE):§(s+1d3)zp

Donc p est le projecteur de E sur ' = im p sur
G = kerp.
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IV. Projecteurs et symétries
B. Symétries

Suite de la démonstration. Réciproquement,
supposons que s o s = [dg.

On pose p = %(s + Idg). Alors :

1 1
pop:Z(SOS—I-QS—I—IdE) :§(8+Id3) =D
Donc p est le projecteur de E sur ' = im p sur
G = kerp.

Comme s = 2p — Idg, alors s est la symétrie par
rapport a I parallélement a GG. ]
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LI\r'. Projecteurs et symétries
B

. Symétries

Remarque
Une symétrie est bijective, égale a sa propre réci-
proque.




Chapitre B9. Applications linéaires

IV. Projecteurs et symétries
B

. Symétries

> Exercice 6.
Soit s I'endomorphisme de E = R? défini par :

V(z,y) € E s(z,y) = (x, —2x — y)

Démontrer que s est une symétrie et en déterminer
les éléments caractéristiques.
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