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K=R ou K=C

K est I'ensemble des scalaires.
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LI. Espaces vectoriels
A. Définitions

Définition d'un espace vectoriel

Définition
» F : ensemble (vecteurs)
» Addition: Ex F — E
(u,v) — u+wv
» Multiplication par un scalaire :
KxFE — FE
(A u) — Au
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LI. Espaces vectoriels
A. Définitions

Définition d'un espace vectoriel

Définition (suite)
L'addition est
» commutative :
V(u,v) € E? u+v=v+u
» associative :
V(u,v,w) € B*  (u+v)+w=u+ (v+w)
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I. Espaces vectoriels
A. Définitions

Définition d'un espace vectoriel

Définition (suite)
» |l existe un vecteur de E noté O et appelé
vecteur nul, vérifiant

Yu e FE u+0g=0g+u=u

» Tout vecteur u de E posséde un opposé noté
—u, satisfaisant

u+ (—u) = (—u) +u=0g

On note v — u au lieu de v + (—u).
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I. Espaces vectoriels
A. Définitions

Définition d'un espace vectoriel

Définition (suite)

La multiplication par un scalaire vérifie :

> VY(\p) eK? YueE (Ap)u = A pu)

» V(A p) eK2 YueE A+ p)u = Au+ pu
» YA e K V(u,v) € E? AMu+v) = Au+ v
» YVue FE lgu = u




Définition d'un espace vectoriel

Définition (alternative)
Un espace vectoriel (E,+,-) est un groupe abélien
(E,+) muni d'une loi de composition externe

- KxE—FE
vérifiant :
>V u)eRE Yue B (Apu=
> Y\ p) eKE Yue E  (A+pu
> VAeK VY(u,v) € B> Au+v) =+
» YVueFlE lgu =u

=
=
&
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ey =
Propositions

Pour tout (u,v) € E?, pour tout (A, u) € K :
(i) OKU = OE

Démonstrations.
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A. Définitions
Propositions
Pour tout (u,v) € E?, pour tout (A, u) € K :

(i) OKU = OE
(ii) N0g = 0g

Démonstrations.
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I. Espaces vectoriels
A. Définitions

Propositions

Pour tout (u,v) € E?, pour tout (A, u) € K :
(i) Ogu = Op

(i) N0g = O

(iii) (—1x)u = —u

Démonstrations.




Propositions

Pour tout (u,v) € E?, pour tout (A, u) € K :
(i) Ogu = Op

(i) \0g = Op

(iii) (—1x)u = —u

(iv) (A — p)u = I — pu

Démonstrations.




Propositions
Pour tout (u,v) € E?, pour tout (A, u) € K :

(i) OKUI OE
(i) \0g = Og
(iii) (—1x)u = —u

(iv) (A — p)u = I — pu
(v) M(u—v) = Au — \v

Démonstrations.




Propositions
Pour tout (u,v) € E?, pour tout (A, u) € K :

(i) OKUI OE
(i) \0g = Og
(iii) (—1x)u = —u

(iv) (A — p)u = I — pu
(v) M(u—v) = Au — \v

Démonstrations.
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LI. Espaces vectoriels
A. Définitions

Proposition
Soitu € E et A € K. Alors

Au = 0g < (/\ZOK ou UZOE)

Démonstration. L]
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Chapitre B8. Espaces vectoriels
LI. Espaces vectoriels
B. Espaces vectoriels de référence

Espace vectoriel des n-uplets a coefficients dans K

K" ={(zy,...,2,) | Vi=1,...,n xz; € K}
(n € N)
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LI. Espaces vectoriels
B. Espaces vectoriels de référence

EV des matrices de taille (n,p) a coefficients dans K

M p(K) n,p €N

A+B = (aij—i—bij) DV ()\azj)}izin

1<i<
1<isp

—A = (_a”)iiii’; Oan(K) = Onp:(0)1§i n

<
1<s<p
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LI. Espaces vectoriels
B. Espaces vectoriels de référence

Espace vectoriel des polynémes a coefficients dans K

K[X]
+00 +00
P+Q = S (ap+0p) X AP = Y A XF
k=0 k=0
+o0 100
—P = Z—aka OK[X] = ZOKXkIOK

k=0 k=0



Espace vectoriel des applications de {2 dans K

K® ou F(Q,K) (2 # 9)

f+g: Q —K M Q —K
r — f(z)+ g(z) r — A f(x).

—f: Q —K Oge : @ — K

r — —f(x) r — Ok
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I. Espaces vectoriels
B. Espaces vectoriels de référence

Exemples
» RR : applications R — R
» RY : suites réelles indexées par N

° (un)nEN + (Un)neN - (un + Un)nEN
¢ A(un)neN - ()\un)nEN

> R{l,...,n} ~ R"




Produit cartésien de deux K-espaces vectoriels

ExF={(x,y)| r€ Fetyec F}

(z,y) + (@",y) = (@+2"y+Y)
ANz,y) = (Az, Ay)
—(z,y) = (—z,—y)

Opxr = (0g,0F)
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LI. Espaces vectoriels
B. Espaces vectoriels de référence

Produit cartésien de n espaces vectoriels

E1><°'°XEn:HEZ'
i=1
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II. Sous-espaces vectoriels
A. Définition
B. Exemples
C. Intersection de sous-espaces vectoriels
D. Sous-espace vectoriel engendré par une famille finie de
vecteurs
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I1. Sous-espaces vectoriels
A. Définition
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II. Sous-espaces vectoriels
A. Définition

Définition

Soit E un espace vectoriel sur K.

Un sous-espace vectoriel de F/ est une partie F' de F/
non-vide telle que :

> V(u,v) € F? utveF
> YVuec ' YAeK A\u e F
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II. Sous-espaces vectoriels
A. Définition

Proposition
Caractérisation des sous-espaces vectoriels
F" est un sous-espace vectoriel de E ssi :

() FCE
(ii) Op e F
(i) ¥(u,v) € F* YAeK Au+véeF




Démonstration.

I partie de E non vide telle que :

(i') ¥(u,v) € F? utveF
(i) YVue F' YAeK A€ F
=

(i) FCFE

(i) Op € F

(i) ¥(u,v) € F> YAeK Au+verF



Démonstration.

I partie de E non vide telle que :

(i') ¥(u,v) € F? utveF
(i) YVue F' YAeK A€ F
=

(i) FCFE

(i) Op € F

(i) ¥(u,v) € F> YAeK Au+verF
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II. Sous-espaces vectoriels
A. Définition

Remarque

Pour démontrer qu'un ensemble F' est un sous-espace
vectoriel de E on utilise la caractérisation plutot que
la définition.
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II. Sous-espaces vectoriels

L A. Définition

Proposition
I sous-espace vectoriel de F
— F’ espace vectoriel

Remarque
Pour démontrer qu'un ensemble £ est un espace vec-
toriel, il est souvent plus facile de vérifier qu'il est un

sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel de réfé-
rence, comme R", F(I,R), RY ou R[X].
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LII. Sous-espaces vectoriels
A. Définition

Démonstration. Les lois de E sont :

+:ExXE—FE et KX E—=F
Leurs restrictions a F' sont :

+:FxF—FE et T KxF—FE
Or F est stable par ces lois donc :

+:FXxXF—F et - Kx F— F

Les axiomes sont vérifiés dans F donc ils le sont
aussi dans F'. ]
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II. Sous-espaces vectoriels
A. Définition

Définition
Soit
Ui, Us, . . ., U, des éléments de £

A1, Ao, ..., A\, des scalaires.
Alors le vecteur
AU + Aous + - - + A\up,

est appelé combinaison linéaire des vecteurs uq,

U9y ...y Up.
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II. Sous-espaces vectoriels
A. Définition

Remarques
(i) Une combinaison linéaire de plusieurs vecteurs
d'un espace vectoriel est élément de cet espace

vectoriel
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II. Sous-espaces vectoriels
A. Définition

Remarques

(i)

(ii) Un sous-espace vectoriel de E' est une partie
non-vide de E stable par combinaisons
linéaires.
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I1. Sous-espaces vectoriels

B. Exemples
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L II. Sous-espaces vectoriels
B

. Exemples

Remarque : sous-espaces vectoriels triviaux

{0g} et F sont deux sous-espaces vectoriels de F.




Chapitre B8. Espaces vectoriels

II. Sous-espaces vectoriels
B

. Exemples

Exemples géométriques
(i) Soit @ un vecteur non-nul de R?. L’ensemble
des combinaisons linéaires de u est |'ensemble

{M | XA € R}
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II. Sous-espaces vectoriels

L B. Exemples

Exemples géométriques
(i) Soit @ un vecteur non-nul de R?. L’ensemble
des combinaisons linéaires de u est |'ensemble

{M | XA € R}

(i) Soit # et ¥ deux vecteurs de R®. L'ensemble
des combinaisons linéaires de u et ¥ est
['ensemble

(N + pv | (A p) € R?}
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L II. Sous-espaces vectoriels
B

. Exemples

Remarques

(i) Les sous-espaces vectoriels de R? sont :
> {Og2}
» les droites passant par Og: = (0, 0)
> R?
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II. Sous-espaces vectoriels
B

. Exemples

Remarques

(ii) Les sous-espaces vectoriels de R? sont :
> {Ops}
» les droites passant par Ogs = (0,0,0)
» les plans contenant Ops
> R3
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L II. Sous-espaces vectoriels
B

. Exemples

Exemple 1
R,,[X] est un sous-espace vectoriel de R[.X].
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II. Sous-espaces vectoriels
B. Exemples

Exemple 1
R,,[X] est un sous-espace vectoriel de R[.X].

Exemple 2
C°(R,R) est un sous-espace vectoriel de F(R,R).
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II. Sous-espaces vectoriels
B. Exemples

Exemple 1
R,,[X] est un sous-espace vectoriel de R[.X].

Exemple 2
C°(R,R) est un sous-espace vectoriel de F(R,R).
De méme pour C", C*°, etc.
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LII. Sous-espaces vectoriels
B. Exemples

> Exercice 1.
Les trois ensembles suivants sont-ils des sous-espaces
vectoriels de R??

»Flz{($,2)| .TGR}
> Fr ={(z,22) | z € R}
> 5= {(z,7?) | z € R}
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II. Sous-espaces vectoriels
B. Exemples

> Exercice 2.
Soit a un réel et :

» (C, I'ensemble des suites convergeant vers a

>C:UCa

acR
Les ensembles C, et C' sont-ils des sous-espaces vec-

toriels de RN ?
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LII. Sous-espaces vectoriels
B. Exemples

> Exercice 3.
Démontrer que

T(K)  Du(K)  Si(K)  Au(K)

sont des espaces vectoriels.
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II. Sous-espaces vectoriels
C. Intersection de sous-espaces vectoriels

Proposition
Soit (F;)ic; une famille de sous-espaces vectoriels

d'un espace vectoriel E.

Alors N F; est un sous-espace vectoriel de .
iel
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II. Sous-espaces vectoriels
C. Intersection de sous-espaces vectoriels

Proposition
Soit (F;)ic; une famille de sous-espaces vectoriels

d'un espace vectoriel E.

Alors N F; est un sous-espace vectoriel de .
iel

Démonstration.
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II. Sous-espaces vectoriels
C. Intersection de sous-espaces vectoriels

Proposition
Soit (F;)ic; une famille de sous-espaces vectoriels

d'un espace vectoriel E.

Alors N F; est un sous-espace vectoriel de .
iel

Démonstration.
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I1. Sous-espaces vectoriels

D. Sous-espace vectoriel engendré par une

famille finie de vecteurs
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II. Sous-espaces vectoriels
D. Sous-espace vectoriel engendré par une famille finie de vecteurs

Définition
E : K-espace vectoriel
F = (uy,...,u,) famille de vecteurs de F

On note Vect (F) I'ensemble des combinaisons li-
néaires d'éléments de F :

Vect (F)
= {A1u1++)\nun ‘ ()\1,...,)\”) EK”}

v
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L II. Sous-espaces vectoriels
D

. Sous-espace vectoriel engendré par une famille finie de vecteurs

Définition
Vect (F)
= {/\1u1+—|—/\nun | (/\1,...,/\n) GKH}

Proposition

Vect (F) est un sous-espace vectoriel de E.
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D. Sous-espace vectoriel engendré par une famille finie de vecteurs
Définition
Vect (F)
= {/\1u1+—|—/\nun ’ (/\1;--~7/\n) GKH}

Proposition
Vect (F) est un sous-espace vectoriel de E.

Définition

Si F est une famille de vecteurs d'un espace vectoriel
E alors I'ensemble Vect (F) est appelé

sous-espace vectoriel de E/ engendré par F.
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II. Sous-espaces vectoriels
D

. Sous-espace vectoriel engendré par une famille finie de vecteurs

Exemples
(i) E = R?
F = Vect (u) est
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II. Sous-espaces vectoriels
D

. Sous-espace vectoriel engendré par une famille finie de vecteurs

Exemples
(i) E = R?
F = Vect (u) est la droite engendrée par u

G = Vect (u,v) est
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L II. Sous-espaces vectoriels
D

. Sous-espace vectoriel engendré par une famille finie de vecteurs

Exemples
(i) E = R?
F = Vect (u) est la droite engendrée par u

G = Vect (u,v) est R?
si u et v ne sont pas colinéaires.
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II. Sous-espaces vectoriels
D

. Sous-espace vectoriel engendré par une famille finie de vecteurs

Exemples
(i) E = R?
F = Vect (u) est la droite engendrée par u

G = Vect (u,v) est R?
si u et v ne sont pas colinéaires.

(i) E = K[X]
Vect (1, X) =
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D. Sous-espace vectoriel engendré par une famille finie de vecteurs
Exemples
(i) E = R?
F = Vect (u) est la droite engendrée par u

G = Vect (u,v) est R?
si u et v ne sont pas colinéaires.

(i) B = K[X]
Vect (1, X) = K[ X]
Vect (1) =




Exemples
(i) E = R?

F = Vect (u) est la droite engendrée par u

G = Vect (u,v) est R?
si u et v ne sont pas colinéaires.

(i) E = K[X]
Vect (1, X) = K[ X]
Vect (1) = Ko[X] =K
Kol X] =




Exemples
(i) E = R?

F = Vect (u) est la droite engendrée par u

G = Vect (u,v) est R?
si u et v ne sont pas colinéaires.

(i) B = K[X]
Vect (1, X) = K[ X]
Vect (1) = Ko[X] =K
Ky[X] = Vect (1, X, X?)
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Exemples
(iii) E = My(K)
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Exemples
(iii) E = My(K)
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Exemples
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D. Sous-espace vectoriel engendré par une famille finie de vecteurs

Exemples
(iii) E = My(K)
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II. Sous-espaces vectoriels
D

. Sous-espace vectoriel engendré par une famille finie de vecteurs
Définition
Vect (F)
= {)\1U1—|—"'+>\nun | ()\1,...,)\n) GK”}

4

Proposition

Vect (F) est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration.




Chapitre B8. Espaces vectoriels

II. Sous-espaces vectoriels
D

. Sous-espace vectoriel engendré par une famille finie de vecteurs
Définition
Vect (F)
= {)\1U1—|—"'+>\nun | ()\1,...,)\n) GK”}

4

Proposition

Vect (F) est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration.
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II. Sous-espaces vectoriels
D

. Sous-espace vectoriel engendré par une famille finie de vecteurs
Définition
Vect (F)
= {)\1U1—|—"'+>\nun ‘ ()\1,...,)\n) GK”}

4

Proposition
Vect (F) est un sous-espace vectoriel de E.

Remarque

Vect (@) = {0g}




Chapitre B8. Espaces vectoriels

II. Sous-espaces vectoriels
D. Sous-espace vectoriel engendré par une famille finie de vecteurs

> Exercice 4.
Soit £ =R’
F = Vect (uy, ug)
ot wu; =(0,1,0,0,0)
u = (1,1,1,1,1)
On pose ensuite
v = (5,3,5,5,5)
v =1(2,2,1,1,2)
v3 = (=5, =5, =5, —5, —5)

Les vecteurs vy, v9, v3 appartiennent-ils a F'7
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II. Sous-espaces vectoriels
D. Sous-espace vectoriel engendré par une famille finie de vecteurs

Exemple 3
Soit £ = R3 et

u=(1,3,1) v=(-1,-1,0) w=1(0,4,2)

Quel est le sous-espace vectoriel F' de E engendré
par u, v, et w?




Remarques
(i) Si w € Vect (F) alors :

Vect (F U {w}) =




Remarques
(i) Si w € Vect (F) alors :

Vect (F U {w}) = Vect (F)

(i) Si  FCG alors:
Vect (F)




Remarques
(i) Si w € Vect (F) alors :

Vect (F U {w}) = Vect (F)

(i) Si  FCG alors:
Vect (F) C Vect (G)
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II. Sous-espaces vectoriels
D

. Sous-espace vectoriel engendré par une famille finie de vecteurs

Propositions (autres définitions de Vect)

(i) Vect (F) est le plus petit sous-espace vectoriel
de E contenant F.

(ii) Vect (F) est I'intersection de tous les
sous-espaces vectoriels de E' contenant F.
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II. Sous-espaces vectoriels
D

. Sous-espace vectoriel engendré par une famille finie de vecteurs

Propositions (autres définitions de Vect)

(i) Vect (F) est le plus petit sous-espace vectoriel
de E contenant F.

(ii) Vect (F) est I'intersection de tous les
sous-espaces vectoriels de E' contenant F.
Vect (F)= () G

Gsevde E
FCG
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II. Sous-espaces vectoriels

LD. Sous-espace vectoriel engendré par une famille finie de vecteurs

Propositions (autres définitions de Vect)

(i) Vect (F) est le plus petit sous-espace vectoriel
de E contenant F.

(ii) Vect (F) est I'intersection de tous les
sous-espaces vectoriels de E' contenant F.

Remarque
(i) Si G est un sous-espace vectoriel de F, alors

FCG = Vect(F)CG
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II. Sous-espaces vectoriels
D

. Sous-espace vectoriel engendré par une famille finie de vecteurs

Propositions (autres définitions de Vect)

(ii) Vect (F) est I'intersection de tous les
sous-espaces vectoriels de E' contenant F.

Démonstration.

(i)Soit F= [ G
G;(ivgcé?E
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II. Sous-espaces vectoriels
D

. Sous-espace vectoriel engendré par une famille finie de vecteurs

Propositions (autres définitions de Vect)

(ii) Vect (F) est I'intersection de tous les
sous-espaces vectoriels de E' contenant F.

Démonstration.

(i)Soit F= [ G
G;(ivgcé?E

Alors F' C Vect (F)
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D. Sous-espace vectoriel engendré par une famille finie de vecteurs
Propositions (autres définitions de Vect)

(ii) Vect (F) est I'intersection de tous les
sous-espaces vectoriels de E' contenant F.

Démonstration.

(i)Soit F= [ G
G;(ivgcgE

Si u € Vect (F) alors u = A\juj + -+ + A\yu, ou les
u; sont éléments de F.

Les u; appartiennent alors a tous les sev G de F
contenant F.

Donc u € F.
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II. Sous-espaces vectoriels
D

. Sous-espace vectoriel engendré par une famille finie de vecteurs

Propositions (autres définitions de Vect)

(ii) Vect (F) est I'intersection de tous les
sous-espaces vectoriels de E' contenant F.

Démonstration.

(i)Soit F= [ G
G;(ivgcgE

Par double inclusion F = Vect (F)
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II. Sous-espaces vectoriels
D

. Sous-espace vectoriel engendré par une famille finie de vecteurs

Propositions (autres définitions de Vect)

(i) Vect (F) est le plus petit sous-espace vectoriel
de E contenant F.

Démonstration.
(i) Vect (F) est un sev de E contenant F.




Chapitre B8. Espaces vectoriels
D. Sous-espace vectoriel engendré par une famille finie de vecteurs
Propositions (autres définitions de Vect)

(i) Vect (F) est le plus petit sous-espace vectoriel
de E contenant F.

Démonstration.

(i) Vect (F) est un sev de E contenant F.

Si GG est un autre sev de ' contenant F alors

Vect (F) C G, d'apres le (ii).

Ceci signifie que Vect (F) est le plus petit
sous-espace vectoriel de £ contenant F. [
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ITI. Sommes de sous-espaces vectoriels
A. Somme
B. Somme directe
C. Supplémentaires
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III. Sommes de sous-espaces vectoriels

A. Somme
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LIII. Sommes de sous-espaces vectoriels
A. Somme

Remarque

En général F'U G n'est pas un sev de F.
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ITI. Sommes de sous-espaces vectoriels
A. Somme

Remarque
En général F'U G n'est pas un sev de F.

Notation
F', GG sous-espaces vectoriels de E.

On note F'+ (G I'ensemble des sommes d'un élément
de F' et d'un élément de G :

F+G={u+v|ueF,veG}




Chapitre B8. Espaces vectoriels

ITI. Sommes de sous-espaces vectoriels
A. Somme

Proposition
Si F' et (G sont des sous-espaces vectoriels de E alors
F' + GG est un sous-espace vectoriel de E.

Définition
Le sous-espace vectoriel ' + G de E est appelé
somme de F' et de G.
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ITI. Sommes de sous-espaces vectoriels
A. Somme

Proposition
Si F' et (G sont des sous-espaces vectoriels de E alors
F' + GG est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration.

(i)Si ueFetveG
alors ue FetveFE
doncu+v ek

Ceci montreque : F+ G C E



Chapitre B8. Espaces vectoriels

ITI. Sommes de sous-espaces vectoriels
A. Somme

Proposition
Si F' et (G sont des sous-espaces vectoriels de E alors
F' + GG est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration.
(i) F, G sevdonc Op € FetOp € G

Op =0g+0gdoncOg € F+@G




Chapitre B8. Espaces vectoriels

LIII. Sommes de sous-espaces vectoriels
A. Somme

Proposition
Si F' et (G sont des sous-espaces vectoriels de E alors
F' + GG est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration.
(i) w; € F+G wy € F+G AeK
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ITI. Sommes de sous-espaces vectoriels
A. Somme

Proposition
Si F' et (G sont des sous-espaces vectoriels de E alors
F' + GG est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration.
(i) w; € F+G wy € F+G AeK

W) = UL +V1 W = Uy + Vg
avec (ur,us) € F? et (vy, 1) € G?
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ITI. Sommes de sous-espaces vectoriels
A. Somme

Proposition
Si F' et (G sont des sous-espaces vectoriels de E alors
F' + GG est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration.
(i) w; € F+G wy € F+G AeK

W) = UL +V1 W = Uy + Vg
avec (ur,us) € F? et (vy, 1) € G?

)vwl + wo = >\(U1 + 1}1) + (UQ + 1}2)
= (Aup +uz) + (Avy + ) € F+G
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ITI. Sommes de sous-espaces vectoriels
A. Somme

Proposition
Si F' et (G sont des sous-espaces vectoriels de E alors
F' + GG est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration.
(i) F+GCFE
(i) 0p e F+G
(iii) ¥V(wy,we) € (F +G)*> VA eK
Awp +wy € F+ G

I+ GG est un sous-espace vectoriel de FE. [l
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LIII. Sommes de sous-espaces vectoriels
A. Somme

Remarques
() FCF+G GCF+G
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LIII. Sommes de sous-espaces vectoriels
A. Somme

Remarques
() FCF+G GCF+G

(i) F 4+ {0g} = F+E=
F+F=
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LIII. Sommes de sous-espaces vectoriels
A. Somme

Remarques
() FCF+G GCF+G

(i) F+{0pg} = F F+E-=
F+F =
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LIII. Sommes de sous-espaces vectoriels
A. Somme

Remarques
() FCF+G GCF+G

(i) F+{0g} = F F+E=E
F+F=
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LIII. Sommes de sous-espaces vectoriels
A. Somme

Remarques
() FCF+G GCF+G

(i) F+{0g} = F F+E=E
F+F=F
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ITI. Sommes de sous-espaces vectoriels
A. Somme

Remarques

(i) FCF+G GCF+G

(i) F+{0g} =F F+E=F
F+F=F

> Exercice 5.
Donner une condition nécessaire et suffisante pour
avoir |'égalité F' = F + G.
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LIII. Sommes de sous-espaces vectoriels
A. Somme

Exemple 4

E=RR3

(1,1,0) F = Vect (1)
0 =(0,2,1) G = Vect (v7)

Sl
I

Donner une équation de F' + G.




A. Somme

Exemple 4

E =R3
u = (1,1,0) F = Vect (1)
1 = (0,2,1) G = Vect (07)

Donner une équation de F' + G.

Remarque
Si F et G sont deux familles de vecteurs de E alors :

Vect (F) + Vect (G) = Vect (F UG)
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III. Sommes de sous-espaces vectoriels

B. Somme directe
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ITI. Sommes de sous-espaces vectoriels
B. Somme directe

Définition
I et G sous-espaces vectoriels de E/

F' et (G sont en somme directe
ou la somme F + (G est directe

si tout élément de F' 4 G s'écrit de maniere unique
comme somme d'un élément de F' et d'un élément

de .




Chapitre B8. Espaces vectoriels

ITI. Sommes de sous-espaces vectoriels
B. Somme directe

Définition
I et G sous-espaces vectoriels de E/

F' et (G sont en somme directe
ou la somme F + (G est directe

si tout élément de F' 4 G s'écrit de maniere unique
comme somme d'un élément de F' et d'un élément

de G.
Vwe F+G  J(u,v) e FXGE w=u+v
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LIII. Sommes de sous-espaces vectoriels
B. Somme directe

Proposition
F et G sont en somme directe
<— FNG={0g}
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LIII. Sommes de sous-espaces vectoriels
B. Somme directe

Proposition
F et G sont en somme directe
<— FNG={0g}

Démonstration.
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LIII. Sommes de sous-espaces vectoriels
B. Somme directe

Proposition
F et G sont en somme directe
<— FNG={0g}

Démonstration.
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LIII. Sommes de sous-espaces vectoriels
B. Somme directe

> Exercice 6.
Soit n € N*. Décrire :

To(K) + 7,(K)

Cette somme est-elle directe ?
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III. Sommes de sous-espaces vectoriels

C. Supplémentaires
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ITI. Sommes de sous-espaces vectoriels
C

. Supplémentaires

Définition

Deux sous-espaces vectoriels F' et G d'un espace vec-
toriel E/ sont dits supplémentaires si tout élément de
E s'écrit de facon unique comme somme d'un élé-
ment de F’ et d'un élément de G.

Ywe E AM(u,v) € Fx G w=u+v




Exemple 5
E =R?

F={(2,0)| z€R} = Vect (D)
G ={(0,y) | y € R} = Vect (7)

Alors F' et GG sont supplémentaires.
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LIII. Sommes de sous-espaces vectoriels
C

. Supplémentaires

Notation
I et G sont supplémentaires :

E=Fa&d




Exemple 6
E =R3

F={(2,9,0) | (z,y) € R*} = Vect (7, )
G ={(0,9,2) | (y,2) € R*} = Vect (ﬁE)

Alors E = F'+(G mais cette somme n'est pas directe.
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LIII. Sommes de sous-espaces vectoriels
C

. Supplémentaires

Théoreme
F', G sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E

(Z) FNG = {OE}

E=F&d = (i) F+G=E
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LIII. Sommes de sous-espaces vectoriels
C

. Supplémentaires

Théoreme
F', G sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel E

(Z) FNG = {OE}

E=F&d = (i) F+G=E

v

Démonstration. Evidente d’aprés ce qui précede. [
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ITI. Sommes de sous-espaces vectoriels
C

. Supplémentaires

Remarques
(i) Il est possible d’avoir

E=FoG=F&H

avec G et H différents.
On ne dit pas le supplémentaire de F'
mais un supplémentaire de I
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ITI. Sommes de sous-espaces vectoriels
C

. Supplémentaires

Remarques
(i) Il est possible d’avoir

E=FoG=F&H

avec G et H différents.
On ne dit pas le supplémentaire de F'
mais un supplémentaire de I

(ii) Toujours : E=E® {0g}
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ITI. Sommes de sous-espaces vectoriels
C

. Supplémentaires

Remarques
(i) Il est possible d’avoir

E=FoG=F&H

avec G et H différents.
On ne dit pas le supplémentaire de F'
mais un supplémentaire de I

(ii) Toujours : E=E® {0g}
(iii) 1l ne faut pas confondre supplémentaire et
complémentaire.
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ITI. Sommes de sous-espaces vectoriels
C

. Supplémentaires

> Exercice 7.

Soit £ = RF et
F' I'ensemble des fonctions f : R — R paires
G I'ensemble des fonctions f : R — R impaires

a. Démontrer que F' et GG sont des sous-espaces
vectoriels de E.

b. Démontrer que F' et G sont supplémentaires.
(Raisonner par analyse-synthése.)




Chapitre B8. Espaces vectoriels

IV. Familles de vecteurs
A. Familles génératrices
B. Familles libres
C. Bases
D. Base canonique
E. Dimension
F. Extension aux familles infinies
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LI\r'. Familles de vecteurs

» On note E un espace vectoriel sur K.

» Une famille de vecteurs est ordonnée :

F:<U1,...,up)
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IV. Familles de vecteurs

A. Familles génératrices



Chapitre B8. Espaces vectoriels

LI\r'. Familles de vecteurs
A

. Familles génératrices

Définition
F = (u1,...,up) famille de vecteurs de F

F est génératrice de E si :

E = Vect (F)
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IV. Familles de vecteurs

Exemple 7
E =13
= ((1,0,0),(0,1,0))
= ((1,0,0),(0,1,0),(2,0,0))
=((1,0,0),(0,1,0),( 1,1))
= ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,0))
= ((1,0,0),(0,1,0),(2,0,0),(0,0,1))
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IV. Familles de vecteurs
A. Familles génératrices

Proposition

Si (u1,...,up) est génératrice de £

et  w, est combinaison linéaire de uy,...,u,1
alors (uy,...,u,_1) est génératrice.
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LI\r'. Familles de vecteurs
A

. Familles génératrices

Démonstration.
u, est combinaison linéaire de uy, ..., uy; :
-1
3(041, Ce Oép_l) e K?
Up = 0y + -+ Op—1Up—1




Chapitre B8. Espaces vectoriels
A. Familles génératrices
Démonstration.
u, est combinaison linéaire de uy, ..., uy; :

-1
3(&1’ ooy ap_l) 6 Kp
Up = 0y + -+ Op—1Up—1

Soitu €
(u1,...,up) est génératrice de E donc :

H(Al,...,)\p)GKp u:)\1u1+---+)\pup
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LI\r'. Familles de vecteurs
A

. Familles génératrices

Démonstration.
u, est combinaison linéaire de uy, ..., uy; :
-1
3(&1’ ooy ap_l) 6 Kp
Up = 0y + -+ Op—1Up—1

Soitu €

(u1,...,up) est génératrice de E donc :
H(Al,...,)\p)GKp u:)\lu1+---+)\pup
Ceci donne :

U = ()\1 + )\pOél)Ul + -+ ()\2971 + )\pOépfl)upfl

Donc (uy,...,u,—1) est génératrice de FE. O



Chapitre B8. Espaces vectoriels

IV. Familles de vecteurs
A. Familles génératrices

Proposition
F C G familles de vecteurs de E

Si F est génératrice de
alors G est génératrice de E.
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IV. Familles de vecteurs
A. Familles génératrices

Proposition
F C G familles de vecteurs de E

Si F est génératrice de
alors G est génératrice de E.

Démonstration. Si F C G alors :

Vect (F) C Vect (G)
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IV. Familles de vecteurs
A. Familles génératrices

Proposition
F C G familles de vecteurs de E

Si F est génératrice de
alors G est génératrice de E.

Démonstration. Si F C G alors :

Vect (F) C Vect (G) C E
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IV. Familles de vecteurs
A. Familles génératrices

Proposition
F C G familles de vecteurs de E

Si F est génératrice de
alors G est génératrice de E.

Démonstration. Si F C G alors :

E CVect(G) CE
Donc E = Vect (G), ie., G est génératrice de E. [



LI\r'. Familles de vecteurs

A. Familles génératrices

Exemple 8
Donner une famille génératrice de :
(i) F ={(z,y) € R?| 3z + 2y = 0}.
(i) G = {(z,y,2) € R? | 2z — 5y + 42 = 0}




IV. Familles de vecteurs

A. Familles génératrices

Exemple 8
Donner une famille génératrice de :

(i) F={(z,y) € R* | 3z + 2y = 0}.
(i) G ={(z,y,2) € R? | 2z — 5y + 42 = 0}

> Exercice 8.
Donner une famille génératrice de :

F ={(z,y,2,t) € R*| 3z — 2y + z — 5t = 0}
G ={(x,y,2,t) ER*| 22 —y = 2+ 3t =0}
H = {(z,4,2) € B® | 5y — 42 = 0}




Chapitre B8. Espaces vectoriels
A. Familles génératrices
Proposition
F = Vect (F) avec F = (uq,...,up)
Alors F' est invariant par opérations élémentaires sur
les vecteurs de F.
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A. Familles génératrices

Proposition

F = Vect (F) avec F = (uq,...,up)

Alors F' est invariant par opérations élémentaires sur

les vecteurs de F.

Vect (ul, co ey Ui—1y Ujy Uity - - ,up)
= Vect (u1, ..., Ui—1, U + QUj, Uit1, - - ., Up)
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A. Familles génératrices

Proposition

F = Vect (F) avec F = (uq,...,up)

Alors F' est invariant par opérations élémentaires sur

les vecteurs de F.

Vect (ul, co ey Ui—1y Ujy Uity - - ,up)
= Vect (u1, ..., Ui—1, AU, Uit1, - - ., Up)

(A #0)




Chapitre B8. Espaces vectoriels
A. Familles génératrices
Proposition
F = Vect (F) avec F = (uq,...,up)
Alors F' est invariant par opérations élémentaires sur
les vecteurs de F.
Vect (Up, ...y Wiy ooy Wy ooy Up)
= Vect (U1, .., Uj, ...y Uiy, Up)
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A. Familles génératrices
Proposition
F = Vect (F) avec F = (uq,...,up)
Alors F' est invariant par opérations élémentaires sur
les vecteurs de F.
Vect (Ul, co ey Ui—1y Ujy Uity - - ,up)
= Vect (u1, ..., Ui—1, U + QUj, Uit1, - - ., Up)

Démonstration.
F'CF = Vect(F)CF




Chapitre B8. Espaces vectoriels
A. Familles génératrices
Proposition
F = Vect (F) avec F = (uq,...,up)
Alors F' est invariant par opérations élémentaires sur
les vecteurs de F.
Vect (Ul, co ey Ui—1y Ujy Uity - - ,up)
= Vect (u1, ..., Ui—1, U + QUj, Uit1, - - ., Up)

Démonstration.
F'CF = Vect(F)CF
FCF = Vect(F)CF
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A. Familles génératrices
Proposition
F = Vect (F) avec F = (uq,...,up)
Alors F' est invariant par opérations élémentaires sur
les vecteurs de F.
Vect (Ul, co ey Ui—1y Ujy Uity - - ,up)
= Vect (u1, ..., Ui—1, AU, Uit1, - - ., Up)

(A #0)

Démonstration.
F'CF = Vect(F)CF
FCF = Vect(F)CF
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IV. Familles de vecteurs
A

. Familles génératrices

Proposition
F = Vect (F) avec F = (uq,...,up)
Alors F' est invariant par opérations élémentaires sur
les vecteurs de F.
Vect (Up, ...y Wiy ooy Wy ooy Up)
= Vect (U1, .., Uj, ...y Uiy, Up)

Démonstration.
F'CF = Vect(F)CF
FCF = Vect(F)CF O




LI\r'. Familles de vecteurs

A. Familles génératrices

Proposition

{ F = Vect (F)

G = Vect (G) — F+ G = Vect (FUQ)




LI\r'. Familles de vecteurs

A. Familles génératrices

Démonstration.
FZ{)\1U1+"'—|—)\pUp| (Al,...,)\p) EKp}
G = {pmvr + -+ pgvg | (1, ..o, 1) € K7}

donc
F+G={u+v| (u,v) € F xG}
’()\17"'7)\p7ﬁ51,...,ﬂq) EKZH'Q}
= Vect (U1, ..., Up, V1, ..., 0)

= Vect (FUQG) O
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IV. Familles de vecteurs

B. Familles libres
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LI\r'. Familles de vecteurs
B. Familles libres

Définitions
F = (w,...,uy) famille de vecteurs de F

F est libre si
V(A1, ..., Ap) € KP

)\1U1+"'+)\pup:0E — )\1:"':)\]):0]](
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IV. Familles de vecteurs
B. Familles libres

Définitions
F = (w,...,uy) famille de vecteurs de F

F est libre si
\V/()\l,...,)\p) e K?
)\1U1+"'+)\pup:0E == )\1:"':)\]):0]]{

On dit aussi que les vecteurs uy, ..., u, sont
linéairement indépendants.
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LI\r'. Familles de vecteurs
B. Familles libres

Définitions (suite)
Si la famille F n’est pas libre, on dit qu'elle est liée,
ou que les vecteurs uyq, ..., u, sont linéairement dé-

pendants.




Chapitre B8. Espaces vectoriels

LI\r'. Familles de vecteurs
B. Familles libres

Proposition
Une famille est liée si et seulement si un de ses vec-
teurs est combinaison linéaire des autres.
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IV. Familles de vecteurs
B. Familles libres

Proposition
Une famille est liée si et seulement si un de ses vec-
teurs est combinaison linéaire des autres.

Remarque
Donc une famille est libre si aucun de ses vecteurs
n'est combinaison linéaire des autres.




Chapitre B8. Espaces vectoriels

LI\r'. Familles de vecteurs
B. Familles libres

Proposition
Une famille est liée si et seulement si un de ses vec-
teurs est combinaison linéaire des autres.

Démonstration.




Chapitre B8. Espaces vectoriels

IV. Familles de vecteurs
B. Familles libres

Proposition
Une famille est liée si et seulement si un de ses vec-
teurs est combinaison linéaire des autres.

Démonstration.
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IV. Familles de vecteurs
B. Familles libres

Exemple 7 (suite)

E=R3
= ((1,0,0), (0,1,0))
= ((1,0,0),(0,1,0), (2,0,0))
:((1,0,0),(0,1,0),( 1,1))
= ((1,0,0),(0,1,0), (0,0,0))
= ((1,0,0), (0,1,0), (2,0,0), (0,0,1))




> Exercice 9.

E=R3

Les familles suivantes sont-elles libres ?
F1=1((3,2,1),(1,1,1),(6,3,1))
-F2 — ((47 37 1)a (17 27 4)7 (67 57 3))




Chapitre B8. Espaces vectoriels

IV. Familles de vecteurs
B. Familles libres

> Exercice 10.

E =K[X]

Les familles suivantes sont-elles libres ?
Fi=(2+X%-2—- X+ X% 3X)
1+X%2+X +X%1+X)
(1, (X =3),(X —4)?)
(

(X =X =2), (X = 1)(X = 3),
(X =2)(X =3))




Chapitre B8. Espaces vectoriels
B. Familles libres
Proposition
(w1, ..., ups1) famille de vecteurs de £

(i) Sila famille (uq,...... , Up+1) est libre
alors la famille (uy,...,u,) est libre.
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IV. Familles de vecteurs
B. Familles libres

Proposition
(w1, ..., ups1) famille de vecteurs de £
(i) Sila famille (uq,...... , Up+1) est libre
alors la famille (uy,...,u,) est libre.
(if)  Sila famille (uq,...... ,Up) est liée
alors la famille (uy,......... ,Upt1) est liée.
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IV. Familles de vecteurs
B. Familles libres

Proposition
(w1, ..., ups1) famille de vecteurs de £
(i) Sila famille (uq,...... , Up+1) est libre
alors la famille (uy,...,u,) est libre.
(if)  Sila famille (ug,...... ,Up) est liée
alors la famille (uy,......... ,Upt1) est liée.
(

(i)~ Sila famille (uq,...... , ) est libre
alors la famille (uy,......... ,Upt1) est liée
ssi upt1 est CL de uy, ..., u,.
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IV. Familles de vecteurs

L_B. Familles libres

Proposition
(w1, ..., ups1) famille de vecteurs de £
(i) Sila famille (uq,...... , Up+1) est libre
alors la famille (uy,...,u,) est libre.
(if)  Sila famille (ug,...... ,Up) est liée
alors la famille (uy,......... , Up+1) st liée.
(

(i)~ Si la famille (uq,...... , ) est libre
alors la famille (uy,......... ,Upt1) est liée
ssi upt1 est CL de uy, ..., u,.

Démonstration. (/i) est conséquence de la
proposition précédente.
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IV. Familles de vecteurs

L_B. Familles libres

Proposition
(w1, ..., ups1) famille de vecteurs de £
(i) Sila famille (uq,...... , Up+1) est libre
alors la famille (uy,...,u,) est libre.
(if)  Sila famille (ug,...... ,Up) est liée
alors la famille (uy,......... , Up+1) st liée.
(

(i)~ Si la famille (uq,...... , ) est libre
alors la famille (uy,......... ,Upt1) est liée
ssi upt1 est CL de uy, ..., u,.

Démonstration. (i) est la contraposée de (ii).
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IV. Familles de vecteurs
B. Familles libres

Proposition

(w1, ..., ups1) famille de vecteurs de £

(i)~ Si la famille (uq,...... ,Up) est libre
alors la famille (uy,......... ,Upt1) est liée

ssi up+q est CL de uq, ..., up.

Démonstration. Démontrons la propriété (iii).

Supposons que la famille (uy, ..., u,) est libre.
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IV. Familles de vecteurs
B. Familles libres

Proposition

(w1, ..., ups1) famille de vecteurs de £

(i)~ Si la famille (uq,...... ,Up) est libre
alors la famille (uy,......... ,Upt1) est liée

ssi up+q est CL de uq, ..., up.

Démonstration. Démontrons la propriété (iii).

Si la famille (uy, ..., upy1) est liée alors :
Iy Apr1) € KPFU\ {Ogpe1 } tel que
)\1U1 + o+ )\p+1up+1 = OE
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IV. Familles de vecteurs
B. Familles libres

Proposition

(w1, ..., ups1) famille de vecteurs de £

(i)~ Si la famille (uq,...... ,Up) est libre
alors la famille (uy,......... ,Upt1) est liée

ssi up+q est CL de uq, ..., up.

Démonstration. Démontrons la propriété (iii).

)\1U1 + -+ )\p+1up+1 = OE

SI )\p-l-l - 0
alors Ajuy +--- + Au, = Op,
donc Ay =---= A, =0.

Contradiction.
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IV. Familles de vecteurs
B. Familles libres

Proposition

(w1, ..., ups1) famille de vecteurs de £

(i)~ Si la famille (uq,...... ,Up) est libre
alors la famille (uy,......... ,Upt1) est liée

ssi up+q est CL de uq, ..., up.

Démonstration. Démontrons la propriété (iii).
Ainsi \p11 # 0, donc

p \,
up+1:Z ——

=1 )‘p—H
u,+1 est combinaison linéaire de uy, ..., u,.

7
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IV. Familles de vecteurs
B. Familles libres

Proposition

(w1, ..., ups1) famille de vecteurs de £

(i)~ Si la famille (uq,...... ,Up) est libre
alors la famille (uy,......... ,Upt1) est liée

ssi up+q est CL de uq, ..., up.

Démonstration. Démontrons la propriété (iii).

Réciproquement, si la famille (uy,...,u,) est libre
et u, 41 est combinaison linéaire de uy, ..., u, alors
la famille (w1, ..., u,41) est liée d'apres la
proposition précédente. [
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IV. Familles de vecteurs
B. Familles libres

Proposition
» La famille & est libre.
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IV. Familles de vecteurs
B. Familles libres

Proposition
» La famille & est libre.

» Soit u € E.
La famille (u) est libre ssi
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IV. Familles de vecteurs
B. Familles libres

Proposition
» La famille & est libre.

» Soit u € F.
La famille (u) est libre ssi u # Op.
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IV. Familles de vecteurs
B. Familles libres

Proposition

» La famille & est libre.

» Soit u € F.
La famille (u) est libre ssi u # Op.

» Soit (u,v) € E.
La famille (u, v) est libre ssi aucun des deux
vecteurs n'est colinéaire a |'autre.
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IV. Familles de vecteurs

L_B. Familles libres

Proposition
» La famille & est libre.
» Soit u € F.
La famille (u) est libre ssi u # Op.
» Soit (u,v) € E.
La famille (u, v) est libre ssi aucun des deux
vecteurs n'est colinéaire a |'autre.
La famille (u,v) est liée si et seulement si :

NeEeK u=XM ou INeEK v=>\u
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B. Familles libres
Exemple 9
E =RR = F(R,R)

Vz e R fi(z) = coszx

fo(x) =sinx

Alors la famille (f1, f2) est libre.




> Exercice 11.
E =RR = F(R,R)

Vz e R fi(z) = cosx
fo(z) =sinx
f3(x) = cos (z + %)

La famille (f1, fo, f3) est-elle libre ou liée ?
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B. Familles libres
Proposition

Une famille de polynémes non-nuls de degrés distincts
est libre.
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IV. Familles de vecteurs
B. Familles libres
Proposition

Une famille de polynémes non-nuls de degrés distincts
est libre.

Démonstration. Quitte a permuter les polynémes,
on peut supposer que leurs degrés sont croissants :

deg Py < deg P, < --- < degP,
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B. Familles libres
Proposition

Une famille de polynémes non-nuls de degrés distincts
est libre.

Démonstration. On suppose qu'il existe des scalaires
Ao, ..., Ap non tous nuls tels que :

MNFPo+--o00 + M\ P, =
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IV. Familles de vecteurs
B. Familles libres
Proposition

Une famille de polynémes non-nuls de degrés distincts
est libre.

Démonstration. On suppose qu'il existe des scalaires
Ao, ..., Ap non tous nuls tels que :

NFPy+ -0 + M\ P, =
MNP+ +APn=0 Ay #0
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IV. Familles de vecteurs
B. Familles libres
Proposition

Une famille de polynémes non-nuls de degrés distincts
est libre.

Démonstration. On suppose qu'il existe des scalaires

Ao, ..., Ap non tous nuls tels que :
MNP+ + AP =0 Am # 0
A A
—  Pu=—P— = P

Am Am
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IV. Familles de vecteurs
B. Familles libres
Proposition

Une famille de polynémes non-nuls de degrés distincts
est libre.

Démonstration. On suppose qu'il existe des scalaires

Ao, ..., Ap non tous nuls tels que :
MNP+ + AP =0 Am # 0
)\0 )\m—l
— P,=——F— - — P,
A " A

deg P, < Max{degPy,...,deg P, 1}
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IV. Familles de vecteurs
B. Familles libres
Proposition

Une famille de polynémes non-nuls de degrés distincts
est libre.

Démonstration. On suppose qu'il existe des scalaires

Ao, ..., Ap non tous nuls tels que :
MNP+ + AP =0 Am # 0
)\0 )\m—l
— P,=——F— - — P,
A " A

deg P, < Max{degPy,...,deg P, 1}
< deg Py, [l
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IV. Familles de vecteurs

L_B. Familles libres

Proposition
Une famille de polynémes non-nuls de degrés distincts
est libre.

Définition

Une famille (F,..., P,) de polynémes est dite de
degrés échelonnés si la suite (deg P;);—.., est stric-
tement croissante.

deg Py < deg P, < ---<degh,
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IV. Familles de vecteurs
B. Familles libres
Proposition

Une famille de polynémes non-nuls de degrés distincts
est libre.

Corollaire
Une famille de polynomes non-nuls de degrés éche-
lonnés est libre.
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C. Bases
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LI\r'. Familles de vecteurs
C. Bases

Définition
F = (w1, ...,up) famille de vecteurs de F
F est une base de E si elle est libre et génératrice.




Exemple 7 (suite)

E=R3
= ((1,0,0), (0,1,0))
= ((1,0,0),(0,1,0), (2,0,0))
:((1,0,0),(0,1,0),( 1,1))
= ((1,0,0),(0,1,0), (0,0,0))
= ((1,0,0), (0,1,0), (2,0,0), (0,0,1))




Chapitre B8. Espaces vectoriels

LI\r'. Familles de vecteurs
C. Bases

Théoréme
B = (uy,...,u,) base de F ue b

Il existe un unique n-uplet (A1,...,\,) de scalaires
tel que :
U= Muy + -+ A\,
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IV. Familles de vecteurs
C. Bases

Théoreme
B = (uy,...,u,) base de F ueFl

Il existe un unique n-uplet (A1,...,\,) de scalaires

tel que :
U= Muy + -+ A\,
Définition
On dit que A1, ..., A\, sont les coordonnées de u dans

la base B.
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IV. Familles de vecteurs
C. Bases

Théoreme
B = (uy,...,u,) base de F ueFl

Il existe un unique n-uplet (A1,...,\,) de scalaires
tel que :
U= Muy + -+ A\,

Démonstration.
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IV. Familles de vecteurs
C. Bases

Théoreme
B = (uy,...,u,) base de F ueFl

Il existe un unique n-uplet (A1,...,\,) de scalaires
tel que :
U= Muy + -+ A\,

Démonstration.
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IV. Familles de vecteurs
C. Bases

Proposition
E un espace vectoriel

B = (uy,...,u,) famille de vecteurs de E
Si pour tout u € FE il existe un unique n-uplet

(A, ..., An) tel que

U= Mup + -+ A\,

alors B est une base de FE.
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LI\r'. Familles de vecteurs
C. Bases

Démonstration. La famille B est génératrice.

Soit (A1,...,A\,) € K" tel que :

AMug + -+ A\u, = 0g
Or :
Oguy + - - - + Ogu, = 0g
Par unicité :
A==, =0k

La famille B est libre. U]



Exemple 10
E =R3

B, = ((1,0,0), (0,1,0), (0,0,1))
By = ((1,0,0),(1,1,0),(1,1,1))
u=1(9,3,7)
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IV. Familles de vecteurs
C. Bases

>> Exercice 12.

Soit E=R?* wu; =(2,1) us=(1,2)

a. Démontrer que la famille (uy, us) est une base
de L.

b. Donner les coordonnées des vecteurs
v =(13,11) et w = (—5,1) dans cette base.
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IV. Familles de vecteurs

D. Base canonique



Définition
Base canonique de K" :

B. = ( (1,0,0,...,0),
(0,1,0,...,0),
(0,0,1,...,0),
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LI\r'. Familles de vecteurs
D

. Base canonique

Définition
Base canonique de K" :

602(61,...,6n)

avec pourtoutz=1,...,n:

e; =(0,...,0,1,0,...,0)
(4)
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D. Base canonique
Définition
Base canonique de K" :

Bc:(el’-..’en)
avec pourtoutz=1,...,n:

e;=(0,...,0,1,0,...,0)
(4)
Les coordonnées de u = (ay, ..., a,) dans cette base
sont (ai,...,a,).




Chapitre B8. Espaces vectoriels

LI\r'. Familles de vecteurs
D

. Base canonique

Définition
Base canonique de K, [X] :

B.=(1,X,X%...,X"

n
Les coordonnées de Y a; X" dans cette base sont
k=0

(CL(), 50 .,an).




Chapitre B8. Espaces vectoriels

LI\". Familles de vecteurs
D

. Base canonique

Définition
Base canonique de M,,,(K) :

B.=(Ej|1<i<n, 1<j<p)
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LI\r'. Familles de vecteurs

D. Base canonique

Définition
Base canonique de M,,,(K) :

B.=(Ej|1<i<n, 1<j<p)

Exemple
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LI\r'. Familles de vecteurs
D

. Base canonique

Remarque

Les espaces vectoriels RY et R® n'ont pas de base
canonique.
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LD. Base canonique

> Exercice 13.
E=R* et B lafamille contenant :
u = (2,1,0,0) us = (0,0,0,1)
ug = (1,0,1,1) ug = (0,0,1,0)
a. Démontrer que la famille BB est libre.
b. Exprimer les quatre vecteurs de la base
canonique de E en fonction des ;.
c. En déduire que la famille B est génératrice de F.

d. Déterminer les coordonnées des vecteurs

suivants dans la base B.
v = (8,2,4,4) ve = (—1,-2,1,8)
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IV. Familles de vecteurs
D. Base canonique

> Exercice 14.

Soit B= (3,2 — X,1+2X + X?).

a. Démontrer que 1, X et X? sont combinaisons
linéaires des éléments de 5.

b. En déduire que B est une base de K[ X]

c. Donner les coordonnées du polynéme
2 +2X + 2X? dans cette base.
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E. Dimension

Définition

Un espace vectoriel est dit de dimension finie s'il ad-
met une famille génératrice finie.




Chapitre B8. Espaces vectoriels
E. Dimension
Définition
Un espace vectoriel est dit de dimension finie s'il ad-
met une famille génératrice finie.

Théoreme
(i) Si un espace vectoriel est de dimension finie
alors il admet une base.

(i) Dans ce cas toutes ses bases ont le méme
cardinal.
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E. Dimension
Théoreme
(i) Si un espace vectoriel est de dimension finie
alors il admet une base.

(ii) Dans ce cas toutes ses bases ont le méme
cardinal.

Définition
On appelle dimension de F et on note dim E le car-
dinal de ses bases.
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E. Dimension
Théoréeme
(i) Si un espace vectoriel est de dimension finie

alors il admet une base.
(i) Dans ce cas toutes ses bases ont le méme
cardinal.

Définition
On appelle dimension de F et on note dim E le car-
dinal de ses bases.

La suite au chapitre B10 : dimension.
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IV. Familles de vecteurs
E. Dimension

Exemple 11
K", K,,[X] et M,,(K) sont de dimensions finies.

dim K" =
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IV. Familles de vecteurs
E. Dimension

Exemple 11
K", K,,[X] et M,,(K) sont de dimensions finies.

dimK" =n
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IV. Familles de vecteurs
E. Dimension

Exemple 11
K", K,,[X] et M,,(K) sont de dimensions finies.

dimK" = n
dimK,[X] =
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IV. Familles de vecteurs
E. Dimension

Exemple 11
K", K,,[X] et M,,(K) sont de dimensions finies.

dim K" =n
dimK,[X] =n+1
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IV. Familles de vecteurs
E. Dimension

Exemple 11
K", K,,[X] et M,,(K) sont de dimensions finies.

dim K" =n
dimK,[X] =n+1
dim M,,,(K) =




Chapitre B8. Espaces vectoriels

IV. Familles de vecteurs
E. Dimension

Exemple 11
K", K,,[X] et M,,(K) sont de dimensions finies.

dim K" =n
dimK,[X] =n+1
dim M,,,(K) =np
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E. Dimension

Remarque
Nous verrons que :

F(R,R) RN K[X]

ne sont pas de dimension finie.
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F. Extension aux familles infinies
Définition
Soit £ une partie de E.
Une combinaison linéaire d'éléments de & est
une combinaison linéaire d'un nombre fini d’éléments
de &.
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F. Extension aux familles infinies
Définition
Une combinaison linéaire d'éléments de &£ est

une combinaison linéaire d'un nombre fini d'éléments

de £.

Exemple
Tout polyndme de K[X]| est combinaison linéaire
d'éléments de {Xk ' ke N}.

P=> X" neN (ag,-..,a,) € K"
k=0
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F. Extension aux familles infinies
Définition
Une combinaison linéaire d'éléments de &£ est

une combinaison linéaire d'un nombre fini d'éléments

de £.

Définition
Vect (€) : ensemble des combinaisons linéaires d’élé-
ments de &£.
u € Vect () <= dneN
ug,...,u,) € E”
I\, .., ) €K
U= Mup + -+ \up,
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F. Extension aux familles infinies
Définition
Une combinaison linéaire d'éléments de &£ est
une combinaison linéaire d'un nombre fini d'éléments

de £.

Proposition

Vect (£) est un sous-espace vectoriel de E.
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F. Extension aux familles infinies
Définition
Une combinaison linéaire d'éléments de &£ est
une combinaison linéaire d'un nombre fini d'éléments

de £.

Proposition

Vect (£) est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration. La somme de deux combinaisons
linéaires d'éléments de £ est bien une combinaison
linéaire d'éléments de £. L]
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F. Extension aux familles infinies
Définition
Une combinaison linéaire d'éléments de &£ est
une combinaison linéaire d'un nombre fini d'éléments

de £.

Remarques

(i) Vect (£) est le plus petit sous-espace vectoriel
de E contenant &.

Pourtoutsev G £CG = Vect(E)CG
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F. Extension aux familles infinies
Définition
Une combinaison linéaire d'éléments de &£ est
une combinaison linéaire d'un nombre fini d'éléments

de £.

Remarques

(i) Vect (£) est I'intersection de tous les
sous-espaces vectoriels de £ contenant £.
Vect ()= (| G

Gsevde E
ECG
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F. Extension aux familles infinies
Définition
Une combinaison linéaire d'éléments de &£ est
une combinaison linéaire d'un nombre fini d'éléments

de £.

Remarques

(ii) F sous-espace vectoriel de E.

& est une partie génératrice de I si
F = Vect (€).
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F. Extension aux familles infinies

Notation

Soit I un ensemble infini.

(i) KI : ensemble des familles de scalaires
indexées par I.
]’ .
K :{()\Z’)Z'ejl Viel )\ZEK}

(i) K) : ensemble des familles presque nulles de
scalaires indexées par I.
Tous les termes sont nuls sauf un nombre fini.
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F. Extension aux familles infinies
Notation
Soit I un ensemble infini.
(i) K : ensemble des familles presque nulles de

scalaires indexées par I.
Tous les termes sont nuls sauf un nombre fini.

Remarque

Soit A = (\)ier € KI

Le support de Aest: J={iel| )\ #0}

Les familles presque nulles sont les familles a support
fini.
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F. Extension aux familles infinies
Notation
Soit I un ensemble infini.
(i) K : ensemble des familles presque nulles de

scalaires indexées par I.
Tous les termes sont nuls sauf un nombre fini.

Exemples
(i)Si I =N :
Une suite (\,)nen est presque nulle ssi elle est
nulle a partir d'un certain rang.
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F. Extension aux familles infinies
Notation
Soit I un ensemble infini.
(i) K : ensemble des familles presque nulles de

scalaires indexées par I.
Tous les termes sont nuls sauf un nombre fini.

Exemples
(ii) On peut définir I'ensemble K[X] par :

K[X] = { kgejN G | (ax)ren € K<N>}
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F. Extension aux familles infinies
Définition
Soit £ une partie de

(i) € est libre si toute famille finie d'éléments de &£
est libre.
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F. Extension aux familles infinies
Définition
Soit £ une partie de
(i) € est libre si toute famille finie d'éléments de £
est libre.
(ii) € est liée s'il existe une famille finie d'éléments
de & linéairement dépendants.
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IV. Familles de vecteurs

L_F. Extension aux familles infinies
Définition
Soit £ une partie de
(i) € est libre si toute famille finie d'éléments de &€
est libre.
(ii) £ est liée s'il existe une famille finie d'éléments
de & linéairement dépendants.

Exemple 12
fo: R — R
r — a”

La famille A = {f, | a € R} est libre.
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IV. Familles de vecteurs
F. Extension aux familles infinies

Une base de E est une famille £ = (e;);es libre et
génératrice de F.
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IV. Familles de vecteurs
F. Extension aux familles infinies

Une base de E est une famille £ = (e;);es libre et
génératrice de F.
Tout vecteur s'écrit de facon unique comme combi-
naison linéaire d'éléments de cette famille :

Yue F El'</\z)z€I S K(I) u = Z Ai€;

el
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F. Extension aux familles infinies
Remarque
Une base de E est une famille £ = (e;);es libre et
génératrice de F.
Tout vecteur s'écrit de facon unique comme combi-
naison linéaire d'éléments de cette famille :

Yue F El'</\z)z€I S K(I) u = Z Ai€;

el

Les \; sont appelés coordonnées de u dans la base £.
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IV. Familles de vecteurs

L_F. Extension aux familles infinies

Remarque
Une base de E est une famille £ = (e;);es libre et
génératrice de F.
Tout vecteur s'écrit de facon unique comme combi-
naison linéaire d'éléments de cette famille :
Yue F El'</\z)z€I S K(I) u = Z Ai€;
1€l

Les \; sont appelés coordonnées de u dans la base £.

Exemple

La famille { X* | k € N} est une base de K[X], ap-
pelée base canonique de K[X].
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V. Sous-espaces affines
A. Définitions
B. Exemples
C. Intersection de sous-espaces affines
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A. Définitions
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V. Sous-espaces affines
A. Définitions

Définition
a € FE. La translation de E de vecteur a est :
t,: £ — FE
U —— u-+a

Propositions
(i) Pour tous vecteurs a et b de F :

laoty =ty 0ty = tatp

(ii) La translation ¢, est bijective de réciproque t_,.
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la forme :
A=a+F={a+u|uelF}

ou r»a€eklk
» I est un sous-espace vectoriel de F.
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A. Définitions
Définition
Un sous-espace affine de E est un sous-ensemble de
la forme :
A=a+F={a+u|uefF}

ou r»a€eklk
» I est un sous-espace vectoriel de F.

Remarques
(i) En d'autres termes :

A:ta(F)
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Définition
Un sous-espace affine de E est un sous-ensemble de
la forme :
A=a+F={a+u|uefF}

ou r»a€eklk
» I est un sous-espace vectoriel de F.

Remarques

(ii) Tout singleton A = {a} avec a € E est un
sous-espace affine de F, appelé point de F.
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sous-espace affine de F, appelé point de F.
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Remarques

(ii) Tout singleton A = {a} avec a € E est un
sous-espace affine de F, appelé point de F.
L'image d'un point par une translation est un
point.
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Remarques

(ii) Tout singleton A = {a} avec a € E est un
sous-espace affine de F, appelé point de F.
L'image d'un point par une translation est un
point.

On peut additionner un point et un vecteur, la
somme est un point :
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L A. Définitions
Remarques

(ii) Tout singleton A = {a} avec a € E est un
sous-espace affine de F, appelé point de F.
L'image d'un point par une translation est un
point.
On peut additionner un point et un vecteur, la
somme est un point :

A+u=1HB = ﬁ:@




Chapitre B8. Espaces vectoriels

V. Sous-espaces affines

L A. Définitions
Remarques

(ii) Tout singleton A = {a} avec a € E est un
sous-espace affine de F, appelé point de F.
L'image d'un point par une translation est un
point.
On peut additionner un point et un vecteur, la
somme est un point :

A+u=1HB = ﬁ:@

Tout élément de E peut étre considéré comme
un point ou un vecteur.
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A. Définitions
Définition
Un sous-espace affine de E est un sous-ensemble de
la forme :

A=a+F={a+u| uerlF}

Exemple 13
(i) Soit E = R?. La droite A d’équation
Yy=2r—95

est un sous-espace affine.
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Définition
Un sous-espace affine de E est un sous-ensemble de
la forme :
A=a+F={a+u| uerlF}
Exemple 13

(i) Les sous-espaces affines de R? sont :
» les points
> les droites

» le plan.
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A. Définitions
Définition
Un sous-espace affine de E est un sous-ensemble de
la forme :

A=a+F={a+u| uerlF}

Exemple 13
(ii) Les sous-espaces affines de R? sont :
» les points
> les droites

» les plans

» |'espace.
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L A. Définitions
Proposition
a, b points de F et F, GG sevs de F.
Alors :

a+F=b+G — F=G et b—aeckF

Remarque

L’espace vectoriel définissant un sous-espace affine A
est uniquement déterminé.

Par contre le point a peut étre remplacé par n'importe
quel point de A.
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A. Définitions
Proposition
a, b points de F et F, GG sevs de F.
Alors :
at+F=b+G = F=G et b—ackF

Définition

Soit A = a + F un sous-espace affine de E
Alors I est la direction de A,

ou A est dirigé par F.
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A. Définitions
Proposition
a, b points de F et F, GG sevs de F.
Alors :
at+F=b+G = F=G et b—ackF

Démonstration.
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A. Définitions

Proposition

a, b points de F et F, GG sevs de F.

Alors :

a+F=b+G — F=G e b—aclF

Démonstration.
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B

. Exemples

Proposition
S systeme linéaire de n équations a p inconnues.
anzy + -+ apr, =b

S : . . .

Uil 1l =7 ©© © A Oy = Uy

» Si I'ensemble des solutions de S est non-vide
alors c'est un sous-espace affine de K?.
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L B. Exemples

Proposition
S systeme linéaire de n équations a p inconnues.

a11%1 + ° + dipTp =0
Sh: . . .

An1%1 + -+ AppZpy =0

» Si I'ensemble des solutions de S est non-vide
alors c'est un sous-espace affine de K?.

» Sa direction est I'ensemble des solutions du
systeme linéaire homogeéne S}, associé.
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Exemple 14
Résolution du systeme linéaire :

z+ 3y —2z2=25
20+ 5y — z2=4
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Démonstration. Soit F' I'ensemble des solutions du
systeme homogéne S},.

anry + -+ apry, =0
Sh: . . .

Ap1T1 + -+ + appxy, =0

Alors F' est un sous-espace vectoriel de K? :



Chapitre B8. Espaces vectoriels
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B

. Exemples

Démonstration. Soit F' I'ensemble des solutions du
systeme homogéne S},.

anry + -+ apry, =0
Sh: . . .

Ap1T1 + -+ + appxy, =0
Alors F' est un sous-espace vectoriel de K? :
(i) F CKP
(II) OKP e F
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Suite de la démonstration.
a11r1 + - + apry =0

ap1T1 + -+ + apprpy =0

anyr + - + apyp =0

et : : :
an1yr + -+ appyp =0
ar(z1+y1) + -+ ap(zp+yp) =0
= : : :
ani(z1+y1) + - + anp(zp +yp) =0
(i) Si x = (x1,...,2p) estsolution de S

et y=(y1,...,yp) estsolution de S,
alors z+4+y = (z1+y1,...,%p + yp) est solution de S.
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Suite de la démonstration.
a11ry + -+ aprpy =0

11 + - + apprp =0

anAry + - + apAr, =0

A AT + -+ appAxy, = 0

(i)~ Si x = (1,...,2p) est solution de Sj,
alors Az = (Az1,...,Azp) est solution de S},.
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Suite de la démonstration.
a11ry + -+ aprpy =0

11 + - + apprp =0

anAry + - + apAr, =0

= : : :

A AT + -+ appAxy, = 0

(i)~ Si x = (1,...,2p) est solution de Sj,
alors Az = (Az1,...,Azp) est solution de S},.

Donc F' est un sous-espace vectoriel de K?.
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B. Exemples
Suite de la démonstration.
ap1ry + - + apry, =0

11 + - + apprp =0

anAry + - + apAr, =0

= : : :

A AT + -+ appAxy, = 0

(i)~ Si x = (1,...,2p) est solution de Sj,
alors Az = (Az1,...,Azp) est solution de S},.

Donc F' est un sous-espace vectoriel de K?.

Supposons que S admet au moins une solution x = (z1,...,p).

Démontrons que S =z + F.
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B. Exemples
Suite de la démonstration.
a1ry + -0 + A1pTp = bl

Ap1T1 + -+ ppTp = by
anyr + - + apyp =0
et : : :
an1yr + -+ anpyp =0
an(z1+y1) + -+ ap(zp +yp) = b

anl(fpl +y1) + -+ anp(l'p +yp) = bn
Si x est solution de S et y est solution de .Sj,
alors x + y est solution de S.

SDz+ F
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B. Exemples
Suite de la démonstration.
a1ry + -0 + A1pTp = bl

Ap1T1 + -+ AppTp = by
anyr + -+ apyy = b
et : : :
ap1y1 + -+ anpyp = by

ati(zr—y1) + - + ap(zp—yp) =0

anl(‘rl _yl) + -+ anp(xp _yp) =0
Si y est solution de S alors y — x est solution de S},.
Ory=z+ (y—x)doncy € x+ F.

SCz+ F
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B. Exemples

Fin de la démonstration.
L’ensemble des solutions du systeme S est

S=x+F

avec x un élément de S et F' un sous-espace
vectoriel de K?, donc § est un sous-espace affine de
KP. O
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Proposition
L'ensemble des solutions de I'équation différentielle

y' —a(t)y = b(t)

est un sous-espace affine de F(I,R).
Sa direction est I'ensemble des solutions de |'équation
différentielle homogene associée :

y —a(t)y =0
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B. Exemples

Proposition
L'ensemble des solutions de I'équation différentielle

ay” + by + cy = d(t)

est un sous-espace affine de F(R, R).
Sa direction est I'ensemble des solutions de |'équation
différentielle homogene associée :

ay” + by +cy=0
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Remarque
Dans les deux cas |I'ensemble des solutions s'écrit :

S={vi+v| voe€S}t=y+Sn

ou
» 1, est une solution particuliere de I'équation

» S, est I'ensemble des solutions de I'équation
homogene.
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L p——
Proposition
L'ensemble des solutions de I'équation différentielle
y —a(t)y =0
est un sous-espace vectoriel de F(I,R).
L'ensemble des solutions de I'équation différentielle
ay” + by +cy =0
est un sous-espace vectoriel de F(R,R).

Démonstration. Ces ensembles contiennent la
fonction nulle, ils sont stables par addition et
multiplication par un scalaire d'apres le principe de
superposition. [
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V. Sous-espaces affines
C

. Intersection de sous-espaces affines

Proposition
A=a+ F et B= 10+ G sous-espaces affines.
Alors |'intersection A N B est :

» soit vide

» soit un sous-espace affine de direction F' N G.
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C

. Intersection de sous-espaces affines

Démonstration.
ANB est:
» Soit vide

» Soit non-vide.
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Démonstration.
AN B est:

» Soit vide
» Soit non-vide.

Montrons que dans ce dernier cas c'est un
sous-espace affine de direction FF N G.
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Démonstration.
ANB est:
» Soit vide

» Soit non-vide.

Montrons que dans ce dernier cas c'est un
sous-espace affine de direction FF N G.

Comme A N B est non-vide alors il contient au
moins un point c.
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C. Intersection de sous-espaces affines
Démonstration.
AN B est:
» Soit vide

» Soit non-vide.

Montrons que dans ce dernier cas c'est un
sous-espace affine de direction FF N G.

Comme A N B est non-vide alors il contient au
moins un point c.

On démontre qu'alors AN B =c+ (FNG).
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Démonstration. ANB=c+ (FNG)
ceA donc A=c+F
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Lv. Sous-espaces affines
C

. Intersection de sous-espaces affines

Démonstration. ANB=c+ (FNG)
ce€A donc A=c+ F
ceB donc B=c+d(.
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C

Démonstration. (c+ F)N(c+G)=c+ FNG
ceA donc A=c+ F
ceB donc B=c+0G.
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C. Intersection de sous-espaces affines
Démonstration. (c+ F)N(c+G)=c+ FNG
ceA donc A=c+F
ceB donc B=c+0G.

Inclusion directe :

Si d=cH+u=c+v avecu€c FetveG
Alors uw=ve FNAG.

Donc dec+ FNG.
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Démonstration. (c+ F)N(c+G)=c+ FNG
ceA donc A=c+ F
ceB donc B=c+0G.

Inclusion indirecte :
FNGCF donc c+FNGCec+ F.
FNGCG donc c+FNG Ce+dG.
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Démonstration. (c+ F)N(c+G)=c+ FNG
ceA donc A=c+ F
ceB donc B=c+0G.

Inclusion indirecte :
c+FNGCec+ F.
c+FNG Ce+dG.
donc ¢+ FNGC(c+F)N(c+G).
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Démonstration. (c+ F)N(c+G)=c+ FNG
ceA donc A=c+ F
ceB donc B=c+0G.

Inclusion indirecte :
c+FNGCec+ F.
c+FNG Ce+dG.
donc ¢+ FNGC(c+F)N(c+G).
Par double inclusion :
ANB=c+ (FNG) O
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>> Exercice 15.
Soit £ = R3, A et B les plans d'équations :

20 +y—952=3 et T+2y+z2=7

a. Donner un point et la direction de ces plans.
b. Décrire de méme A N B.
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