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A. L'anneau K[X]

Définition
X : indéterminée
Polynéme a coefficients dans K :

P=gy+au X+aX*+ - +a,X"

n
= Z aka
k=0

ou neN et ap...a, € K
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A. L'anneau K[X]

Notation (parfois)
400

P=Y aX"*
k=0

A partir d’un certain rang les a; sont tous nuls.

V
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A. L'anneau K[X]

Notation (parfois)

+00
P = Zaka = Z aka
k=0 keN

A partir d’un certain rang les a; sont tous nuls.

V
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A. L'anneau K[X]

Notation (parfois)

+00
P=YaX"=Y aX" =3 aXx"
k=0 keN k

A partir d’un certain rang les a; sont tous nuls.

V
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A. L'anneau K[X]

Proposition
Si P=Ya X" et Q=Y bX" alors:
K k

P:Q <~ Vk e N a; = b
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A. L'anneau K[X]

Notation

K[X] : ensemble des polynémes
a coefficients dans K
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A. L'anneau K[X]

Définitions (Opérations usuelles)
Soit P =Y a X" et Q=>bX"
2 2

> Addition : P+Q=> (a+by) X"
k
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A. L'anneau K[X]

Définitions (Opérations usuelles)
Soit P =Y a X" et Q=>bX"
2 2

> Addition : P+Q=> (a+by) X"
k

» Multiplication : PQ = ¥ ¢, X" avec
2

k
Vk € N Cp, = Z aibj = Zabbk,t
1=0

i+j=k
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Définitions (Opérations usuelles)
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Définitions (Opérations usuelles)
Soit P =Y a X" et Q=>bX"
2 2

> Addition : P+Q=> (a+by)X"
k

» Multiplication : PQ = ¥ ¢, X" avec
2

k
Vk € N Cp, = Z aibj = Zabbk,t
i+j=k i=0
» Multiplication par un scalaire : AP = 3" (Aay) X"
k

» Composition : Po @ = P(Q(X))
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A. L'anneau K[X]

Définitions
» Polynéme constant :

P = Qg
Dans ce cas P € K. On en déduit :
K C K[X]

» Polynéme nul :
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A. L'anneau K[X]

Proposition
(K[X], 4, x) est un anneau.
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A. L'anneau K[X]

Proposition
(K[X], 4, x) est un anneau.

L'élément nul est Okx].
Si P=Y X" alors —P=>(—a;)X"
2 2

L'élément unité est 1.

Les éléments inversibles sont les polynome constants
non-nuls :  K[X]* = K*.
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B. Degré

Définitions
P=YaX"+#0
k

deg P = Max{k € N | a; # 0}
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Définitions
P=YaX"+#0
k
deg P = Max{k € N | a; # 0}

Sin =degP alors P = Zaka avec a, # 0
k=0
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Définitions
P=YaX"+#0
2
deg P = Max{k € N | a; # 0}
Sin =degP alors P = Zaka avec a, # 0

k=0
a, . coefficient dominant de P
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B. Degré

Définitions
P=YaX"+#0
k

deg P = Max {k € N | a; # 0}

Sin =degP alors P = Zaka avec a, # 0
k=0

a, . coefficient dominant de P

Si a,, = 1 alors P est unitaire.
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B. Degré

Notation

K, [X] : ensemble des polyndmes
a coefficients dans K
de degré inférieur ou égal a n

K,[X]={P eK[X]| degP < n}
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B. Degré

Exemples

(i) Ko[X]=
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Exemples

(i) Ko[X]={aX?*+bX +c| (a,b,c) € K3}

(i) KolX] =
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Exemples
(i) Ko[X]={aX?*+bX +c| (a,b,c) € K3}
(i) Ko[X] =K

(i) Sin < m alors
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Exemples
(i) Ko[X]={aX?*+bX +c| (a,b,c) € K3}
(i) Ko[X] =K

(ii) Sin <m alors K,[X] C K,,[X]
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B. Degré

Proposition
Soit P et () deux polynomes. Alors

deg (P + Q)

deg(PQ)
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Proposition
Soit P et () deux polynomes. Alors

deg (P + @) < Max (deg P,deg @)

deg(PQ)
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Proposition
Soit P et () deux polynomes. Alors

deg (P + Q) < Max (deg P, deg Q)

deg(PQ) = deg P+ deg@
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B. Degré

Proposition
Soit P et () deux polynomes. Alors

deg (P + @) < Max (deg P,deg @)

deg(PQ) = deg P+ deg@

Remarque

Cette propriété est valable si I'un des polynémes est
nul.

v




Chapitre B7. Polynémes

B. Degré

Démonstration.
Si P=0ou @ = 0 alors la propriété est valide :

deg (P + Q) < Max (deg P, deg Q)
— deg @ < deg@
ou degP < degP
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Démonstration.
Si P=0ou @ = 0 alors la propriété est valide :

deg (P + @) < Max (deg P, degQ)
= deg @@ < deg@
ou degP < degP
deg(PQ) = deg P+ deg@
= —00 = —00
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B. Degré

Suite de la démonstration.
On suppose que P et () sont non-nuls.
Soit n = deg P et m = deg () avec n > m.

n n

P=YagqX" e Q=> X"
k=0 k=0
Sim<mnalors b1 =b,,0=---=0b,=0

P+Q=> (a+0b)X"
=0

Donc deg(P + Q) < n.
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B. Degré

Suite de la démonstration.

P+Q= i(ak‘Fbkz)Xk

k=0
De plus :
» Sim < n alors a, + b, = a,, # 0 donc
deg(P + Q) = n.

» Sim =n alors deg(P + Q) < n.
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B. Degré

Suite de la démonstration.

00 k
PQ =YY aiby; | X"

k=0 \i=0
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B. Degré

Suite de la démonstration.

00 k

PQ =73 (Z aibk—i)Xk
k=0 \1=0

aibr_; # 0 - a; 0 et bp_; #0

— 1<n et k—i1<m

<
— E<m+n
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B. Degré

Suite de la démonstration.

PQ = io: (Zk: aibk—i)Xk

k=0 \7=0
aibr_; # 0 - a; 0 et bp_; #0

—_— 1<n et k—i1<m
— E<m+n

Donc deg(PQ) < m + n.



Chapitre B7. Polynémes

B. Degré

Suite de la démonstration.

PQ = io: (Zk: aibk—i)Xk

k=0 \i=0

Si k. =m +n alors
k
Z aiby—; = apby, # 0
i=0

Donc deg(PQ) = m +n = deg P + deg Q. O
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B. Degré
Proposition
Pour tous polynomes P et () :

PQ=0 =  P=0 ou Q=0
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B. Degré
Proposition
Pour tous polynomes P et () :

PO =0 - P=0 ou Q=0

Démonstration. Contraposée :

P#0 et Q#0 =  PQ#0
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Proposition
Pour tous polynomes P et () :

PQ =0 — P=0 ou Q=

Démonstration. Contraposée :

{P%O . {degP}O

Q #0 deg@ >0
—> deg(PQ)=degP +deg@Q >0
— PQ#0 ]
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C. Spécialisation

Définition
P € K[X] et ack

Si P=>aX" alors P(a) = Y apaf
k=0 k=0

P(«) est la spécialisation de P en «.
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Remarque

P=P(X) € K[X]

Pla) € K
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C. Spécialisation

Proposition
La spécialisation est compatible avec I'addition, la
multiplication par un scalaire et la multiplication.

V(P,Q) e K[X]* VAeK
(P+Q)(a) = Pla)+Q(a)
(AP)(a) = AP(a)
(PQ)(a) = P(a)Q(a)
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C. Spécialisation

Définition
Polynéme : P e K[X]
Fonction polynomiale : K — K

r — P(x)
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C. Spécialisation

Définition
Polynéme : PeK[X] =Y aXx*
k=0

Fonction polynomiale : K — K

v — P(x) =Y apat
k=0
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‘—I. Définitions
D. Divisibilité

Définition
B divise A ou A est un multiple de B s'il existe
un polynéme C' tel que A = BC.

Notation
Bdivise A: B|A
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‘—I. Définitions
D. Divisibilité

Exemple 1
(i) X —4 divise X?—-3X —4
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Exemple 1
(i) X —4 divise X?—-3X —4

(i)vneN X —2 divise X" —2"
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Exemple 1
(i) X —4 divise X?—-3X —4

(i)vneN X —2 divise X" —2"
(iii) X? divise 5X%+ 7X5—3X3 +2X?
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Exemple 1
(i) X —4 divise X?—-3X —4

(i)vneN X —2 divise X" —2"

(iii) X? divise 5X%+ 7X5—3X3 +2X?
. . . 3

(iv) 2X —3 divise X — 3
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D. Divisibilité

Exemple 1

(i) X —4 divise X?—-3X —4
(i)vneN X —2 divise X" —2"
(iii) X? divise 5X%+ 7X5—3X3 +2X?
(iv) 2X —3 divise X —3

(v) X? —3X?+6X +7 ne divise pas
2X*— X +10
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D. Divisibilité

Exemple 1

(i) X —4 divise X?—-3X —4
(i)vneN X —2 divise X" —2"
(iii) X? divise 5X%+ 7X5—3X3 +2X?
(iv) 2X —3 divise X —3

(v) X? —3X?+6X +7 ne divise pas
2X*— X +10

Remarque

Si B divise A et A est non-nul alors deg B < deg A.
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‘—I. Définitions
D. Divisibilité

Remarque
Si B divise A et A est non-nul alors deg B < deg A.

Démonstration.
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‘—I. Définitions

D. Divisibilité

Remarque
Si B divise A et A est non-nul alors deg B < deg A.

Démonstration.
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D. Divisibilité

Propositions
(i) Si B divise A et A’ alors B divise (A + A’).
(ii) Si C divise B et B divise A alors C divise A.

(iii) Le polyndme nul est multiple de tous les
polynémes
Le polyndéme unité divise tous les polynémes.
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D. Divisibilité

Propositions
(i) V(A A B)eKX]?
B|A e B|A = B|(A+A)

(i) V(A,B,C) e K[X]?
C|B e B|A = C|A

(i) ¥ A€ K[X] A0 et 1|A
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Remarques
(i) P € K[X]

A e K*:

P| AP

et

AP | P
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Remarques
(i) P € K[X] AeK*:
P| AP et AP | P

(ii) La relation de divisibilité n'est pas une relation
d’ordre sur K[X].




Remarques
(i) P € K[X] AeK*:
P|AP et AP|P
(ii) La relation de divisibilité n'est pas une relation
d’ordre sur K[X].

Elle est réflexive, transitive, mais pas
antisymétrique.
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Remarques
(i) P € K[X] AeK*:
P| AP et AP | P

(ii) La relation de divisibilité n'est pas une relation
d’ordre sur K[X].
Elle est réflexive, transitive, mais pas
antisymétrique.
X?+3|2X*+6 et 2X*+6|X°+3

alors que X243 #£2X%2+6
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D. Divisibilité

Définition
P et () sont associés si :

PIQ e Q|P
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D. Divisibilité
Définition
P et () sont associés si :

PIQ e Q|P

Proposition
P et () sont associés si et seulement si :

MeK Q=P
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D. Divisibilité
Définition
P et () sont associés si :

PIQ e Q|P

Proposition
P et () sont associés si et seulement si :

MeK Q=P

Démonstration.
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D. Divisibilité
Définition
P et () sont associés si :

PIQ e Q|P

Proposition
P et () sont associés si et seulement si :

MeK Q=P

Démonstration.
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I. Définitions

D. Divisibilité

Théoréme - Division euclidienne dans K [X]
A, B polyndmes avec B # 0

Il existe un unique couple (Q, R) € K[X]? tel que
» A=BQ+R

» deg R < deg B.

() : quotient de la division euclidienne de A par B
R : reste de la division euclidienne de A par B.
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‘—I. Définitions
D. Divisibilité

Démonstration de |'existence.
Soit p = deg B. Alors p € N.

P, : Pour tout polynome A de degré n il
existe un couple (), R) de polynomes tels que
A=BQ+ R et deg R < deg B.

On démontre par récurrence forte que P,, est vraie
pour tout n € {—oco} UN.
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D. Divisibilité

Suite de la démonstration de |'existence.

P, : Pour tout polynome A de degré n il
existe un couple (@, R) de polyndmes tels que
A=BQ+ R et deg R < deg B.

Initialisation. La propriété P_,, est vraie : Si A =0
alors A = B0+ 0 et deg0 < deg B.
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D. Divisibilité

Suite de la démonstration de |'existence.

P, : Pour tout polynome A de degré n il
existe un couple (@, R) de polyndmes tels que
A=BQ+ R et deg R < deg B.

Hérédité. Supposons P_.., Py, P1...P,_1 vraies.

n p
A=SaX" B=YbhX"
k=0 k=0

Sin<p: A=B0+ AetdegA < degB.
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‘—I. Définitions
D. Divisibilité

Suite de la démonstration de |'existence.
Sin > pon pose (Y1 = ‘Z—ZX”_p. Alors :

Qn

Q1B = a, X"+ 7 by X" -
D
A= a, X" +a,_ 1 X" 14
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D. Divisibilité

Suite de la démonstration de |'existence.
Sin > pon pose (Y1 = ‘Z—ZX”_p. Alors :

Qn

OB = a, X"+ ; by 1 X"
p
A= a, X" +a, 1 X" 4.
deg(A — @Q1B) = m < n donc d'aprés P, :

3(Q9, R) tel que A—Q1B=@Q:B+R
et degR < degB
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D. Divisibilité

Suite de la démonstration de |'existence.
Sin > pon pose (Y1 = ‘Z—”X”_p. Alors :

OB = anX"+bfp XM
p
A= ¢, X"+a, 1 X"+
deg(A — @Q1B) = m < n donc d'aprés Py,

3(Q9, R) tel que A—Q1B=@Q:B+R
et degR < degB

=B(Q1+Q2) + R et deg R < deg B

P,, est démontrée.
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‘—I. Définitions
D. Divisibilité

Suite de la démonstration de |'existence.

P, : Pour tout polynome A de degré n il
existe un couple (@, R) de polyndmes tels que
A=BQ+ R et deg R < deg B.

Conclusion. Par récurrence forte la propriété P, est
vraie pour tout n € NU {—o0}.
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‘—I. Définitions
D. Divisibilité

Démonstration de I'unicité.
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‘—I. Définitions
D. Divisibilité

Démonstration de I'unicité.
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D. Divisibilité

Méthode
On pose la division comme pour les entiers.

Exemple 2
Calcul de la division euclidienne de A par B ou :
(i) A=X°—X*-X3+8X%2-2
B=X?-X+2
(i) A=2X°+3X%—4X3 - X?24+4X +1
B=X3+2X2-1
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D. Divisibilité

> Exercice 1.
Calculer la division euclidienne de A par B avec :

a. A=X3+3X%2+X -3 B=X+5
b. A=2X*4+4X3-5X+1 B=2X2+1
c. A=3X%24+6X+5 B=iX+1+i

V
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E. Représentation informatique
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E

. Représentation informatique

Représentation informatique

P=3+4X - X3

P = [3, 4, 0,-1]
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E

. Représentation informatique

Représentation informatique

P=3+4X - X3

P =[3, 4, 0,-1, 0, 0]
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‘—1I. Définitions
E. Représentation informatique

Indéterminée

P = [0, 1]
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E. Représentation informatique

Multiplication par un scalaire

P=3+4X - X3
3P =9+ 12X — 3X3

P
multS(3,P)

(3, 4, 0,-1]
[9,12, 0,-3]
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E. Représentation informatique

Addition

P=3+4X — X?
Q=1-2X+5X?

P+Q =
P = [3, 4, 0,-1]
Q = [1,-2, 5]

somme (P, Q)
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P=3+4X — X?
Q=1-2X+5X?

P+Q=4+2X +5X%?-X3
P = [3, 4, 0,-1]

Q [1,-2, 5]
somme(P,Q) = [4, 2, 5,-1]
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E. Représentation informatique

Multiplication

P=3+4X — X?
Q=1-2X+5X?

PQ =

P

(3, 4, 0,-1]

produit(P,Q)
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E. Représentation informatique

Multiplication

P=3+4X — X?
Q=1-2X+5X?

PQ =

P = [3, 4, 0,-1]

XP = [0, 3, 4, 0,-1]
X2p = [0, O, 3, 4, 0,-1]

produit(P,Q)
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E. Représentation informatique

Multiplication

P=3+4X — X?
Q=1-2X+5X?

PQ =
P = [3, 4, 0,-1]
-2XP = [0,-6,-8, 0, 2]

5X2p = [0, 0,15,20, 0,-5]

produit(P,Q)
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E. Représentation informatique

Multiplication
P=3+4X-X3
Q=1-2X+5X?
PQ=3-2X+7X?+19X34+2X% - 5X°

P=[3, 4, 0,-1]
-2XP = [0,-6,-8, 0, 2]
5X2p = [0, 0,15,20, 0,-5]

produit (P,Q) [3,-2, 7,19, 2,-5]
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E

. Représentation informatique

Fonctions a définir

Degré

Produit d'un polynéme par un scalaire
Somme, produit de deux polynémes
Spécialisation d'un polynéme en un scalaire
Division euclidienne

PGCD de deux polynémes

vvyvyvyVvVvyyy

etc.
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E. Représentation informatique

Degré

def deg(P):
"""Calcul du degré de P.
Renvoie -1 si P est nul."""
n=len(P)-1
while n>=0 and P[n]==0:
n=n-1
return n
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I. Définitions

E. Représentation informatique

Somme

def Somme(P,Q):

"""Renvoie la somme P+Q"""

m,n=deg(P) ,deg(Q)

S=[0] *max(m,n)

for k in range(m) :
S[k]=S[k]+P [k]

for k in range(n):
S [k]=S [k]+Q [k]

return S
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I. Définitions

E. Représentation informatique

Produit

def Produit(P,Q):

""'Renvoie le produit PQ"""
m,n=deg(P) ,deg(Q)
R=[0] * (m+n)
for k in range(m+n) :

for i in range(m):

if k-n<=i<=k:
R[k]=R[k]+P[i]*Q[k-1i]

return R
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E. Représentation informatique

Spécialisation

def Specialisation(P,a):
"""Calcule P(a)"""
y=0
for k in range(len(P)):
y=y+P [k] *a**xk
return y




Chapitre B7. Polynémes

E. Représentation informatique
Spécialisation
Remarque
Algorithme de Horner :

P(z)= (- ((apnzr + ap_1)x + ap_2)x + - -+ + ag)
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E. Représentation informatique

Spécialisation

Remarque
Algorithme de Horner :

P(z)= (- ((apnzr + ap_1)x + ap_2)x + - -+ + ag)

> Exercice 2.
a. Programmer |'algorithme de Horner en Python.

b. Compter le nombre d'opérations nécessaires
pour spécialiser un polynéme de degré n avec
cet algorithme, puis avec |'algorithme naif.
Comparer ces deux méthodes.
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I1. Dérivation
A. Dérivée formelle
B. Dérivées k-émes
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I1. Dérivation

A. Dérivée formelle
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A. Dérivée formelle

Définition

P=> aX"
k=0
Polynome dérivé de P :

P =Y apkX" !
k=1
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A. Dérivée formelle

Définition
P=> aqX"
k=0
Polynome dérivé de P :

n—1 )
P'=3%aj(j+1)X
=0
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A. Dérivée formelle

Remarque
Si f est la fonction polynomiale de polynome P
alors

f! est la fonction polynomiale de polynéme P’.
En conséquence les propriétés calculatoires des déri-
vées sont toujours vraies.
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Proposition

Pour tous polynémes P et () et tout scalaire A
> (P+Q)=P+q

> (A\P) = AP’

> (PQ) =P'Q+ PQ

> P = — JdkeK P=Q+k
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II. Dérivation

Proposition

Pour tous polynémes P et () et tout scalaire A
> (P+Q)=P+q

> (A\P) = AP’

> (PQ) =P'Q+ PQ

> P = — JdkeK P=Q+k

Remarque

On peut démontrer directement ces propriétés.
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vation

A. Dérivée formelle

Autre démonstration.

/
( ak+bk )

=" (ay + bp)kX"!
k

(P+Q)

=3 apk Xk 1+zb kXH
k

— P+ Q
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Autre démonstration.
opy = (St
=3 Aapk X F1
_ ;Zk: kX H!

= AP’
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‘—1II. Dérivation

A. Dérivée formelle

Autre démonstration.

(XX = (X
— (m T n)Xm+n—1

(XM X"+ X™(X") =mX" X"+ X" X"
— (m + n)Xm—i—n—l

Par linéarité de la dérivation (PQ) = P'Q + PQ'.
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A. Dérivée formelle
Autre démonstration.

+00 +00
P=Q < Y akX"!'=YbkEx!
k=1 k=1

<— Vk>1 a =0

+00 1 +00 1
P=ay+ > arX Q=0by+ > arX
k=1 k=1
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A. Dérivée formelle

Proposition
Pour tout polynome P non constant :

deg(P") = deg(P) — 1




Chapitre B7. Polynémes

I1. Dérivation

B. Dérivées k-emes
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B. Dérivées k-émes
Proposition
P=X"

VkecN PW =
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B. Dérivées k-émes
Proposition
P=X"

VkeN PW=! (n—k)
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e
B. Dérivées k-émes

Proposition
pP=X"
n! n—k _:
vkeN PW_) mogt S OSksn
0 si k>n

Démonstration.

On commence par démontrer par récurrence finie
sur k que cette propriété est vraie pour tout
keA{0,...,n}.
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Proposition
P=X" '
Uz n—k
VEeN P® (n—k)!X si 0<k<n
0 si k>n

Démonstration.

k=mn: P = npl

k=n+1:P0D =

k>n: Pk = ]
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Exemple
Dérivés successifs du produit AB

AB = AB
(AB) = A'B+ AB'
(AB)" =
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Exemple
Dérivés successifs du produit AB

AB = AB

(ABY = A'B+ AB'

(AB)! = A"B+2A'B + AB"

(AB)" = A"B+3A"B +3A'B"+ AB"
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Exemple
Dérivés successifs du produit AB

(AB)® = ADBO

(AB)D) = AWBO) 4 4O

(AB)? = A@BO) 1 240BM) 1 A©O)
(AB)® =

AB®BO) 1340 BN 1 340BE 1 A0 BE)

v
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Proposition - Formule de Leibniz
A, B polynomes

WneN  (AB)W =3 (”)A<k>B<n—k>
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Proposition - Formule de Leibniz
A, B polynomes

WneN  (AB)W =3 (Z)A(’“)B(”‘k)
k=0

Démonstration. Par récurrence sur n.

akbn_k(a—l—b) _ ak+1bn—k+akbn—k+1

(A(k)B(n—k:))/ _ A(k’—l—l)B(n—kJ) 4+ A(k)B(n—k—i—l)
]
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Proposition - Formule de Leibniz
A, B polynomes

Vn € N (ABﬂm::§3<n>M@BW’@

> Exercice 3.
Soit P = X7(X — 3)%.
Calculer P9 en utilisant la formule de Leibniz.
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B. Dérivées k-émes

Exemple

n
Valeurs en 0 des dérivés successifs de P = > a, X*
k=0
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B. Dérivées k-émes

Théoreme - Formule de Taylor

P polynéme de degré n a €K

“)(a)

p=YY-"—
k=0

X (X —a)*
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T
B. Dérivées k-émes

Théoreme - Formule de Taylor

P polynéme de degré n a €K

n pk)(q
Pzzpf)a—@k
=0 k!

Démonstration. Si P = 0 la formule est juste.
P, : la formule de Taylor est vraie pour tout

polynome de degré n.

Initialisation. Si P est de degré nul alors P est
constant, et P = P (q).
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B. Dérivées k-émes

Suite de la démonstration.
Hérédité. Soit P de degré n. On pose :

Q=" x gy

&
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Suite de la démonstration.
Hérédité. Soit P de degré n. On pose :

Alors () = kzl(k _(?))!

n—1 p(k+l) (g .
e ST AL
&

(X —a)"!
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Suite de la démonstration.
Hérédité. Soit P de degré n. On pose :

Alors Q' = kzl(k _(f))!

n—lP(k+1) a
SR O
= k!

n—1 P’(k‘) (CI,)
O P =
' 2

(X —a)"t

(X —a)*
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B. Dérivées k-émes
Suite de la démonstration.

Hérédité. Soit P de degré n. On pose :

o-y W

&

(X —a)
Ainsi Q' = P'.

De plus Q(a) = P(a) donc P = Q.

Conclusion. Par récurrence, la formule de Taylor est
vraie pour tout polynéme. [l
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T
B. Dérivées k-émes

Théoreme - Formule de Taylor

P polynéme de degré n a € K

n pk)(q
P:ZPJ)Q—@k
k=0 R

Remarque

Pour tout polynéme P: P’ =1
Ceci montre que la spécialisation de (X — a)’ en a
est égale a 1.
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II. Dérivation

B. Dérivées k-émes

Théoreme - Formule de Taylor
P polynéme de degré n a € K

n p(k)
p_ P9
=R

(X —a)*

Exemple 3
Application de la formule pour :

P=X>+2X-5 et a=1
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Théoreme - Formule de Taylor
P polynéme de degré n a € K

n p(k)
p_ P9
=R

(X —a)*

> Exercice 4.

Appliquer la formule pour :

a. P=2X?4+7X+7 en a=-2

b.Q =X%—-9X2+26X —-24 en a=3
Résoudre I'équation :  Q(X) =0




Chapitre B7. Polynémes

II1. Racines
A. Définition
B. Ordre de multiplicité d'une racine
C. Relations entre coefficients et racines
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IT1I. Racines
A. Définition
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—III. Racines
A. Définition

Définition
P € K[X]
Une racine (ou un zéro) de P est un scalaire « tel
que :
P(a) =0
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EA. Définition

Exemples

» Le polynéme X + 3 de K[X] a une racine.

» Le polynéme X? + 1 de C[X] a deux racines.

» Le polyndme X? + 1 de R[X] n’a pas de racine.

» Le polynome 5 n'a pas de racine.

» Le polynome nul a une infinité de racines.
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—III. Racines
A. Définition

Théoréeme
P € K[X] ackK

a est racinede P < (X — «) divise P
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—III. Racines
A. Définition

Théoréeme
P € K[X] ackK

a est racinede P < (X — «) divise P

Démonstration.
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—III. Racines
A. Définition

Théoréeme
P € K[X] ackK

a est racinede P < (X — «) divise P

Démonstration.
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EA. Définition

Théoréeme
P € K[X] ackK

a est racinede P < (X — «) divise P

Exemple 4

Résoudre :
322 — 522 +2=0
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EA. Définition

Théoréeme
P € K[X] ackK

a est racinede P < (X — «) divise P

> Exercice 5.
Résoudre :

2 — 2t —62° +142° — 122 =0
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EA. Définition

Corollaire
Soit P un polynéme et k£ € N*.
Si aq,...,ap sont k racines distinctes de P alors :

(X — ;) divise P

.

1

7
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EA. Définition

Corollaire

Si aq,...,ap sont k racines distinctes de P alors :
k
[I(X — ;) divise P
i=1

Démonstration.
Initialisation. Le théoréme précédent donne la
propriété Py.
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EA. Définition

Corollaire

Si aq,...,ap sont k racines distinctes de P alors :
k
[I(X — ;) divise P
i=1

Démonstration.
Hérédité. Soit o, ..., a4 racines distinctes de P.
Comme Pj._1 est supposée vraie :

P=(X-a) (X —o-1)Q
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EA. Définition

Corollaire

Si aq,...,ap sont k racines distinctes de P alors :
k
[I(X — ;) divise P
i=1

Démonstration.
Hérédité. Soit o, ..., a4 racines distinctes de P.
Comme Pj._1 est supposée vraie :
P=(X—-a1)- (X —a-1)Q
Spécialisation en «y, :
0= (o —ar)-- (o — p-1)Q(cur)
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EA. Définition

Corollaire

Si aq,...,ap sont k racines distinctes de P alors :
k
[I(X — ;) divise P
i=1

Démonstration.
Spécialisation en «y :

0= (ap—ai) - (ap —ap_1)Q(cw)
Les «; sont distincts donc :

Qag) =0
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EA. Définition

Corollaire

Si aq,...,ap sont k racines distinctes de P alors :
k
[I(X — ;) divise P
i=1

Démonstration.

Qax) =0

[l existe un polynéme ()4 tel que :

Q= (X —ap)
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EA. Définition

Corollaire

Si aq,...,ap sont k racines distinctes de P alors :
k
[I(X — ;) divise P
i=1

Démonstration.

Qax) =0

[l existe un polynéme ()4 tel que :

Q= (X — )@
Ce qui donne :
P = (X — 041) s (X — Ozkfl)(X — Odk)Q1
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EA. Définition

Corollaire

Si aq,...,ap sont k racines distinctes de P alors :
k
[I(X — ;) divise P
i=1

Démonstration.
Conclusion. Par récurrence, la propriété P, est vraie
pour tout entier non-nul £. [
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EA. Définition

Corollaire
Si aq,...,ap sont k racines distinctes de P alors :

k

[I(X — ;) divise P

i=1 )
Corollaire
Un polynéme de degré n possede au plus n racines
distinctes.
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EA. Définition

Corollaire
Un polynéme de degré n possede au plus n racines
distinctes.

Démonstration. Si «; ... «y, sont m racines
distinctes de P alors il existe () tel que :

P = (ﬁ(X—Oéi))Q

1=1
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EA. Définition

Corollaire
Un polynéme de degré n possede au plus n racines
distinctes.

Démonstration.

P = (ﬁl(X—Oéi))Q

Ceci donne :

deg P = deg (H(X — ozi)) +deg@Q =m + degQ
i=1

Puis n > m. U]
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EA. Définition

Corollaire
Un polynéme de degré n possede au plus n racines
distinctes.
Corollaires
(i) P polyndme de degré inférieur ou égal a n.
Si P admet n + 1 racines distinctes alors P = 0.
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EA. Définition

Corollaire
Un polynéme de degré n possede au plus n racines
distinctes.
Corollaires
(i) P polyndme de degré inférieur ou égal a n.
Si P admet n + 1 racines distinctes alors P = 0.

Démonstration. (i) est conséquence du corollaire
précédent.
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EA. Définition

Corollaires
(i) P polynéme de degré inférieur ou égal a n.
Si P admet n + 1 racines distinctes alors P = 0.
(ii) Soit P et () de degrés inférieurs ou égaux a n.
Si les ; sont n + 1 scalaires distincts tels que :
Vi=0,...,n P(a;) = Qo).
Alors P = Q).
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EA. Définition

Corollaires
(i) P polynéme de degré inférieur ou égal a n.
Si P admet n + 1 racines distinctes alors P = 0.
(ii) Soit P et () de degrés inférieurs ou égaux a n.
Si les ; sont n + 1 scalaires distincts tels que :
Vi=0,...,n P(a;) = Qo).
Alors P = Q).

Démonstration. (i) : P — () possede ay, . ..,y
pour racines.
donc P — Q = 0 d'apres le (i), puis P = Q.
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Corollaires
(ii) Soit P et () de degrés inférieurs ou égaux a n.
Si les a; sont n + 1 scalaires distincts tels que :
Vi=0,...,n P(a;) = Qo).
Alors P = Q).
(iii) Soit f, g : K — K deux fonctions polynomiales
de degrés inférieurs ou égaux a n.

Si f et g sont égales en au moins n + 1 scalaires
distincts alors f et g sont égales.
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Corollaires
(ii) Soit P et () de degrés inférieurs ou égaux a n.
Si les a; sont n + 1 scalaires distincts tels que :
Vi=0,...,n P(a;) = Qo).
Alors P = Q).
(iii) Soit f, g : K — K deux fonctions polynomiales
de degrés inférieurs ou égaux a n.

Si f et g sont égales en au moins n + 1 scalaires
distincts alors f et g sont égales.

Démonstration. (iii) est conséquence de (ii). [J
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EA. Définition

Corollaires

(iii) Soit f, g : K — K deux fonctions polynomiales
de degrés inférieurs ou égaux a n.
Si f et g sont égales en au moins n + 1 scalaires
distincts alors f et g sont égales.

En d'autres termes une fonction polynomiale de
degré au plus n est uniquement déterminée par
n + 1 de ses valeurs.
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EA. Définition

Corollaires

(iii) Soit f, g : K — K deux fonctions polynomiales
de degrés inférieurs ou égaux a n.
Si f et g sont égales en au moins n + 1 scalaires
distincts alors f et g sont égales.

Remarque
L'application :
. (K — K )
r — P(z)

est un isomorphisme d’'anneau.
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IT1I. Racines

B. Ordre de multiplicité d'une racine
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EB. Ordre de multiplicité d'une racine

Définition
Soit «v une racine de P non-nul.

Ordre de multiplicité de « : le plus grand entier k tel
que (X — a)* divise P.
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EB. Ordre de multiplicité d'une racine

Définition
Soit «v une racine de P non-nul.

Ordre de multiplicité de « : le plus grand entier k tel
que (X — a)* divise P.

De facon équivalente, c'est |'entier k tel que :
(X —a)*  divise P
(X — )" ne divise pas P
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I ——

B. Ordre de multiplicité d’une racine

Définition

Ordre de multiplicité de « : I'entier k tel que :
(X —a)*  divise P
(X — a)**!  ne divise pas P

Remarque
Il existe alors un polynéme () tel que

P=(X-a)'Q e Qa)#0
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Définition

Ordre de multiplicité de « : I'entier k tel que :
(X —a)*  divise P
(X — a)**!  ne divise pas P

Exemple 5
(i) P=aX?*+bX +c
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Définition

Ordre de multiplicité de « : I'entier k tel que :
(X —a)*  divise P
(X — a)**!  ne divise pas P

Exemple 5

(i) P=aX?*+bX +c
Si A # 0 : deux racines de multiplicités 1
Si A = 0 : une racine de multiplicité 2.
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Définition

Ordre de multiplicité de « : I'entier k tel que :
(X —a)*  divise P
(X — a)**!  ne divise pas P

Exemple 5

(i) P=aX?*+bX +c
Si A # 0 : deux racines de multiplicités 1
Si A = 0 : une racine de multiplicité 2.

(i) Racines et multiplicités de : X% — X2 — X + 1
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Définition

Ordre de multiplicité de « : I'entier k tel que :
(X —a)*  divise P
(X — a)**!  ne divise pas P

Exemple 5
(i) P=aX?*+bX +c
Si A #£ 0 : deux racines de multiplicités 1
Si A = 0 : une racine de multiplicité 2.
(i) Racines et multiplicités de : X% — X2 — X + 1
(iii) Racines et multiplicités de : 4X2 — X?20
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EB. Ordre de multiplicité d'une racine

Remarque - Suite de I'exemple (ii)

P =X3-X?-X+1
P =3X?-2X -1
P'=6X -2

1 est racine de P et de P’ mais pas de P”
—1 est racine de P mais pas de P’.
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EB. Ordre de multiplicité d'une racine

Remarque - Suite de I'exemple (ii)

P =X-X?-X+1=(X-13*%X+1)
P =3X?2-2X -1 = (X -1)BX +1)
P'=6X -2 =2(3X +1)

1 est racine de P et de P’ mais pas de P”
—1 est racine de P mais pas de P’.
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Théoréeme

P € K[X] ackK
« est racine de P de multiplicité k

est équivalent a
P(a) = P'(a)=---= P¥*(a) =0
{P““)(a) # 0
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EB. Ordre de multiplicité d'une racine

Théoreme
P € K[X] ackK

« est racine de P de multiplicité k

est équivalent a

P(a) = Pl(a)=---=P¥*()=0
{P(k)(a) #0
Remarque

Un scalaire a est racine d'un polynome P de multi-
plicité O si et seulement si P(«a) # 0.
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EB. Ordre de multiplicité d'une racine

Exemple 6
Soit P = X*+2X3—-12X?%—-40X — 32.
Chercher une racine évidente de P, puis déterminer

son ordre de multiplicité.
En déduire la factorisation de P.
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EB. Ordre de multiplicité d'une racine

Exemple 6
Soit P = X*+2X3—-12X?%—-40X — 32.
Chercher une racine évidente de P, puis déterminer

son ordre de multiplicité.
En déduire la factorisation de P.

> Exercice 6.
Factoriser de méme :

P=92X 4+ 7X5 4+ X* —14X3 - 8X%2+7X +5
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EB. Ordre de multiplicité d'une racine

Théoreme
P € K[X] ackK

« est racine de P de multiplicité k

est équivalent a

P(a) = Pl(a)=---=P¥*()=0
{P(“(a) #0
Exemple 7

Démonstration du sens direct dans le cas ou k = 3.

V,
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—III. Racines
B. Ordre de multiplicité d'une racine

Sens direct. « est racine de P de multiplicité 3 :
3Q € K[X] tel que :

P=(X-alQ e Qa)#0
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—III. Racines
B. Ordre de multiplicité d'une racine

Sens direct. « est racine de P de multiplicité 3 :

P=(X-a)0Q e Q)#0
Dérivés successifs de P :
P =(X—-a)PQ
P =3(X —a)’Q+ (X —a)*Q’
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B. Ordre de multiplicité d'une racine

Sens direct. « est racine de P de multiplicité 3 :

P=(X—-0a)PQ e Q)#0
Dérivés successifs de P :
P =(X—-a)PQ
P! =3(X —a)’Q + (X —a)’Q
P’ = 6(X — Oé)Q + 6(X — a)zQ’ + (X _ a)SQ//
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B. Ordre de multiplicité d'une racine

Sens direct. « est racine de P de multiplicité 3 :

P=(X-aP’Q e Q)#0
Dérivés successifs de P :
P =(X—-a)PQ
P =3(X —a)’Q+ (X —a)*Q’
P" =6(X —a)Q +6(X —a)*Q + (X — a)*Q”
P" =60Q + 18(X — a)Q' + 9(X — a)*Q"
+ (X _ a)3Q”’
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B. Ordre de multiplicité d'une racine

Sens direct. « est racine de P de multiplicité 3 :

P=(X-alQ e Q)#0
Dérivés successifs de P :
P =(X—-a)PQ
P =3(X —a)’Q+ (X —a)*Q’
P" =6(X —a)Q +6(X —a)*Q + (X — a)*Q”
P" =60Q + 18(X — a)Q' + 9(X — a)*Q"
+ (X _ a)3Q”’

Donc « est racine de P, P’ et P” mais pas de P"”.
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—III. Racines
B. Ordre de multiplicité d'une racine

Sens indirect. Supposons :
P(a)=P'(a)=P"(a)=0 et P"(a)#0.
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B. Ordre de multiplicité d'une racine

Sens indirect. Supposons :
P(a)=P'(a)=P"(a)=0 et P"(a)#0.

Formule de Taylor :

P = Pla)+ P(a)(X —a) + T (x _ 2

2
- Pﬁga) (X —a)®+ (;@(X —a)t +
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B. Ordre de multiplicité d'une racine

Sens indirect. Supposons :
P(a)=P'(a)=P"(a)=0 et P"(a)#0.

Formule de Taylor :

P = Pla)+ P(a)(X —a) + T (x _ 2

2
- Pﬁga) (X —a)®+ P(jjw)(X —a)t +

3| P"(a)  PY(a)
6 24

— (X —a) (X —a)+--
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B. Ordre de multiplicité d'une racine

Sens indirect. Supposons :
P(a)=P'(a)=P"(a)=0 et P"(a)#0.

Formule de Taylor :

P = Pla)+ P(a)(X —a) + T (x _ 2

2
P"(a) PY(a) .
+ 6 (X—Ck)3—|—()24(X—OZ) +
B P/”<Oé) P 4 (a)
= (X —a)? 6 + o4 (X —a)+---

Donc P= (X —a)’Q avec Q(a)#0.



Chapitre B7. Polynémes

—III. Racines
B. Ordre de multiplicité d'une racine

Démonstration du sens direct. Supposons que « est
racine de P d'ordre de multiplicité £ : Il existe un
polynéme () tel que

P=(X-a)'Q et Qa)#0
Soit: A= (X —a)
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—III. Racines
B. Ordre de multiplicité d'une racine

Démonstration du sens direct. Supposons que « est
racine de P d'ordre de multiplicité £ : Il existe un
polynéme () tel que

P=(X-a)'Q et Qa)#0
Soit: A= (X —a)

Formule de Leibniz :

Vn € N pn) — zn: <n>A(p)Q(n—p)



Chapitre B7. Polynémes

B. Ordre de multiplicité d'une racine

Suite de la démonstration.

Vn € N ;wwzjf(vA@Qmw>

Comme

Vp e N mm_{w@!

Alors
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B. Ordre de multiplicité d'une racine

Suite de la démonstration.

WneN P =y (”) AP Q)
p=0\P
kl sip=k
VpeN  AP(q) = { P
0 sinon
Sin < k—1alors P™(a) =0

Sin =k alors
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—III. Racines
B. Ordre de multiplicité d'une racine

Suite de la démonstration.
On a démontré le sens direct :
Si « est racine de P d’ordre de multiplicité £ alors

P(a)=P'(a)=---=P¥*(a)=0
{P““)(a) #0
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—III. Racines
B. Ordre de multiplicité d'une racine

Théoreme
P € K[X] ackK

« est racine de P de multiplicité k

est équivalent a
P(a) = P'(a)=---= P¥*(a) =0
{P““)(a) #0

Démonstration du sens indirect.
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—III. Racines
B. Ordre de multiplicité d'une racine

Théoreme
P € K[X] ackK

« est racine de P de multiplicité k

est équivalent a
P(a) = P'(a)=---= P¥*(a) =0
{P““)(a) #0

Démonstration du sens indirect.
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C. Relations entre coefficients et racines
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—III. Racines
C. Relations entre coefficients et racines

Remarque
P = CLan + an_lX”_l + -+ alX + ag

=a,(X —aq) (X —ap)
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EC. Relations entre coefficients et racines

Remarque
P=06,X"+a, 1 X" '+ - - +a1X + ag

=a,(X —aq) (X —ap)

Exemple 8
(i) Pour n = 2
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EC. Relations entre coefficients et racines

Remarque

P=06,X"+a, 1 X" '+ - - +a1X + ag
=a,(X —aq) (X —ap)

Exemple 8
(i) Pour n = 2
(ii) Pour n =3
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—III. Racines
C. Relations entre coefficients et racines

Proposition : formules de Viéete
Avec les notations ci-dessus :

ZOQ' = i et H o = (—1)77*
=1

Qnp, =1 ap
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EC. Relations entre coefficients et racines

Proposition : formules de Viéete
Avec les notations ci-dessus :

. an—1 i ap

é%’ = et I i = (_1)77/7

Qnp, =1 Qp

Démonstration.
[l suffit de considérer I'égalité de la remarque.

P:aan+an—1Xn_1+"'+a1X+a0
=a,(X —aq) (X —ap) O
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EC. Relations entre coefficients et racines

Proposition : formules de Viéete
Avec les notations ci-dessus :

n n
ZOQ' = o et H o = (—1)77@
=1 =l

Qn an

Exemple 9
Pour tout n > 2 :

>, (=0 II¢=E=n"!

CG]Un CEUn
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EC. Relations entre coefficients et racines

Proposition : formules de Viéete
Avec les notations ci-dessus :

n | n .
ZOQ' = — et H o = (—1) —
=1

Qnp, =1 Qp

Exemple 10
Résoudre les systemes :

N Je+y=7 x+y =2
(I){ ry =10 (i) {ac + 92 =10
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EC. Relations entre coefficients et racines

Proposition : formules de Viéete
Avec les notations ci-dessus :

. an—1 i ap

é%’ = et I i = (_1)77/7

Qnp, =1 Qp

> Exercice 7.
Résoudre le systeme :
xy =24
2+ 9> =173
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EC. Relations entre coefficients et racines

Proposition : formules de Viéete
Avec les notations ci-dessus :

n n
ZOQ' = o et H o = (—1)77@
1=1 =l

a”IL aTL

> Exercice 8.
En considérant le polynéme unitaire dont x, ¥y, z sont
les racines, résoudre le systéme :

T+ vy +z= 1

Yy + vz +yz = —16
Yz = 20
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—III. Racines
C. Relations entre coefficients et racines

Proposition
Avec les notations précédentes :

Vi=1,....n 2F_(C1)f T o

Qnp, 1< < <ip<n

1 Oy
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—III. Racines
C. Relations entre coefficients et racines

Proposition
Avec les notations précédentes :

k
VE=0,...,n —“F_(—1) ¥  [la

Qp 1<ip < <ip<n  j=1
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EC. Relations entre coefficients et racines

Proposition
Avec les notations précédentes :

Vk=1,...,n SOl =D* X .y

Qp, 1< < <ip<n

Démonstration. Ces formules proviennent du
développement de I'égalité :

P = CLan‘l—Cln_anil + - +a1X—|—a0
=a,(X —aq) (X —ap) O
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IV. Factorisation d’un polynome
A. Polynémes scindés
B. Factorisation dans C[X]
C. Factorisation dans R[X]
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IV. Factorisation d’un polynéme

A. Polynémes scindés
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—IV. Factorisation d'un polynéme

Définition
Un polynéme P de K[X] est dit scindé s'il est produit
de polynémes de K[X] du premier degré.
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IV. Factorisation d'un polynéme

Définition
Un polynéme P de K[X] est dit scindé s'il est produit
de polynémes de K[X] du premier degré.

Remarques
(i) Un polynéme est scindé ssi il peut s'écrire :

P=MX—f) (X - )

avec n =degP
et ()\, 51, .. 76n) e Kntl
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A. Polynémes scindés
Définition
Un polynéme P de K[X] est dit scindé s'il est produit
de polynémes de K[X] du premier degré.

Remarques

(ii) Autre caractérisation :
Un polynéme de degré n est scindé ssi il admet
n racines, comptées avec leurs multiplicités.
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IV. Factorisation d'un polynéme

Définition
Un polynéme P de K[X] est dit scindé s'il est produit
de polynémes de K[X] du premier degré.

Exemple 11
Dans R[X]:  X?+1  n'est pas scindé

X2 -1 est scindé
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IV. Factorisation d'un polynéme

A. Polynémes scindés

Définition

Un polynéme P de K[X] est dit scindé s'il est produit
de polynémes de K[X] du premier degré.

Exemple 11
Dans R[X] :

Dans C[X] :

X241
X?2-1
X?2+1
X2 -1

n'est pas scindé
est scindé
est scindé

est scindé.
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IV. Factorisation d’un polynéme

B. Factorisation dans C[X]
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B. Factorisation dans C[X]
Théoreme fondamental de I’'algebre
Théoreme de d’Alembert-Gauss

Tout polynéme non constant de C[X] posséde une
racine.
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IV. Factorisation d'un polynéme
B. Factorisation dans C[X]

Théoreme fondamental de I’'algebre

Tout polyndme non constant de C[X] possede une
racine.

Corollaire

Soit P € C[X] de degré n. Alors il existe des com-
plexes A, 31,..., [, tels que :

P=XX—=p1) (X = fn)
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B. Factorisation dans C[X]
Théoreme fondamental de I’'algebre

Tout polyndme non constant de C[X] possede une
racine.

Corollaire
Soit P € C[X] de degré n. Alors il existe des com-
plexes A, 31,..., [, tels que :

P=XX—=p1) (X = fn)

Remarque

Ainsi tout polynéme de C[X] est scindé.
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B. Factorisation dans C[X]
Théoreme fondamental de I’'algebre

Tout polynéme non constant de C[X] possede une
racine.

Démonstration. Admise. L]
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B. Factorisation dans C[X]
Théoreme fondamental de I’'algebre

Tout polyndme non constant de C[X] possede une
racine.

Remarque
On dit que C est algébriquement clos.
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IV. Factorisation d'un polynéme
B. Factorisation dans C[X]

Théoreme fondamental de I’'algebre

Tout polyndme non constant de C[X] possede une
racine.

Remarque

On dit que C est algébriquement clos.
Ce n'est pas le cas de R ni de Q.
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IV. Factorisation d'un polynéme
B. Factorisation dans C[X]

Théoreme fondamental de I’'algebre

Tout polyndme non constant de C[X] possede une
racine.

Remarque

On dit que C est algébriquement clos.
Ce n'est pas le cas de R ni de Q.
Par exemple :

» X241 n'a pas de racine dans Q ni dans R.
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B. Factorisation dans C[X]
Théoreme fondamental de I’'algebre

Tout polyndme non constant de C[X] possede une
racine.

Remarque

On dit que C est algébriquement clos.

Ce n'est pas le cas de R ni de Q.

Par exemple :

» X241 n'a pas de racine dans Q ni dans R.

» X2 — 2 a des racines dans R mais pas dans Q.
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B. Factorisation dans C[X]
Théoreme fondamental de I’'algebre

Tout polyndme non constant de C[X] possede une
racine.

> Exercice 9.
Factoriser le polynéme :

P=X°—(1+6i)X — (6 — 2i)
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B. Factorisation dans C[X]
Proposition
Soit P un polynome de degré n.
Soit  «q,...,q, ses racines,

et my,...,m, leurs multiplicités.
Alors :

n:m1+...+mr
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IV. Factorisation d'un polynéme

B. Factorisation dans C[X]

Proposition
Soit P un polynome de degré n.

Soit  «q,...,q, ses racines,
et my,...,m, leurs multiplicités.
Alors :

n:m1+...+mr

Démonstration.

P=XX—-a)™ (X —a,)™
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IV. Factorisation d’un polynéme

C. Factorisation dans R[X]
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—IV. Factorisation d'un polynéme
C. Factorisation dans R[X]

Exemple 12
Le polyndme X* + 1 est-il scindé dans R[X]?
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—IV. Factorisation d'un polynéme
C. Factorisation dans R[X]

Exemple 12
Le polyndme X* + 1 est-il scindé dans R[X]?
Est-il possible de le factoriser dans R[X] ?
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IV. Factorisation d'un polynéme
C. Factorisation dans R[X]

Exemple 12
Le polyndme X* + 1 est-il scindé dans R[X]?
Est-il possible de le factoriser dans R[X] ?

Remarque
Tout polynéme non constant de R[X] admet une ra-
cine, éventuellement complexe.

P € R[X] — P e C[X]




Chapitre B7. Polynémes

IV. Factorisation d'un polynéme
C. Factorisation dans R[X]

Proposition

Soit P € R[X].

Soit o une racine de P, éventuellement complexe.
Alors & est racine de P.
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IV. Factorisation d'un polynéme
C. Factorisation dans R[X]

Proposition

Soit P € R[X].

Soit o une racine de P, éventuellement complexe.
Alors & est racine de P.

Démonstration.
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IV. Factorisation d'un polynéme
C. Factorisation dans R[X]

Proposition

Soit P € R[X].

Soit o une racine de P, éventuellement complexe.
Alors & est racine de P.

Démonstration.
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IV. Factorisation d'un polynéme
C. Factorisation dans R[X]

Proposition

Soit P € R[X].

Soit o une racine de P, éventuellement complexe.
Alors & est racine de P.

Proposition (suite)

Si  « est de multiplicité k
alors & est de multiplicité k.
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Démonstration. Par théoreme, si o est racine de P
d’'ordre de multiplicité k alors :

P(a)=P(a)=---=PF(a)=0
{pw)(a) #0

Les P(™ sont réels donc par conjugaison :
P(a)=P'(a)=---=P*D(@a)=0
PR (&) #0

« est racine de P d’ordre de multiplicité £. [l
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IV. Factorisation d'un polynéme
C. Factorisation dans R[X]

Théoreme

Tout polyndme de R[X] est produit de polyndmes de
degré 1 et de polynomes de degré 2 a discriminants
strictement négatifs.
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—IV. Factorisation d'un polynéme
C. Factorisation dans R[X]

Démonstration. Soit P € R[X], de racines dans C :

{ala"'7057"7&19"'70_57“7517"'758}
e C\R eR
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—IV. Factorisation d'un polynéme

C. Factorisation dans R[X]

Démonstration. Soit P € R[X], de racines dans C :

{ala"'7057"75417"'7&7“7517"'758}
e C\R eR

P =K — o) TLX - ) [T(X - 4)"

i=1 j=1
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Démonstration. Soit P € R[X], de racines dans C :

{Oél,...,Oér,@l,...,O_zr,ﬁl,...,ﬁs}

e C\R eR
P =K — o) TLX - ) [T(X - 4)"
= AT X — (X — &) IT (X - )"
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Discriminant : A; =
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Discriminant : A; = —4Im(a;)? <0 O
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IV. Factorisation d'un polynéme

C. Factorisation dans R[X]

Théoreme

Tout polyndme de R[X] est produit de polynémes de
degré 1 et de polynomes de degré 2 a discriminants
strictement négatifs.

Corollaire

Tout polyndme de degré impair de R[.X| possede une
racine réelle.
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IV. Factorisation d'un polynéme
C. Factorisation dans R[X]

Corollaire
Tout polyndme de degré impair de R[.X| possede une
racine réelle.

Démonstration. Si P n'a pas de racine réelle :

P=I£Qf”’

ou les (); sont de degré 2.
Alors P est de degré pair, ce qui contredit
I'hypothése. [l
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—IV. Factorisation d'un polynéme
C. Factorisation dans R[X]

Autre démonstration. Notons

P=a, X"+ ---4+ay avec a, #0

Quitte a remplacer P par —P on suppose : a, > 0

1 1 1
P(z) = x”(an tap1—+ - tar———+ a0n>
x x x

Donc

lim P(z) = 400 et lim P(z) = —o0

T——+00 T——00
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IV. Factorisation d'un polynéme
C. Factorisation dans R[X]

Suite de |'autre démonstration.

xl_lgrrlooP(x) = 400 et xl_i}r_nooP(x) = —00
La fonction = — P(x) est continue car elle est
polynomiale.

D’apres le TVI I'image de R par P est un intervalle.
Les limites montrent qu'il n'est ni majoré ni minoré.
Donc P(R) =R

Puis 0 admet un antécédent par P. [l
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V. Arithmétique des polynémes
A. PGCD
B. Relation de Bézout
C. PPCM
D. Extension a un nombre fini de polynémes
E. Polynomes irréductibles
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V. Arithmétique des polynémes
A. PGCD
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—V. Arithmétique des polynémes
A. PGCD

Notation
Pour tout polyndme A € K[X] :

D(A) = {D € K[X] | D divise A}
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V. Arithmétique des polynémes
A. PGCD

Remarque

(4, B) € (KIX])?\ {(0,0)}

» D(A) N D(B) est non-vide.

» L'ensemble R = {deg D | D € D(A)ND(B)}
est une partie non-vide de N

» R est majorée.

Donc

» R admet un plus grand élément 7.

» D(A) ND(B) admet un élément de degré
maximal.
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V. Arithmétique des polynémes
A. PGCD

Remarque

(4, B) € (K[X])*\ {(0,0)}

» D(A) ND(B) admet un élément de degré
maximal.

Définition

Soit A et B deux polynémes non tous les deux nuls.
Un PGCD de A et B est un polynome de degré maxi-
mal divisant A et B.

v
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V. Arithmétique des polynémes
A. PGCD

Définition

Soit A et B deux polynébmes non tous les deux nuls.
Un PGCD de A et B est un polynome de degré maxi-
mal divisant A et B.

Remarque

Si D est un PGCD de A et de B

alors pour tout A € K*
AD est un PGCD de A et de B

i.e., tout polyndme associé a D est un PGCD de
Aet B.
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V. Arithmétique des polynémes
A. PGCD

Lemme
Soit A, B, Q, R polynémes vérifiant A = BQ + R.

Alors :
D(A)ND(B) =D(B)ND(R)

Démonstration. Par double inclusion. ]
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V. Arithmétique des polynémes
A. PGCD

Remarque
» Ry=A R =B
» Si Ry 7é 0:

Ry, = Qry1 By + Ry deg Rpyo < deg Ry
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V. Arithmétique des polynémes
A. PGCD

Remarque
» Ry=A R =B
» Si Ry 7é 0:

Ry, = Qry1 By + Ry deg Rpyo < deg Ry
La suite (deg Ry )1<k est finie.

» Soit n I'entier tel que R, # 0 et R,,.1 = 0.
Alors :
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V. Arithmétique des polynémes
A. PGCD

Remarque
» Rp=A R, =B
» Si Ry #0:
Ry = Qpy1Rk11 + Rpyo deg Ryyo < deg Ry
La suite (deg Ry )1<k est finie.

» Soit n I'entier tel que R, # 0 et R,,.1 = 0.
Alors :

D(A) N D(B) = D(R()) N D(Rl)
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V. Arithmétique des polynémes
A. PGCD

Remarque
» Rp=A R, =B
» Si Ry #0:
Ry = Qpy1Rk11 + Rpyo deg Ryyo < deg Ry
La suite (deg Ry )1<k est finie.

» Soit n I'entier tel que R, # 0 et R,,.1 = 0.
Alors :

D(A) N D(B) = D(Rl) N D(Rz)
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V. Arithmétique des polynémes
A. PGCD

Remarque
» Rp=A R, =B
» Si Ry #0:
Ry = Qpy1Rk11 + Rpyo deg Ryyo < deg Ry
La suite (deg Ry )1<k est finie.

» Soit n I'entier tel que R, # 0 et R,,.1 = 0.
Alors :

D(A) N D(B) = D(RQ) N D(Rg)
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V. Arithmétique des polynémes
A. PGCD

Remarque
» Rp=A R, =B
» Si Ry #0:
Ry = Qpy1Rk11 + Rpyo deg Ryyo < deg Ry
La suite (deg Ry )1<k est finie.

» Soit n I'entier tel que R, # 0 et R,,.1 = 0.
Alors :

D(A) N D(B) = D(R) N D(Rus1)
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V. Arithmétique des polynémes
A. PGCD

Remarque
» Rp=A R, =B
» Si Ry #0:
Ry = Qpy1Rk11 + Rpyo deg Ryyo < deg Ry
La suite (deg Ry )1<k est finie.

» Soit n I'entier tel que R, # 0 et R,,.1 = 0.
Alors :

D(A) N D(B) = D(R,) N D(0)
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V. Arithmétique des polynémes
A. PGCD

Remarque
» Rp=A R, =B
» Si Ry #0:
Ry = Qpy1Rk11 + Rpyo deg Ryyo < deg Ry
La suite (deg Ry )1<k est finie.

» Soit n I'entier tel que R, # 0 et R,,.1 = 0.
Alors :

D(4) N D(B) = D(R,) N D(0) = D(R,)
Donc R,, est un PGCD de A et B.
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V. Arithmétique des polynémes
A. PGCD
Proposition

Si D7 et Dy sont deux PGCD de A et de B alors ils

sont associés.
Il existe donc un unique PGCD de A et de B unitaire.




Chapitre B7. Polynémes

A. PGCD
Proposition
Si D7 et Dy sont deux PGCD de A et de B alors ils

sont associés.
Il existe donc un unique PGCD de A et de B unitaire.

Démonstration.
Dy, D5 sont deux diviseurs de degré maximal de R,,.
Donc ils sont associés a R,,, donc ils sont associés.




Chapitre B7. Polynémes

A. PGCD
Proposition

Si Dy et Dy sont deux PGCD de A et de B alors ils

sont associés.
Il existe donc un unique PGCD de A et de B unitaire.

Démonstration.
Dy, D5 sont deux diviseurs de degré maximal de R,,.
Donc ils sont associés a R,,, donc ils sont associés.

Soit a le coefficient dominant de R,,.
Alors D = LR, est un PGCD unitaire de A et de B.

T a
C'est le seul polynéme unitaire associé a R,,. O



Chapitre B7. Polynémes

V. Arithmétique des polynémes
A. PGCD

Proposition
Si Dy et Dy sont deux PGCD de A et de B alors ils
sont associés.
Il existe donc un unique PGCD de A et de B unitaire.

Définition

Soit (A, B) € (K[X])? avec (A, B) # (0,0).

Le PGCD de A et B est le polyndme unitaire de
degré maximal divisant A et B.

On le note A A B.




Chapitre B7. Polynémes

V. Arithmétique des polynémes
A. PGCD

Proposition
Si Dy et Dy sont deux PGCD de A et de B alors ils
sont associés.
Il existe donc un unique PGCD de A et de B unitaire.

Définition

Soit (A, B) € (K[X])? avec (A, B) # (0,0).

Le PGCD de A et B est le polyndme unitaire de
degré maximal divisant A et B.

On le note AN\ B.

De plus on convient que 0 A0 = 0.




Chapitre B7. Polynémes

—V. Arithmétique des polynémes
A. PGCD

Exemple 13
Déterminer :

(10X% + 10X7) A (2X* + 4X +2)




Chapitre B7. Polynémes

V. Arithmétique des polynémes
A. PGCD

Proposition
Le PGCD de A et B est le plus grand commun divi-
seur de A et B au sens de la relation de divisibilité.

VP e K[X]
(P|A e P|B) < (P|AAB)




Chapitre B7. Polynémes

V. Arithmétique des polynémes
A. PGCD

Proposition
Le PGCD de A et B est le plus grand commun divi-
seur de A et B au sens de la relation de divisibilité.

VP e K[X]
(P|A e P|B) < (P|AAB)

Démonstration. Conséquence de :
D(A)ND(B) =D(AANB) O]




Chapitre B7. Polynémes

V. Arithmétique des polynémes

A. PGCD

> Exercice 10.
Calculer le PGCD de A et B dans les cas suivants :

a. A=X+2 et B=6X+11

b. A=2X3—-X2_-X -3
et B=4X%2+4X —15

c. A=4X?2—-1 et B=2X24+45X-3

dA=X"—a" et B=(X—a)
avec (a,n) € K x N*.
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Chapitre B7. Polynémes
V. Arithmétique des polynémes

Proposition
Soit (A, B) € (K[X])? avec (4, B) # (0,0). Alors :

AU, V) € (K[X])? AU+BV=AAB

U et V sont appelé coefficients de Bézout de (A, B).

v




Chapitre B7. Polynémes

V. Arithmétique des polynémes
B. Relation de Bézout

Proposition
Soit (A, B) € (K[X])? avec (4, B) # (0,0). Alors :

AU, V) € (K[X])? AU+BV=AAB

U et V sont appelé coefficients de Bézout de (A, B).

v

Démonstration.
Conséquence de I'algorithme d'Euclide. ]




Chapitre B7. Polynémes
V. Arithmétique des polynémes

Proposition
Soit (A, B) € (K[X])? avec (4, B) # (0,0). Alors :

AU, V) € (K[X])? AU+BV=AAB

U et V sont appelé coefficients de Bézout de (A, B).

v

> Exercice 11.
Déterminer des coefficients de Bézout pour :

A=(X—4)(X—-1) e B=(X-2)




Chapitre B7. Polynémes
B. Relation de Bézout
Définition
A et B sont premiers entre eux si AA B = 1.




Chapitre B7. Polynémes
B. Relation de Bézout
Définition
A et B sont premiers entre eux si AA B = 1.

Théoreme de Bézout
A et B sont premiers entre eux ssi :

U, V) € (K[X])2 AU+ BV =1




Chapitre B7. Polynémes
B. Relation de Bézout
Définition
A et B sont premiers entre eux si AA B = 1.

Théoreme de Bézout
A et B sont premiers entre eux ssi :

(U, V) e (K[X])? AU+BV =1

Démonstration.
Sens direct : conséquence de la propriété précédente.




Chapitre B7. Polynémes
B. Relation de Bézout
Définition
A et B sont premiers entre eux si AA B = 1.

Théoreme de Bézout
A et B sont premiers entre eux ssi :

(U, V) e (K[X])? AU+BV =1

Démonstration.

Sens direct : conséquence de la propriété précédente.
Sens indirect : si AU + BV =1 alors tout diviseur
de A et de B divise 1. O




Chapitre B7. Polynémes

V. Arithmétique des polynémes
B. Relation de Bézout

Proposition (Lemme de Gauss)

A, B, C polynémes. Si A divise BC' et A est premier
avec B alors A divise C.

(A|BC et AAB=1 = A|C




Chapitre B7. Polynémes

V. Arithmétique des polynémes

Proposition (Lemme de Gauss)

A, B, C polynémes. Si A divise BC' et A est premier
avec B alors A divise C.

(A|BC et AAB=1 = A|C

Démonstration. Relation de Bézout :

AU + BV =1 donc C = ACU + BCV
Si A| BC alors A | ACU + BCV = C. O
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V. Arithmétique des polynémes
B. Relation de Bézout

Proposition
Soit A et B deux polynomes et D leur PGCD. Alors
il existe deux polynémes A; et B tel que :

A=DA B =DB; AiNB =1

Démonstration. Laissée en exercice. L]
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V. Arithmétique des polynémes

C. PPCM



Chapitre B7. Polynémes

Remarque
2
(4, B) € (K[X]\ {0})
» L'ensemble des multiples non-nuls de A et de B
est non vide.

» L'ensemble des degrés de ses éléments est une
partie de N non-vide.

Donc

» L'ensemble de degré admet un plus petit
élément.

» L'ensemble des multiples non-nuls de A et B
admet un élément de degré minimal.




Chapitre B7. Polynémes

V. Arithmétique des polynémes
C. PPCM

Définition

Soit A et B deux polynémes non-nuls.

Un PPCM de A et B est un polynbme non-nul de
degré minimal multiple de A et B.




Chapitre B7. Polynémes

V. Arithmétique des polynémes

C. PPCM

Définition

Soit A et B deux polynémes non-nuls.

Un PPCM de A et B est un polynbme non-nul de
degré minimal multiple de A et B.

Remarque

Si M est un PPCM de A et de B

alors pour tout A € K*
AM est un PPCM de A et de B

i.e., tout polynéme associé a M est un PPCM de
Aet B.




Chapitre B7. Polynémes

V. Arithmétique des polynémes
C. PPCM

Proposition
Un PPCM de A et B est le plus petit commun mul-
tiple de A et B au sens de la divisibilité.

Si M est un PPCM de A et B alors :
VP e K[X]
(A|P e B|P) = M|P




Chapitre B7. Polynémes

V. Arithmétique des polynémes
C. PPCM

Proposition
Un PPCM de A et B est le plus petit commun mul-
tiple de A et B au sens de la divisibilité.
Si M est un PPCM de A et B alors :
VP e K[X]
(A|P e B|P) = M|P

Démonstration. Division euclidienne de P par M :

P=QM+ R deg R < deg M

R est un multiple de A et B,



Chapitre B7. Polynémes

V. Arithmétique des polynémes
C. PPCM

Proposition
Un PPCM de A et B est le plus petit commun mul-
tiple de A et B au sens de la divisibilité.
Si M est un PPCM de A et B alors :
VP e K[X]
(A|P e B|P) = M|P

Démonstration. Division euclidienne de P par M :

P=QM+ R deg R < deg M
R est un multiple de A et B, donc R = 0. U]



Chapitre B7. Polynémes
V. Arithmétique des polynémes
C. PPCM
Proposition

Si M et M, sont deux PPCM de A et de B alors ils

sont associés.
Il existe donc un unique PPCM de A et de B unitaire.
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C. PPCM
Proposition
Si M7 et M, sont deux PPCM de A et de B alors ils

sont associés.
Il existe donc un unique PPCM de A et de B unitaire.

Démonstration. En effet, M; et M5 sont deux
PPCM de A et B donc ils sont multiples I'un de
I"autre d’aprés la propriété précédente, et ils sont
donc associés. [




Chapitre B7. Polynémes

C. PPCM
Proposition
Si M7 et M, sont deux PPCM de A et de B alors ils

sont associés.
Il existe donc un unique PPCM de A et de B unitaire.

Définition

A, B polyndmes non-nuls.

Le PPCM de A et B est le polynéme non-nul uni-
taire de degré minimal multiple de A et B.

On le note AV B.




Chapitre B7. Polynémes

V. Arithmétique des polynémes

C. PPCM

Proposition
Si M7 et M, sont deux PPCM de A et de B alors ils
sont associés.
Il existe donc un unique PPCM de A et de B unitaire.

Définition

A, B polyndmes non-nuls.

Le PPCM de A et B est le polynéme non-nul uni-
taire de degré minimal multiple de A et B.

On le note AV B.

De plus: VAeK[X] AVv0=0
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—V. Arithmétique des polynémes
C. PPCM

Remarques
(i) VP € K[X]
(A|P e B|P) = (AVB|P)
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—V. Arithmétique des polynémes
C. PPCM

Remarques
(i) VP € K[X]
(A|P e B|P) < (AVB|P)
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—V. Arithmétique des polynémes
C. PPCM

Remarques
(i) VP € K[X]
(A|P et B|P) <= (AVB]|P)
(ii) De fagon équivalente :
AK[X] N BK[X] = (AV B)K[X]




Chapitre B7. Polynémes

—V. Arithmétique des polynémes

C. PPCM

Lemme
A, B, C polynémes non-nuls, C' unitaire. Alors :

(AC) v (BC) = (AV B)C




Chapitre B7. Polynémes

V. Arithmétique des polynémes
C. PPCM

Lemme
A, B, C polynémes non-nuls, C' unitaire. Alors :

(AC) v (BC)

(Av B)C

> Exercice 12.
Démontrer ce lemme.




Chapitre B7. Polynémes
C. PPCM
Proposition
Soit A et B deux polynémes non-nuls.

(i) Si A et B sont premiers entre eux alors :
AV B est associé a AB.

(ii) Dans tous les cas :
(AA B)(AV B) est associé a AB.
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V. Arithmétique des polynémes
C. PPCM

Proposition
(i) Si A et B sont premiers entre eux alors :
AV B est associé a AB.

(ii) (AN B)(AV B) est associé a AB.

Démonstration.
(i) A| M B|M — AB|M 7




Chapitre B7. Polynémes

V. Arithmétique des polynémes
C. PPCM

Proposition
(i) Si A et B sont premiers entre eux alors :
AV B est associé a AB.

(ii) (AN B)(AV B) est associé a AB.

Démonstration.
(i) A| M B|M — AB|M 7
M = AQ




Chapitre B7. Polynémes

V. Arithmétique des polynémes
C. PPCM

Proposition
(i) Si A et B sont premiers entre eux alors :
AV B est associé a AB.

(ii) (AN B)(AV B) est associé a AB.

Démonstration.
(i) A| M B|M — AB|M 7
M=AQ B|AQ
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V. Arithmétique des polynémes
C. PPCM

Proposition
(i) Si A et B sont premiers entre eux alors :
AV B est associé a AB.

(ii) (AN B)(AV B) est associé a AB.

Démonstration.
(i) A| M B|M — AB|M 7
M=AQ B|AQ
— @ =DBR




Chapitre B7. Polynémes

V. Arithmétique des polynémes
C. PPCM

Proposition
(i) Si A et B sont premiers entre eux alors :
AV B est associé a AB.

(ii) (AN B)(AV B) est associé a AB.

Démonstration.
(i) A| M B|M — AB|M 7
M=AQ B|AQ
— @@=BR — M =ABR




Chapitre B7. Polynémes

V. Arithmétique des polynémes
C. PPCM

Proposition
(i) Si A et B sont premiers entre eux alors :
AV B est associé a AB.

(ii) (AN B)(AV B) est associé a AB.

Démonstration.
(i) A| M B|M
M=AQ B|AQ
— @@=BR — M =ABR
— AB|M
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V. Arithmétique des polynémes
C. PPCM

Proposition
(i) Si A et B sont premiers entre eux alors :
AV B est associé a AB.

(ii) (AN B)(AV B) est associé a AB.

Démonstration.
(i) A| M B|M
M=AQ B|AQ
— @@=BR — M =ABR
— AB|M

AV B|ABet AB| AV Bdonc AV B =)AB
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V. Arithmétique des polynémes
C. PPCM

Proposition
(i) Si A et B sont premiers entre eux alors :
AV B est associé a AB.

(ii) (AN B)(AV B) est associé a AB.

Démonstration.
(ii) Soit D = A A B. Alors :
A= DA, B =DB, AT NAy =1
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V. Arithmétique des polynémes
C. PPCM

Proposition
(i) Si A et B sont premiers entre eux alors :
AV B est associé a AB.

(ii) (AN B)(AV B) est associé a AB.

Démonstration.
(ii) Soit D = A A B. Alors :
A= DA, B =DB, AT NAy =1

AV B = (A,D)V (B D)
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V. Arithmétique des polynémes
C. PPCM

Proposition
(i) Si A et B sont premiers entre eux alors :
AV B est associé a AB.

(ii) (AN B)(AV B) est associé a AB.

Démonstration.

(ii) Soit D = A A B. Alors :
A=DA, B=DhB AiNAy =1
Lemme précédent (D unitaire) :

AV B = (A41D)V (BiD) = (A, V B;)D = M\A; B, D
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V. Arithmétique des polynémes
C. PPCM

Proposition
(i) Si A et B sont premiers entre eux alors :
AV B est associé a AB.

(ii) (AN B)(AV B) est associé a AB.

Démonstration.
(ii) Soit D = A A B. Alors :
A=DA, B=DhB AiNAy =1
Lemme précédent (D unitaire) :
AV B = (A41D)V (BiD) = (A, V B;)D = M\A; B, D
(AVB)(AAB) = AABD* = \AB O
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Chapitre B7. Polynémes

V. Arithmétique des polynémes

D. Extension a un nombre fini de polynémes
Proposition
Ay, ..., A, polynébmes non tous nuls.

(i) 1l existe un et un seul polyndme D unitaire de
degré maximal divisant tous les A;.

(ii) De plus il existe Uy, ..., U, tels que
AU +---+ AU, =D
(i) Si P divise tous les A; alors P divise D.




Chapitre B7. Polynémes

V. Arithmétique des polynémes

D. Extension a un nombre fini de polynémes
Proposition
Ay, ..., A, polynébmes non tous nuls.

(i) 1l existe un et un seul polyndme D unitaire de
degré maximal divisant tous les A;.

Définition

Le polynome D est appelé PGCD de A4, ..., A,.

Il est noté : ;
D=AN...NA, = N\ A4
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V. Arithmétique des polynémes

D. Extension a un nombre fini de polynémes

Définition

Le polyndome D est appelé PGCD de Ay, ..., A,.

Il est noté :
D=AN...NA,

I
>
&

Remarque

1
N Ai= A N Ai=0
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—V. Arithmétique des polynémes

D. Extension a un nombre fini de polynémes

Définition
Les polyndmes A4,..., A, sont :

(i) premiers entre eux dans leur ensemble si :
AN NA =1

(ii) premiers entre eux deux a deux si :

\V/(Z,]) < {1,...,71}2
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V. Arithmétique des polynémes

D. Extension & un nombre fini de polyndmes
Remarque
Si:
Ay, ..., A, sont premiers entre eux deux a deux

alors :
Ay, ..., A, sont premiers entre eux dans leur en-

semble.

La réciproque est fausse.
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V. Arithmétique des polynémes

D. Extension a un nombre fini de polynémes

Remarque

Si :

Ay, ..., A, sont premiers entre eux deux a deux
alors :

Ay, ..., A, sont premiers entre eux dans leur en-
semble.

La réciproque est fausse.

Exemple
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Chapitre B7. Polynémes

V. Arithmétique des polynémes
E

" Polynomes iréductibles

Définition

Un polyndme P de K[X] est dit irréductible si :

(i) deg P > 1

(ii) Les seuls diviseurs de P sont les scalaires
non-nuls et les polynémes associés a P.




Chapitre B7. Polynémes

V. Arithmétique des polynémes

E. Polynémes iducibles
Définition
Un polyndme P de K[X] est dit irréductible si :
(i) deg P > 1
(ii) Les seuls diviseurs de P sont les scalaires
non-nuls et les polynémes associés a P.

VD € K[X]
D|IP = D=\ ou D=)P
avec )\ € K*




Chapitre B7. Polynémes
E. Polynémes irréductibles
Définition
Un polyndme P de K[X] est dit irréductible si :
(i) deg P > 1
(ii) Les seuls diviseurs de P sont les scalaires
non-nuls et les polyndbmes associés a P.

Remarque
Les polyndmes irréductibles de K[X] jouent le role
des nombres premiers dans Z.
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V. Arithmétique des polynémes
E

" Polynomes iréductibles

Définition

Un polyndme P de K[X] est dit irréductible si :

(i) deg P > 1

(ii) Les seuls diviseurs de P sont les scalaires
non-nuls et les polynémes associés a P.

Exemple 14
(i) X —« estirréductible.




Chapitre B7. Polynémes
E. Polynémes irréductibles
Définition
Un polyndme P de K[X] est dit irréductible si :
(i) deg P > 1
(ii) Les seuls diviseurs de P sont les scalaires
non-nuls et les polyndbmes associés a P.

Exemple 14

(i) X —« estirréductible.

(i) X2+ 1 est irréductible dans R[X| mais pas dans
C[X].
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E. Polynémes irréductibles
Proposition
Les polynémes irréductible de C[X] sont :

AMX — ) avec (a,A) e Cx C*

Il s'agit des polynémes de degré 1.
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V. Arithmétique des polynémes

E. Polynémes irréductibles
Proposition
Les polynémes irréductible de C[X] sont :

AMX — ) avec (a,A) e Cx C*

Il s'agit des polynémes de degré 1.

Proposition
Les polyndmes irréductibles de R[X] sont :

(i) MX —a«) avec (a, A) € R x R*

(ii) Les polyndmes de degré 2 a discriminant
strictement négatif.
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V. Arithmétique des polynémes

E. Polynémes irréductibles

Rappel
Soit P € C[X] de degré n. Alors il existe des com-
plexes A, 31,..., [, tels que :

P=XX—p1) (X =)

Soit P € R[X]. Alors il existe des réels A, 31, ..., (s
et des polynomes ()1, ..., (), de degré 2 a discrimi-
nants strictement négatifs tels que :

P= A(gl @é“) (1j1(X - ﬁj)ff)
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V. Arithmétique des polynémes
E

. Polynémes irréductibles

Théoreme

Tout polyndme de K[X]| se décompose comme pro-
duit d'un élément de K* et de facteurs irréductibles
unitaires de K[X].

Cette décomposition est unique a permutation des
facteurs pres.




Chapitre B7. Polynémes

V. Arithmétique des polynémes
E

. Polynémes irréductibles

Théoreme

Tout polyndme de K[X]| se décompose comme pro-
duit d'un élément de K* et de facteurs irréductibles
unitaires de K[X].

Cette décomposition est unique a permutation des
facteurs pres.

Démonstration. Il reste a démontrer |'unicité.
Elle est vérifiée car I'ensemble des racines complexes
et de leurs multiplicité est unique. ]
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V. Arithmétique des polynémes
E

. Polynémes irréductibles

Proposition
Soit A et B deux polynémes de K[X]. Alors :

(i) A divise B si et seulement si les racines
complexes de A sont racines de B avec une
multiplicité inférieure ou égale.
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V. Arithmétique des polynémes
E

. Polynémes irréductibles

Proposition

(i) A divise B si et seulement si les racines
complexes de A sont racines de B avec une
multiplicité inférieure ou égale.

Démonstration. (i)
B=AMX—a)™...(X —a,)"™
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V. Arithmétique des polynémes
E

. Polynémes irréductibles

Proposition

(i) A divise B si et seulement si les racines
complexes de A sont racines de B avec une
multiplicité inférieure ou égale.

Démonstration. (i)
B=AMX—a)™...(X —a,)"™
B = AQ donc
A=p(X —a)h .. (X —a,)
Q=v(X—-a)".. (X —a)"
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V. Arithmétique des polynémes

E. Polynémes irréductibles

Proposition

(i) A divise B si et seulement si les racines
complexes de A sont racines de B avec une
multiplicité inférieure ou égale.

Démonstration. (i)
B=AMX—a)™...(X —a,)"™
B = AQ donc
A=p(X —a)h . (X —a,)
Q=v(X—-a)".. (X —a)"
Vi=1,...,7r mj=Fk +/{ donc Kk;<m,.
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V. Arithmétique des polynémes
E

. Polynémes irréductibles

Proposition
(ii) A et B sont premiers entre eux si et seulement
s'ils n'ont pas de racine commune dans C.

Démonstration. (ii)
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Chapitre B7. Polynémes
V. Arithmétique des polynémes
E. Polynémes irréductibles
Proposition

(ii) A et B ne sont pas premiers entre eux si et
seulement s'ils ont une racine commune.

Démonstration. (ii)
Soit D = AN B. Alors :

A et B ne sont pas premiers entre eux

< degD > 1
<~ daeC (X —a)|D
+— dae€C « est racine de A et B. U]



Prochain chapitre

Chapitre A9
Dérivation
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