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Définition |
Soit £ un ensemble.

Une loi de composition interne est une application de
E x E dans E :

«  EXE — E
(z,y) —> zxy

On note = * y au lieu de x(x,y).
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Exemple 1 |

(i) L'addition, la soustraction, la multiplication sont
des Ici de Z, Q, R, C.
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(i) L'addition, la soustraction, la multiplication sont
des Ici de Z, Q, R, C.

(ii) La soustraction n'est pas une Ici de N.
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(i) L'addition, la soustraction, la multiplication sont
des Ici de Z, Q, R, C.

(ii) La soustraction n'est pas une Ici de N.

(iii) La division n'est pas une Ici de Z, ni de R, mais
de R*.
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Exemple 1 |

(i) L'addition, la soustraction, la multiplication sont
des Ici de Z, Q, R, C.

(ii) La soustraction n'est pas une Ici de N.
(iii) La division n'est pas une Ici de Z, ni de R, mais
de R*.

(iv) L'intersection et I'union sont des Ici de P(FE).
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I. Lois de composition internes

A. Définition, propriétés

Exemple 1 |

(i) L'addition, la soustraction, la multiplication sont
des Ici de Z, Q, R, C.

(ii) La soustraction n'est pas une Ici de N.

(iii) La division n'est pas une Ici de Z, ni de R, mais
de R™.

(iv) L'intersection et I'union sont des Ici de P(FE).

(v) Le PGCD et le PPCM sont des Ici de Z et N.
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Exemple 1 |
(v) L'addition des matrices (n,p) et la

multiplication des matrices (n,n) sont des Ici,
de M,,(K) et de M,,(K) respectivement.
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Exemple 1 |

(v) L'addition des matrices (n,p) et la
multiplication des matrices (n,n) sont des Ici,
de M,,(K) et de M,,(K) respectivement.

(vi) La loi o est une Ici de F(X, X).
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Définitions
Une Ici * est :

» commutative si :
Y(z,y) € E THFY=Y*T
» associative si :

Y(z,y,2) € E® (x*xy)*z=1ax*(yx*2)
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I. Lois de composition internes

A. Définition, propriétés
Définitions
Une Ici * est :

» commutative si :
V(z,y) € B>  xzxy=yxz
» associative si :

Y(z,y,2) € E® (x*xy)*z=1ax*(yx*2)

Remarque |

Si x %y = y * x alors on dit que = et y commutent
ou que r commute avec y.
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(i) L'addition, la soustraction, la multiplication
dans Z, Q, R, C.
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I. Lois de composition internes

A. Définition, propriétés

Exemple 1 (suite)
Quelles sont les lci commutatives et associatives ?

(i) L'addition, la soustraction, la multiplication
dans Z, Q, R, C.

(iii) La division dans R*.
(iv) L'intersection et I'union dans P(E).
(v) Le PGCD et le PPCM dans Z et N.

(vi) L'addition des matrices, La multiplication des
matrices.

(vii) La composition dans F (X, X).
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Définition
Soit V et A deux lci sur E.
V est distributive par rapport a A si :
V(z,y,2) € E?
zV(yAz)=(zVy) AlzV?2)
et (YAz)Vz=(yVz)A(zVa)
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A. Définition, propriétés

Exemples |

» La multiplication est distributive par rapport a
I'addition.

» L'intersection est distributive par rapport a
|"'union.

» L'union est distributive par rapport a
I'intersection.
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‘—1I. Lois de composition internes
B

. Symétriques et itérés
Définition
Elément neutre de x : e € £ tel que :

Vre FE Txe=exr =2z




Chapitre B6. Structures algébriques

I. Lois de composition internes
B

. Symétriques et itérés
Définition |
Elément neutre de x : e € £ tel que :

Vre F Txe=exr =2z

Exemples
» Loi + de Z :
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Définition |
Elément neutre de x : e € £ tel que :

Vre F Txe=exr =2z

Exemples
» Loi + de Z : élément neutre 0
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. Symétriques et itérés
Définition |
Elément neutre de x : e € £ tel que :

Vre F Txe=exr =2z

Exemples
» Loi + de Z : élément neutre 0
» Loi x de R :
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I. Lois de composition internes
B

. Symétriques et itérés
Définition |
Elément neutre de x : e € £ tel que :

Vre F Txe=exr =2z

Exemples
» Loi + de Z : élément neutre 0
» Loi x de R : élément neutre 1
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I. Lois de composition internes
B

. Symétriques et itérés
Définition |
Elément neutre de x : e € £ tel que :

Vre F Txe=exr =2z

Exemples

» Loi 4+ de Z : élément neutre 0
» Loi x de R : élément neutre 1
» Lois —et /:
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I. Lois de composition internes
B

. Symétriques et itérés
Définition |
Elément neutre de x : e € £ tel que :

Vre F Txe=exr =2z

Exemples
» Loi + de Z : élément neutre 0
» Loi x de R : élément neutre 1

» Lois — et / : pas d'élément neutre.
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I. Lois de composition internes
B

. Symétriques et itérés
Définition |
Elément neutre de x : e € £ tel que :

Vre F Txe=exr =2z

Exemples
» Lois Net Ude P(E) :
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I. Lois de composition internes
B

. Symétriques et itérés
Définition |
Elément neutre de x : e € £ tel que :

Vre F Txe=exr =2z

Exemples
» Lois N et U de P(FE) : éléments neutres

E pour N et & pour U
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I. Lois de composition internes
B

. Symétriques et itérés
Définition |
Elément neutre de x : e € £ tel que :

Vre F Txe=exr =2z

Exemples
» Lois N et U de P(FE) : éléments neutres

E pour N et & pour U

» (De méme, A et V admettent pour éléments
neutres respectifs 0 et 1.)
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B

. Symétriques et itérés
Définition |
Elément neutre de x : e € £ tel que :

Vre F Txe=exr =2z

Exemples
» Loi + de M,,,(K) :
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B
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Définition |
Elément neutre de x : e € £ tel que :

Vre F Txe=exr =2z

Exemples
» Loi + de M,,,(K) : élément neutre 0,
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B

. Symétriques et itérés
Définition |
Elément neutre de x : e € £ tel que :

Vre F Txe=exr =2z

Exemples
» Loi + de M,,,(K) : élément neutre 0,
» Loi x de M, (K) :
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I. Lois de composition internes
B

. Symétriques et itérés
Définition |
Elément neutre de x : e € £ tel que :

Vre F Txe=exr =2z

Exemples
» Loi + de M,,,(K) : élément neutre 0,
» Loi x de M, (K) : élément neutre [,
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I. Lois de composition internes
B

. Symétriques et itérés
Définition |
Elément neutre de x : e € £ tel que :

Vre F Txe=exr =2z

Exemples

» Loi + de M,,,(K) : élément neutre 0,
» Loi x de M, (K) : élément neutre I,
» Loi o de F(X) :
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I. Lois de composition internes
B

. Symétriques et itérés
Définition |
Elément neutre de x : e € £ tel que :

Vre F Txe=exr =2z

Exemples

» Loi + de M,,,(K) : élément neutre 0,
» Loi x de M, (K) : élément neutre I,
» Loi o de F(X) : élément neutre Idx
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B

. Symétriques et itérés
Définition |
Elément neutre de x : e € £ tel que :

Vre F Txe=exr =2z

Proposition

L'élément neutre est unique.
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I. Lois de composition internes
B

. Symétriques et itérés
Définition |
Elément neutre de x : e € £ tel que :

Vre F Txe=exr =2z

Proposition

L'élément neutre est unique.

Démonstration. Supposons qu'il existe deux
éléments neutres ¢ et €.
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I. Lois de composition internes
B

. Symétriques et itérés
Définition |
Elément neutre de x : e € £ tel que :

Vre F Txe=exr =2z

Proposition

L'élément neutre est unique.

Démonstration. Supposons qu'il existe deux
éléments neutres ¢ et €.




Chapitre B6. Structures algébriques
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Définition |
E muni d'une Ici * associative, admettant un élément
neutre.

x € F est symétrisable si :

dJye E THRY=Yy*Tr=e
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Définition |
E muni d'une Ici * associative, admettant un élément
neutre.

x € F est symétrisable si :
yekE THRY=Yy*Tr=e

y est unique, il est appelé symétrique de x.
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I. Lois de composition internes
B

. Symétriques et itérés

Définition |
E muni d'une Ici * associative, admettant un élément
neutre.

x € F est symétrisable si :
yekE THRY=Yy*Tr=e

y est unique, il est appelé symétrique de x.

> Exercice 1.

Démontrer 'unicité du symétrique.
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I. Lois de composition internes
B

. Symétriques et itérés

Remarque |
Si la loi * est commutative :

T*xy=e — Y*xT = e
— T*xY=Y*xxr==e

Il suffit de vérifier un seul sens.
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I. Lois de composition internes
B

. Symétriques et itérés

Remarque |
Si la loi * est commutative :

T*xy=e — Y*xT = e
— T*xY=Y*xxr==e

[l suffit de vérifier un seul sens.
De méme pour I'élément neutre :

VeelEl zxe=uzx — exxr =2x
— T¥xe=e*xr =2

[l suffit de vérifier que x x e = x pour tout x € F.
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‘—1I. Lois de composition internes
B

. Symétriques et itérés
Définition
x € F est inversible si :

yek THxY=yYy*xr=e
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I. Lois de composition internes
B

. Symétriques et itérés
Définition |
x € FE est inversible si :

dye & rXy=yxxr=1

Exemples

» = € R est symétrisable pour x ssi x # 0.
On note 2! son symétrique, on |'appelle inverse
de x.
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I. Lois de composition internes
B

. Symétriques et itérés
Définition
x € FE est inversible si :

dye & rXy=yxxr=1

Exemples

» = € R est symétrisable pour x ssi x # 0.
On note 2! son symétrique, on |'appelle inverse
de x.

» Les seuls éléments de Z symétrisables pour x
sont 1 et —1.
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I. Lois de composition internes
B

. Symétriques et itérés
Définition |
x € FE est inversible si :

dJye E r+y=y+xz=0

Exemples

» Tout élément de Z et de R admet un
symétrique pour —+.
On le note —x et on |'appelle opposé de .
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I. Lois de composition internes
B

. Symétriques et itérés
Définition |
x € FE est inversible si :

dJye E r+y=y+xz=0

Exemples |
» Toute matrice de M,,,(K) admet un symétrique

pour +.
On le note —M est on I'appelle opposée de M.
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I. Lois de composition internes

B. Symétriques et itérés
Définition |
x € FE est inversible si :

dye & rXy=yxxr=1

Exemples |
» Toute matrice de M,,,(K) admet un symétrique
pour —+.
On le note —M est on I'appelle opposée de M.

» Une matrice A de M,,(K) est symétrisable pour
% si elle est inversible. Son inverse est A1,
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I. Lois de composition internes

B. Symétriques et itérés
Définition |
x € FE est inversible si :

yek THxY=yYy*xr=e

Exemples
» f: X — X est symétrisable pour o ssi :

dg: X — X fog=gof=Idx

Donc f est symétrisable ssi elle est bijective.
Son symétrique est sa réciproque, notée {1,
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I. Lois de composition internes
B

. Symétriques et itérés

> Exercice 2. |
Soit E un ensemble.

Quels sont les éléments symétrisables de P(FE)

» pour laloiN?

» PourlaloiU?
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I. Lois de composition internes
B. Symétriques et itérés

Proposition |
E ensemble muni

» d'une lci * associative,

» d'un élément neutre e.

Si x et y sont symétrisables alors = % y est symétri-
sable.
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I. Lois de composition internes
B. Symétriques et itérés

Proposition |
E ensemble muni

» d'une lci * associative,

» d'un élément neutre e.

Si x et y sont symétrisables alors = % y est symétri-
sable.
Son symétrique est :

(zxy) =y txa
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‘—1I. Lois de composition internes
B

. Symétriques et itérés

Démonstration. Par associativité :

-1 *x_l) = T % (y*y_l) x !

1

(z*y)* (y

rTkexxr
=e

Txr s (zxy) =y (2
:y_l*e*y

=€

1

(y 1) * Y

Donc x x y est symétrisable de symétrique
y lxah U
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I. Lois de composition internes
B

. Symétriques et itérés

Définition |
Soit * une lci associative sur E.

Les puissances ou itérés de = sont définies par :

e Vn e N* 2" = g % 2"
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B. Symétriques et itérés
Définition |
Soit * une Ici associative sur E.
Les puissances ou itérés de = sont définies par :

e Vn e N* 2" = g % 2"

Si E possede un élément neutre e pour * :

xoze
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B. Symétriques et itérés
Définition |
Soit * une Ici associative sur E.
Les puissances ou itérés de = sont définies par :

=z Vn e N* " =g« 2"
Si E possede un élément neutre e pour * :
T =e

Si x est symétrisable :

Vn e N " = (")
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I. Lois de composition internes
B

. Symétriques et itérés
Proposition |
Pour tout z € F et (m,n) € (N*)? :

xm—i—n — xm * xn et (xm)n — xmn
Si Y admet un élément neutre ces formules sont va-
lables pour tout (m,n) € N2.
Si x est symétrisable elles sont valables pour tout
(m,n) € Z*.
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I. Lois de composition internes
B

. Symétriques et itérés
Proposition |
Pour tout z € F et (m,n) € (N*)? :

g™ = g™ % " et (™" ==z
Si E/ admet un élément neutre ces formules sont va-
lables pour tout (m,n) € N2.
Si x est symétrisable elles sont valables pour tout
(m,n) € Z*.

Démonstration. La premiére formule se démontre
par récurrence sur n en fixant m.
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I. Lois de composition internes
B

. Symétriques et itérés
Proposition |
Pour tout z € F et (m,n) € (N*)? :

g™ = g™ % " et (™" ==z
Si E/ admet un élément neutre ces formules sont va-
lables pour tout (m,n) € N2.
Si x est symétrisable elles sont valables pour tout
(m,n) € Z*.

Démonstration. La premiére formule se démontre
par récurrence sur n en fixant m.
La seconde s’en déduit.




Chapitre B6. Structures algébriques

I. Lois de composition internes
B

. Symétriques et itérés
Proposition |
Pour tout z € F et (m,n) € (N*)? :

g™ = g™ % " et (™" ==z
Si E/ admet un élément neutre ces formules sont va-
lables pour tout (m,n) € N2.
Si x est symétrisable elles sont valables pour tout
(m,n) € Z*.

Démonstration. Les extensions aux entiers relatifs
s'en déduisent également en passant au symétrique.

O]
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I. Lois de composition internes
B

. Symétriques et itérés

Notation
Pour la loi + on note nx au lieu de z".
La propriété devient :

(m+n)x =mzx + nx et  m(nx) = (mn)x
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C. Stabilité
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C. Stabilité
Définition |
Soit £ muni d'une lci *.
Une partie F' de E est stable par x si :

Y(z,y) € F? rxy € F
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C. Stabilité
Définition |
Soit £ muni d'une lci *.
Une partie ' de E est stable par x si :

Y(z,y) € F? rxy € F

Exemples
» 7 est une partie de R stable par + et Xx.




Chapitre B6. Structures algébriques
C. Stabilité
Définition |
Soit £ muni d'une lci *.
Une partie ' de E est stable par x si :

Y(z,y) € F? rxy € F

Exemples |
» 7 est une partie de R stable par + et Xx.

» {£1} est une partie de Z stable par x mais pas
par +.
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C. Stabilité
Définition |
Soit £ muni d'une lci *.
Une partie ' de E est stable par x si :

Y(z,y) € F? rxy € F

Exemples |
» 7 est une partie de R stable par + et Xx.
» {£1} est une partie de Z stable par x mais pas

par +.
nZ, est une partie de Z stable par + et par x.
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C. Stabilité
Définition |
Soit £ muni d'une lci *.
Une partie ' de E est stable par x si :

Y(z,y) € F? rxy € F

Exemples
» R est une partie de C stable par + et par X.
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C. Stabilité

Définition |
Soit £ muni d'une lci *.

Une partie ' de E est stable par x si :

Y(z,y) € F? rxy € F

Exemples |
» R est une partie de C stable par + et par X.

1R est une partie de C stable par + mais pas

par X.
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C. Stabilité

Définition |
Soit £ muni d'une lci *.

Une partie ' de E est stable par x si :

Y(z,y) € F? rxy € F

Exemples |
» R est une partie de C stable par + et par X.
1R est une partie de C stable par + mais pas
par X.
U est une partie de C non stable par + mais
stable par x.
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C. Stabilité
Définition |
Soit £ muni d'une lci *.
Une partie ' de E est stable par x si :

Y(z,y) € F? rxy € F

Exemples |

» Si A C E alors P(A) est une partie de P(E)
stable par N et U.
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C. Stabilité
Définition |
Soit £ muni d'une lci *.
Une partie ' de E est stable par x si :

Y(z,y) € F? rxy € F

Exemples

» D,(K), T.(K), 7,/ (K) sont des parties de
M.,,(K) stables par addition et produit.
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I. Lois de composition internes

C. Stabilité

Définition

Soit £ muni d'une lci *.

Une partie ' de E est stable par x si :

Y(z,y) € F? rxy € F

Exemples

» D,(K), T.(K), 7,/ (K) sont des parties de
M.,,(K) stables par addition et produit.
Sn(K) et A, (K) sont stables par addition mais
pas par produit.
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C. Stabilité

Définition |
Soit £ muni d'une lci *.

Une partie ' de E est stable par x si :

Y(z,y) € F? rxy € F

Exemples |

» L’ensemble des fonctions affines de R dans R
est une partie de F(R) stable par o.

Démonstration.
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C. Stabilité

Définition |
Soit £ muni d'une lci *.

Une partie ' de E est stable par x si :

Y(z,y) € F? rxy € F

Exemples |

» L’ensemble des fonctions affines de R dans R
est une partie de F(R) stable par o.

Démonstration. ]
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C. Stabilité
Définition |
Soit A une partie de E stable par x.
Alors la restriction de * a A X A est une Ici de A.

¥ AXA — A
(z,y) —> zxy

On dit qu’elle est induite par la loi x de F.




Chapitre B6. Structures algébriques
C. Stabilité
Définition |
Soit A une partie de E stable par x.
Alors la restriction de * a A X A est une Ici de A.

s AXA — A
(z,y) —> zxy

On dit qu’elle est induite par la loi x de F.

Remarque

Si * est associative
alors la loi induite * est associative.




Chapitre B6. Structures algébriques
C. Stabilité
Définition |
Soit A une partie de E stable par x.
Alors la restriction de * a A X A est une Ici de A.

s AXA — A
(z,y) —> zxy

On dit qu’elle est induite par la loi x de F.

Remarque

Si * est commutative
alors la loi induite * est commutative.




Chapitre B6. Structures algébriques

II. Groupes
A. Définition et exemples
B. Sous-groupes
C. Morphismes
D. Noyau et image
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I1. Groupes

A. Définition et exemples
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Définition |
Un groupe (G, ) est un ensemble G muni d'une loi
x 1 G X G — G vérifiant les propriétés :

(i) La loi * est une Ici de G.

(ii) La loi x est associative.

(iii) G contient un élément neutre pour .

(iv) Tout élément de G possede un symétrique.

Un groupe commutatif ou groupe abélien est un
groupe (G, *) tel que :

(v) La loi * est commutative.
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I

A. Définiton et examples
Définition : Groupe |
(i) La loi  est une Ici de G.

(ii) La loi * est associative.

(i) G contient un élément neutre pour .

(iv) Tout élément de G posséde un symétrique.

Un groupe commutatif est un groupe tel que :

(v) La loi * est commutative.

Exemples

() (Z,+), (@Q,+), (R, +), (C, +)
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I

A. Définiton et examples
Définition : Groupe |
(i) La loi  est une Ici de G.

(ii) La loi * est associative.

(i) G contient un élément neutre pour .

(iv) Tout élément de G posséde un symétrique.

Un groupe commutatif est un groupe tel que :

(v) La loi * est commutative.

Exemples |

() (Z,+), (Q,+), (R, +), (C, +)

sont des groupes abéliens, d'élément neutre 0.
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I

A. Définiton et examples
Définition : Groupe |
(i) La loi  est une Ici de G.

(ii) La loi * est associative.

(i) G contient un élément neutre pour .

(iv) Tout élément de G posséde un symétrique.

Un groupe commutatif est un groupe tel que :

(v) La loi * est commutative.

Exemples
(i) (M,p(K),+) est un groupe abélien.
Son élément neutre est 0,,,.
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EA. Définition et exemples

Remarque |

Si la loi de GG est + alors on dit que GG est un groupe
additif.
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EA. Définition et exemples

Remarque |

Si la loi de GG est + alors on dit que GG est un groupe
additif.

Les groupes additifs sont toujours commutatifs,
leur élément neutre est noté O,

le symétrique est appelé opposé et noté —z,
les itérés sont notés nx avec n € Z.




Chapitre B6. Structures algébriques

I

A. Définition et exemples

Remarque |
Si la loi de GG est + alors on dit que GG est un groupe
additif.

Les groupes additifs sont toujours commutatifs,
leur élément neutre est noté O,

le symétrique est appelé opposé et noté —z,
les itérés sont notés nx avec n € Z.

Par exemple Z, Q, R, C, R? M,,,(K) sont des
groupes additifs.
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Définition : Groupe |
(i) La loi  est une Ici de G.
(ii) La loi * est associative.
(i) G contient un élément neutre pour .
(iv) Tout élément de G posséde un symétrique.
Un groupe commutatif est un groupe tel que :

(v) La loi * est commutative.

Exemples

(i) (N, +)
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Définition : Groupe |
(i) La loi  est une Ici de G.
(ii) La loi * est associative.
(i) G contient un élément neutre pour .
(iv) Tout élément de G posséde un symétrique.
Un groupe commutatif est un groupe tel que :

(v) La loi * est commutative.

Exemples
(ii) (N,+) n'est pas un groupe.
Tout élément n'admet pas d'opposé.
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I

A. Définiton et examples
Définition : Groupe |
(i) La loi  est une Ici de G.

(ii) La loi * est associative.

(i) G contient un élément neutre pour .

(iv) Tout élément de G posséde un symétrique.

Un groupe commutatif est un groupe tel que :

(v) La loi * est commutative.

Exemples

(iii) (Z, —)
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I

A. Définiton et examples
Définition : Groupe |
(i) La loi  est une Ici de G.

(ii) La loi * est associative.

(i) G contient un élément neutre pour .

(iv) Tout élément de G posséde un symétrique.

Un groupe commutatif est un groupe tel que :

(v) La loi * est commutative.

Exemples
(iii) (Z,—) n'est pas un groupe.
Sa Ici n'est pas associative.
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I

A. Définiton et examples
Définition : Groupe |
(i) La loi  est une Ici de G.

(ii) La loi * est associative.

(i) G contient un élément neutre pour .

(iv) Tout élément de G posséde un symétrique.

Un groupe commutatif est un groupe tel que :

(v) La loi * est commutative.

Exemples

(iv) (@, x), (R*, x), (C*, x)
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I

A. Définiton et examples
Définition : Groupe |
(i) La loi  est une Ici de G.

(ii) La loi * est associative.

(i) G contient un élément neutre pour .

(iv) Tout élément de G posséde un symétrique.

Un groupe commutatif est un groupe tel que :

(v) La loi * est commutative.

Exemples
(iv) (Q% x), (R*, x), (C*, x) sont des groupes
abéliens. Leur élément neutre est 1.
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EA. Définition et exemples

Remarque |

Si la loi de GG est x alors on dit que GG est un groupe
multiplicatif.
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EA. Définition et exemples

Remarque |

Si la loi de GG est x alors on dit que GG est un groupe
multiplicatif.

Le symétrique est appelé inverse.
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EA. Définition et exemples

Remarque |

Si la loi de GG est x alors on dit que GG est un groupe
multiplicatif.

Le symétrique est appelé inverse.

Par exemple R*, C*, R’ et U sont des groupes
multiplicatifs.
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Définition : Groupe |
(i) La loi  est une Ici de G.
(ii) La loi * est associative.
(i) G contient un élément neutre pour .
(iv) Tout élément de G posséde un symétrique.
Un groupe commutatif est un groupe tel que :

(v) La loi * est commutative.

Exemples

(v) (Z7, %)
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Définition : Groupe |
(i) La loi  est une Ici de G.
(ii) La loi * est associative.
(i) G contient un élément neutre pour .
(iv) Tout élément de G posséde un symétrique.
Un groupe commutatif est un groupe tel que :

(v) La loi * est commutative.

Exemples
(v) (Z*, x) n'est pas un groupe.
2 n'a pas d'inverse.
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I

A. Définiton et examples
Définition : Groupe |
(i) La loi  est une Ici de G.

(ii) La loi * est associative.

(i) G contient un élément neutre pour .

(iv) Tout élément de G posséde un symétrique.

Un groupe commutatif est un groupe tel que :

(v) La loi * est commutative.

Exemples
(vi) Soit G = {£1}.
Alors (G, x) est un groupe.
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I

A. Définition et exemples
Définition : Groupe |
(i) La loi  est une Ici de G.

(ii) La loi * est associative.

(i) G contient un élément neutre pour .

(iv) Tout élément de G posséde un symétrique.

Exemples |
(vii) Sx = B(X) = {bijections X — X}
(Sx, o) est un groupe, d'élément neutre Idy.
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I

A. Définition et exemples
Définition : Groupe |
(i) La loi  est une Ici de G.

(ii) La loi * est associative.

(i) G contient un élément neutre pour .

(iv) Tout élément de G posséde un symétrique.

Exemples |
(vii) Sx = B(X) = {bijections X — X'}
(Sx, o) est un groupe, d'élément neutre Idy.
Il n'est pas commutatif des que X contient au
moins trois éléments.
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I —

A. Définition et exemples
Définition : Groupe |
(i) La loi  est une Ici de G.

(ii) La loi * est associative.

(i) G contient un élément neutre pour .

(iv) Tout élément de G posséde un symétrique.

Exemple 2
Description de (Sx, o) si X = {1,2}.
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EA. Définition et exemples

Proposition |
Dans un groupe tout élément est régulier, i.e., sim-
plifiable a gauche et a droite :

Y(z,y,2) € G® TRY=0T*xz — Yy=2
Yxr=z*xx — Y=2
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EA. Définition et exemples

Proposition |
Dans un groupe tout élément est régulier, i.e., sim-
plifiable a gauche et a droite :

Y(z,y,2) € G® TRY=0T*xz — Yy=2
Yxr=z*xx — Y=2

Démonstration.

» Tout élément  de G admet un inverse 1.

» La multiplication est associative.
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EA. Définition et exemples

Proposition |
Dans un groupe tout élément est régulier, i.e., sim-
plifiable a gauche et a droite :

Y(z,y,2) € G® TRY=0T*xz — Yy=2
Yxr=z*xx — Y=2

Démonstration.

» Tout élément  de G admet un inverse 1.

» La multiplication est associative. [



Chapitre B6. Structures algébriques

I1. Groupes

B. Sous-groupes
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Définition |
Soit (G, *) un groupe et H un ensemble.
H est un sous-groupe de G si :

(i) H estinclusdans G: H CG
(ii) H est non-vide.
(i) H est stable par * :
V(z,y) € H? rxy € H

(iv) H est stable par passage au symétrique :

Vo e H rleH
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I

Définition |
H est un sous-groupe de (G, %) si :
(i) HC G
(ii) H est non-vide.
(iii) H est stable par .

(iv) H est stable par passage au symétrique.

Exemples |
(i) Si (G, ) est un groupe, alors {e} et G sont des
sous-groupes de (G, *).
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I

Définition |
H est un sous-groupe de (G, %) si :
(i) HC G
(ii) H est non-vide.
(iii) H est stable par .

(iv) H est stable par passage au symétrique.

Exemples

(ii) (Z,+) est un sous-groupe de (Q, +),
qui est un sous-groupe de (R, +),
qui est un sous-groupe de (C,+).
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I

Définition |
H est un sous-groupe de (G, %) si :
(i) HC G
(ii) H est non-vide.
(iii) H est stable par .

(iv) H est stable par passage au symétrique.

Exemples |
(i) ({£1}, x) est un sous-groupe de (Q*, x),
qui est un sous-groupe de (R*, x),
qui est un sous-groupe de (C*, x).
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I —

Définition |
H est un sous-groupe de (G, %) si :
(i) HC G
(ii) H est non-vide.
(iii) H est stable par .

(iv) H est stable par passage au symétrique.

Exemples
(iv) R* est un sous-groupe de (R*, x),
mais R* n'en est pas un.
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I

Définition |
H est un sous-groupe de (G, %) si :
(i) HC G
(ii) H est non-vide.
(iii) H est stable par .

(iv) H est stable par passage au symétrique.

Exemples |

(v) L'ensemble 2Z = {2n | n € Z} des entiers pairs
est un sous-groupe de (Z, +).
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Définition |
H est un sous-groupe de (G, %) si :
(i) HC G
(ii) H est non-vide.
(iii) H est stable par .

(iv) H est stable par passage au symétrique.

Exemples
(Vi) Dn(K), To(K), Ti(K), Su(K), An(K)
sont des sous-groupes de (M,,(K), +).
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Définition |
H est un sous-groupe de (G, %) si :
(i) HC G
(ii) H est non-vide.
(iii) H est stable par .
(iv) H est stable par passage au symétrique.

Proposition |
Soit H un sous-groupe de (G, ).

Alors (H, *) est un groupe, ou * est la loi de compo-
sition de H induite par .
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I —

Définition |
H est un sous-groupe de (G, %) si :
(i) HC G
(ii) H est non-vide.
(iii) H est stable par .

(iv) H est stable par passage au symétrique.

Démonstration. (1, *) est un groupe.

(i) La loi induite est une Ici car H stable par x.
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I —

Définition |
H est un sous-groupe de (G, %) si :
(i) HC G
(ii) H est non-vide.
(iii) H est stable par .

(iv) H est stable par passage au symétrique.

Démonstration. (H, *) est un groupe.
(i) La loi induite est une Ici car H stable par x.

(ii) Elle est associative car la loi * de G I'est.
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I —

Définition |
H est un sous-groupe de (G, %) si :
(i) HC G
(ii) H est non-vide.
(iii) H est stable par .

(iv) H est stable par passage au symétrique.

Démonstration. (H, *) est un groupe.
(i) La loi induite est une Ici car H stable par x.
(ii) Elle est associative car la loi * de G I'est.

(iii) H contient I'élément neutre e de G.
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I —

Définition |
H est un sous-groupe de (G, %) si :
(i) HC G
(ii) H est non-vide.
(iii) H est stable par .

(iv) H est stable par passage au symétrique.

Démonstration. (H, *) est un groupe.
(ii) Elle est associative car la loi * de G I'est.
(iii) H contient I'élément neutre e de G.

(iv) Tout élément de H admet un inverse. O
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I

B. Sous-groupes

Proposition |
Soit H un sous-groupe de (G, %).

Alors (H, *) est un groupe, ou x* est la loi de compo-
sition de H induite par x*.

Remarque |
Pour vérifier qu'un couple (G, *) est un groupe, il est
souvent plus rapide de démontrer que c'est un sous-
groupe d'un groupe plus gros (G, *).
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E B. Sous-groupes

Proposition |
Soit H un sous-groupe de (G, %).

Alors (H, *) est un groupe, ou x* est la loi de compo-
sition de H induite par x*.

Remarque |
Pour vérifier qu'un couple (G, *) est un groupe, il est
souvent plus rapide de démontrer que c'est un sous-
groupe d'un groupe plus gros (G, *).

Pour démontrer qu'il est non-vide on montre qu'il
contient I'élément neutre.
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I

B. Sous-groupes

Proposition |
Soit H un sous-groupe de (G, %).

Alors (H, *) est un groupe, ou x* est la loi de compo-
sition de H induite par x*.

> Exercice 3. |
Démontrer que |I'ensemble U muni de la multiplica-
tion est un groupe.

Démontrer que pour tout n € N* I'ensemble U,, muni
de la multiplication est un groupe.
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I

B. Sous-groupes

Proposition |
Soit H un sous-groupe de (G, %).

Alors (H, *) est un groupe, ou x* est la loi de compo-
sition de H induite par x*.

> Exercice 4. |
Soit (B(R), o) le groupe des bijections de R.
Démontrer que I'ensemble Aff des applications af-
fines © — ax + b avec a # 0 est un sous-groupe de
B(R).

Est-il commutatif ?
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I1. Groupes

C. Morphismes
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B
Définition |
Un morphisme de (F,*) dans (E’, %) est une appli-
cation f : E — E’ compatible avec les Ici :

V(z,y) € B> f(zxy) = f(z)* f(y)
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I —
Définition |
Un morphisme de (F,*) dans (E’, %) est une appli-
cation f : E — E’ compatible avec les Ici :

V(z,y) € B> f(zxy) = f(z)* f(y)

Définitions |
(i) Un morphisme est aussi appelé homomorphisme.




Chapitre B6. Structures algébriques

I —
Définition |
Un morphisme de (F,*) dans (E’, %) est une appli-
cation f : E — E’ compatible avec les Ici :

V(z,y) € B> f(zxy) = f(z)* f(y)

Définitions |
(i7) Un morphisme de (E, %) dans lui-méme est
appelé endomorphisme.
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Définition |
Un morphisme de (F,*) dans (E’, %) est une appli-
cation f : E — E’ compatible avec les Ici :

V(z,y) € B> f(zxy) = f(z)* f(y)

Définitions |
(i7) Un morphisme de (E, %) dans lui-méme est
appelé endomorphisme.

(iii)) Un morphisme bijectif est appelé isomorphisme.
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Définition |
Un morphisme de (F,*) dans (E’, %) est une appli-
cation f : E — E’ compatible avec les Ici :

V(z,y) € B> f(zxy) = f(z)* f(y)

Définitions |

(i7) Un morphisme de (E, %) dans lui-méme est
appelé endomorphisme.

(iii)) Un morphisme bijectif est appelé isomorphisme.

(iv) Un endomorphisme bijectif est appelé
automorphisme.
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Définition |
Un morphisme de (F,*) dans (E’, %) est une appli-
cation f : E — E’ compatible avec les Ici :

V(z,y) € B> f(zxy) = f(z)* f(y)

Exemple 3 |
() R —R
T —> e’

est un morphisme de (R, +) dans (R, x).
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EC. Morphismes
Définition |
Un morphisme de (F,*) dans (E’, %) est une appli-
cation f : E — E’ compatible avec les Ici :

V(z,y) € B> f(zxy) = f(z)* f(y)

Exemple 3 |
(i) RI — R
r — Inx

est un morphisme de (R*, x) dans (R, +).
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EC. Morphismes
Définition |
Un morphisme de (F,*) dans (E’, %) est une appli-
cation f : E — E’ compatible avec les Ici :

V(z,y) € B> f(zxy) = f(z)* f(y)

Exemple 3 |
(i) RI — R
r — Inx

est un morphisme de (R*, x) dans (R, +).

C'est un isomorphisme.
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I —
Définition |
Un morphisme de (F,*) dans (E’, %) est une appli-
cation f : E — E’ compatible avec les Ici :

V(z,y) € B> f(zxy) = f(z)* f(y)

Exemple 3 |
(i)  f:R —R
T — ax

est un endomorphisme de (R, +).
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I —
Définition |
Un morphisme de (F,*) dans (E’, %) est une appli-
cation f : E — E’ compatible avec les Ici :

V(z,y) € B> f(zxy) = f(z)* f(y)

Exemple 3 |
(i)  f:R —R
T — ax

est un endomorphisme de (R, +).

C’est un automorphisme ssi a # 0.
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Définition |
Un morphisme de (F,*) dans (E’, %) est une appli-
cation f : E — E’ compatible avec les Ici :

V(z,y) € B> f(zxy) = f(z)* f(y)

Exemple 3 |
(iv) f:Z —7Z
T —> nx

est un endomorphisme de (Z, +).
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Définition |
Un morphisme de (F,*) dans (E’, %) est une appli-
cation f : E — E’ compatible avec les Ici :

V(z,y) € B> f(zxy) = f(z)* f(y)

Exemple 3 |
(iv) f:Z —7Z
T —> nx

est un endomorphisme de (Z, +).

C'est un automorphisme ssi n = £1.
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I —
Définition |
Un morphisme de (F,*) dans (E’, %) est une appli-
cation f : E — E’ compatible avec les Ici :

V(z,y) € B> f(zxy) = f(z)* f(y)

Exemple 3 |
(v f:N—R
n — x"

est un morphisme de (N, +) dans (R, x).
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I —
Définition |
Un morphisme de (F,*) dans (E’, %) est une appli-
cation f : E — E’ compatible avec les Ici :

V(z,y) € B> f(zxy) = f(z)* f(y)

Exemple 3 |
(vij ldg:E — E
T —

est un automorphisme de (E, %).
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EC. Morphismes

Proposition |

La composée de deux morphismes est un morphisme.
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EC. Morphismes

Proposition |

La composée de deux morphismes est un morphisme.

Démonstration.
Soit f:(E,x) — (F %)
et ¢g:(E' «)— (E" ") deux morphismes.

Alors :
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EC. Morphismes

Proposition |

La composée de deux morphismes est un morphisme.

Démonstration.
Soit f:(E,x) — (F %)

et ¢g:(E' «)— (E" ") deux morphismes.
Alors :
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EC. Morphismes

Proposition |
La réciproque d'un isomorphisme
est un isomorphisme.
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EC. Morphismes

Proposition |
La réciproque d'un isomorphisme
est un isomorphisme.

Démonstration.
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EC. Morphismes

Proposition |
La réciproque d'un isomorphisme
est un isomorphisme.

Démonstration.
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EC. Morphismes

Remarque |
Dans toute la suite on note :

> (G, *) et (G, ") deux groupes,

» ¢, ¢ leurs éléments neutres respectifs.
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B
Définition |
Un morphisme de groupes est un morphisme
d'un groupe (G, *) vers un groupe (G, x').




Chapitre B6. Structures algébriques

EC. Morphismes
Définition
Un morphisme de groupes est une application
f:G— G telle que :

V(z,y) €G> flzxy) = f(z) fy)
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EC. Morphismes
Définition |
Un morphisme de groupes est une application
f:G— G telle que :

V(z,y) €G> flzxy) = f(z) fy)

Remarque |
On conserve également les définitions de :

» isomorphisme de groupes,
» endomorphisme de groupes,

» automorphisme de groupes.
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EC. Morphismes
Définition |
Un morphisme de groupes est une application
f:G— G telle que :

V(z,y) €G> flzxy) = f(z) fy)

Exemple 4 |
(i) Ry —R
rz — Inx

morphisme de groupes de (R* , x) dans (R, +).
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EC. Morphismes
Définition |
Un morphisme de groupes est une application
f:G— G telle que :

V(z,y) €G> flzxy) = f(z) fy)

Exemple 4 |
(i) R — C*
0 — et

morphisme de groupes de (R, +) dans (C*, x).
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Définition |
Morphisme de groupes : f : G — G’ telle que
V(z,y) €G> fzxy) = f(z) fy)

Proposition |
Soit f : (G, *) — (G, *") un morphisme de groupes.
Alors :

(i) f(e) =
(i)Y € G f(a™') = f(x)!
(i) Ve € G YneZ f(z") = (f(z))"
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Définition |
Morphisme de groupes : f : G — G’ telle que
V(z,y) €G> fzxy) = f(z) fy)

Proposition |
Soit f : (G, *) — (G, *") un morphisme de groupes.

(i) f(e) = ¢

Démonstration.

(i)
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Définition |
Morphisme de groupes : f : G — G’ telle que
V(z,y) €G> fzxy) = f(z) fy)

Proposition |
Soit f : (G, *) — (G, *") un morphisme de groupes.
(i)VeeG fla) = f(z)!

Démonstration.
(i)
(ii)




Proposition |
Soit f : (G, *) — (G, %) un morphisme de groupes.
() fle) = ¢

(i) Vs e G f) = fz)"

(i) Ve e G VYneZ f(z") = (f(x))"

Démonstration.

(iii) Par récurrence tout n € N*
Pour n = 0 grace au (i),
Pour tout n € Z_ grace au (ii). O



Proposition |
Soit f : (G, *) — (G, %) un morphisme de groupes.
() fle) = ¢

(i) Vs e G f) = fz)"

(i) Ve e G VYneZ f(z") = (f(x))"

Exemple 4
Dans le cas du logarithme :

In1=0 et VzeR] ln(%):—lnx
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EC. Morphismes

> Exercice 5. |
a. Justifier que les applications suivantes sont des
morphismes de groupes.

fl : (Z7+) — (Z7+)
n — 3n

f2: (Z, +) — ((C*7 X)
n — j"

f3: (C*, x) — (R*, x)
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I1. Groupes

D. Noyau et image
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I —

Proposition |

Soit f : G — G’ un morphisme de groupes.

» Si H est un sous-groupe de G alors f(H) est un
sous-groupe de G'.

» Si H' est un sous-groupe de G’ alors f~1(H')
est un sous-groupe de G.
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Proposition |
Soit f : G — G’ un morphisme de groupes.

» Si H est un sous-groupe de G alors f(H) est un
sous-groupe de G'.

Démonstration. Soit H un sous-groupe de G
(i) f(H) € &

(i) € € f(H)

(iii) V(' y') € f(H)? o/ +'y € f(H)

(iv) Va' € f(H) (2t e f(H).
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ED. Noyau et image

Proposition |
Soit f : G — G’ un morphisme de groupes.

» Si H' est un sous-groupe de G’ alors f~(H')
est un sous-groupe de G.

Démonstration. Soit H' un sous-groupe de G’.
(i) f~1(H') € G.

(i) e € f~H(H')

(iii) ¥(z,y) € fTHH)?  axye fTHH)

(iv) Vo € f~1(H) v te fFYH).
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ED. Noyau et image

Proposition |
Soit f : G — G’ un morphisme de groupes.

» Si H' est un sous-groupe de G’ alors f~(H')
est un sous-groupe de G.

Démonstration. Soit H' un sous-groupe de G’.
(i) f~1(H') € G.
(i) e € f~H(H')
(iii) ¥(z,y) € fTHH)?  axye fTHH)
(iv) Vo € f~1(H) v te fFYH). O
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ED. Noyau et image

Proposition |

» Si H est un sous-groupe de G alors f(H) est un
sous-groupe de G'.

» Si H' est un sous-groupe de G alors f~(H’)
est un sous-groupe de G.

Exemples |
{e} sous-groupe de G, G’ sous-groupe de G’. Or :

f({e}) = UG =
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ED. Noyau et image

Proposition |

» Si H est un sous-groupe de G alors f(H) est un
sous-groupe de G'.

» Si H' est un sous-groupe de G alors f~(H’)
est un sous-groupe de G.

Exemples |
{e} sous-groupe de G, G’ sous-groupe de G’. Or :

fleh) ={} UG =
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ED. Noyau et image

Proposition |

» Si H est un sous-groupe de G alors f(H) est un
sous-groupe de G'.

» Si H' est un sous-groupe de G alors f~(H’)
est un sous-groupe de G.

Exemples |
{e} sous-groupe de G, G’ sous-groupe de G’. Or :

feh ={e} fHG)=C
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ED. Noyau et image

Proposition |

» Si H est un sous-groupe de G alors f(H) est un
sous-groupe de G'.

» Si H' est un sous-groupe de G alors f~(H’)
est un sous-groupe de G.

Exemples |
{e} sous-groupe de G, G’ sous-groupe de G’. Or :

f{eh) ={e}r fUG)=G
Ce sont bien des sous-groupes respectivement de G’
et de G.
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Définitions |
f : G — G’ morphisme de groupes.
Image de f :
im f = f(G) ={f(z) | z € G}
Noyau de f :
ker f = ' ({¢}) = {z € G| f(z) =)
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Définitions |
f : G — G’ morphisme de groupes.
Image de f :
im f = f(G) ={f(z) | z € G}
Noyau de f :
ker f = f'({e}) = {e € G| f(z)=¢)

Proposition |

L'image de f est un sous-groupe de G’.
Le noyau de f est un sous-groupe de G.
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Définitions |
im f = f(G)={f(z) | z € G}
ker f = fT'({e'}) ={z € G| f(zx) =¢}

Remarque (Caractérisations) |
Vo' e G’

reimf < JrelG f(r)=42
Ve G

/

rekerf <<= f(x)=e
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Définitions |
im f = f(G)={f(z) | z € G}
ker f = fT'({e'}) ={z € G| f(zx) =¢}

Exemple 4 (suite) |
Déterminer le noyau et I'image de :
foR,+) — (C, )
0 — ew
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I —

Théoréeme |
Soit f : G — G’ un morphisme de groupes. Alors :
(i) f est injective ssi ker f = {e}.

(ii) f est surjective ssi im f = G'.
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Théoréeme |
Soit f : G — G’ un morphisme de groupes. Alors :
(i) f est injective ssi ker f = {e}.
(ii) f est surjective ssi im f = G'.

Démonstration.

(ii) f est surjective ssi f(G) =G’
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Théoréeme |
Soit f : G — G’ un morphisme de groupes. Alors :
(i) f est injective ssi ker f = {e}.
(ii) f est surjective ssi im f = G'.

Démonstration.
(ii) f est surjective ssi f(G) =G’

(i) f est injective ssi
V(@) €G* fla)=fly) = z=y
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Théoréeme |
Soit f : G — G’ un morphisme de groupes. Alors :
(i) f est injective ssi ker f = {e}.
(ii) f est surjective ssi im f = G'.

Démonstration.
(ii) f est surjective ssi f(G) =G’

(i) f est injective ssi
V(@) €G* fla)=fly) = z=y
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>> Exercice 5. (suite) |
fr: (Z,+) — (Z,+)
n — 3n
f2 . (Za +) — ((C*v X)
n — "
fs: (C*, x) — (R*, x)
b. Déterminer les noyaux et images de ces

morphismes.
Lesquels sont injectifs, lesquels sont surjectifs ?




Chapitre B6. Structures algébriques

III. Anneaux et corps
A. Anneaux
B. Propriétés
C. Corps
D. Sous-anneaux
E. Morphismes d'anneaux
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I1I. Anneaux et corps

A. Anneaux
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III. Anneaux et corps

A. Anneaux

Définition |
Un anneau (A, +, X) est un ensemble A muni de
deux Icis + et x telles que :

(i) (A,+) est un groupe abélien.

(ii) La loi X est associative.
(i) A posséde un élément neutre pour X.

(iv) La loi x est distributive par rapport a la loi +.
Un anneau commutatif est un anneau dans lequel :

(v) La loi x est commutative.




Chapitre B6. Structures algébriques
A. Anneaux
Remarques |

(i) On omet souvent de noter le signe X :
TYy=x XYy
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A. Anneaux
Remarques |
(i) On omet souvent de noter le signe X :
TYy=x XYy
(ii) On note 0 ou 04 I'élément neutre pour +.
On I'appelle élément nul de A.
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A. Anneaux
Remarques |
(i) On omet souvent de noter le signe X :
TYy=x XYy
(ii) On note 0 ou 04 I'élément neutre pour +.
On I'appelle élément nul de A.

(i) On note 1 ou 14 I'élément neutre x.
On |'appelle unité de A.
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III. Anneaux et corps

A. Anneaux

Remarques |
(i) On omet souvent de noter le signe X :
Y= XYy
(ii) On note 0 ou 04 I'élément neutre pour +.
On I'appelle élément nul de A.
(i) On note 1 ou 14 I'élément neutre x.
On |'appelle unité de A.

(iv) On appelle inverse d'un élément = de A I'inverse
de x pour la loi Xx.
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III. Anneaux et corps

A. Anneaux

Remarques |
(i) On omet souvent de noter le signe X :
TYy=x XYy
(ii) On note 0 ou 04 I'élément neutre pour +.
On I'appelle élément nul de A.

(i) On note 1 ou 14 I'élément neutre x.
On |'appelle unité de A.

(iv) On appelle inverse d'un élément = de A I'inverse
de x pour la loi Xx.
L'inverse d'un élément d'un anneau n’existe pas
toujours, mais tout élément admet un opposé.
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Exemples |

(i) (Z,+, %), (Q, +, x), (R,+, X) et (C,+, x)
sont des anneaux.

Tous sont commutatifs.
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A. Anneaux
Exemples |

(i) (Z,+, %), (Q, +, x), (R,+, X) et (C,+, x)
sont des anneaux.

Tous sont commutatifs.

On remarque que I'entier 2 n'a pas d'inverse
dans Z.
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A. Anneaux
Exemples |
(i) (R? +, x) est un anneau commutatif, muni des
lois :
(z,y) + (2",y) = (z+2",y+V)
(z,y) x (2",y) = (z2',99)




Anaue .
Exemples |
(i) (R? +, x) est un anneau commutatif, muni des
lois :
(z,9) + («,y) = (z+2"y+Y)
(z,y) x (¢, y) = (z2',99)
Les éléments neutres sont (0,0) et (1,1).
L'opposé de (z,y) est —(z,y) = (-, —y).
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A. Anneaux
Exemples |
(i) (R? +, x) est un anneau commutatif, muni des
lois :
(z,9) + («,y) = (z+2"y+Y)
(z,y) x (¢, y) = (z2',99)
Les éléments neutres sont (0,0) et (1,1).
L'opposé de (z,y) est —(z,y) = (-, —y).
(x,y) est inversible ssi x et y sont non-nuls, son
inverse est alors (z,y) " = (z 71,y b).
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e
A. Anneaux
Exemples |

(ii) Démonstration de la distributivité :
(u+vjw = [(z,y)+ («,4y)](=", y")

(42" y + /)", y")

(z +2)2", (y +y)y")

1.0

ZU.T” + x'x ’yyl/ _|_ ylyl/)

1,11

vz, yy") + (2’2", y'y")
z,y)(z",y") + (2, y) (", y")

N N /N /—/




Exemples |
(ii) Démonstration de la distributivité :
(utv)w = [(z,y) + (&, ¥)(«",y")
= (z+2,y+¢)"y")
((z +2)2", (y +y)y")
= (:m" +2'2" yy" + y'y")
(z2
(,

I/

zz”, yy") + (2'2", y'y")
y) (" y") + (2, y) (2", y")
= uw + vw
La distributivité dans |'autre sens est aussi
valable car la loi x est commutative.
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A. Anneaux
Exemples |
(i) (R? +, x) est un anneau commutatif, muni des
lois :
(z,9) + («,y) = (z+2"y+Y)
(z,y) x (¢, y) = (z2',99)
Les éléments neutres sont (0,0) et (1,1).
L'opposé de (z,y) est —(z,y) = (-, —y).
(x,y) est inversible ssi x et y sont non-nuls, son
inverse est alors (z,y) " = (z 71,y b).
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Exemples |
(iii) Soit A = F(X,R) muni des lois :

vee X  (f+9)(z) = f(z)+g(x)
(f x g)(z) = f(z)g(x)

Alors (A, 4+, x) est un anneau commutatif.




Exemples |
(iii) Soit A = F(X,R) muni des lois :
Ve X  (f+g)(@)=f(z)+g(z)
(f x g)(x) = flz)g(x)
Alors (A, 4+, x) est un anneau commutatif.

L’élément nul est la fonction nulle, ['unité est la
fonction constante égale a 1.
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III. Anneaux et corps

A. Anneaux

Exemples |
(iii) Soit A = F(X,R) muni des lois :

Ve X  (f+g)(@)=f(z)+g(z)
(f x g)(x) = flz)g(x)
Alors (A, 4+, x) est un anneau commutatif.
L’élément nul est la fonction nulle, ['unité est la
fonction constante égale a 1.

(iv) L'ensemble RY est un anneau.
L'élément nul est la suite nulle, I'unité est la
suite constante égale a 1.
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A. Anneaux
Exemples |
(v) L'ensemble M,,(K) est un anneau.
[l n'est pas commutatif.

L'élément nul est la matrice nulle 0,,, l'unité est
la matrice identité I,,.
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A. Anneaux
Exemples |
(v) L'ensemble M,,(K) est un anneau.
[l n'est pas commutatif.

L'élément nul est la matrice nulle 0,,, l'unité est
la matrice identité I,,.

(vi) L'ensemble K[X] des polyndmes a coefficients
dans K est un anneau commutatif.
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‘—III. Anneaux et corps
A. Anneaux

> Exercice 6.
Soit A = F(R).

Pourquoi (A, +,0) n'est-il pas un anneau?
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I1I. Anneaux et corps

B. Propriétés
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B. Propriétés
Soit (A, +, X) un anneau.

Proposition
Pour tout z € A :

OAXxZOA:xXOA

i.e., 04 est élément absorbant.
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III. Anneaux et corps
B

. Propriétés

Soit (A, +, X) un anneau.

Proposition
Pour tout z € A :

OAXI‘ZOA:xXOA

i.e., 04 est élément absorbant.

Démonstration.
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III. Anneaux et corps
B

. Propriétés

Soit (A, +, X) un anneau.

Proposition
Pour tout z € A :

OAXI‘ZOA:xXOA

i.e., 04 est élément absorbant.

Démonstration.
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III. Anneaux et corps

B. Propriétés

Proposition |
Pour tout x € A :

OAXQJZOA::L‘XOA

i.e., 04 est élément absorbant.

Remarque
L'implication

(x=0q40uy=0y4) = ay=04

n'est pas une équivalence.
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‘—III. Anneaux et corps
B. Propriétés

Définition
Un anneau A est intégre s'il est commutatif et :
V(z,y) € A?

rXxy=0s4 = (=04 ou y=0y)
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B. Propriétés
Définition |
Un anneau A est intégre s'il est commutatif et :
V(z,y) € A?
nyZOA — (x:OA ou y:OA)

Exemples |
(i) Z, Q, R, C sont des anneaux intégres.
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B. Propriétés
Définition |
Un anneau A est intégre s'il est commutatif et :
V(z,y) € A?

rXxy=0s4 = (=04 ou y=0y)

Exemples |
(i) Z, Q, R, C sont des anneaux intégres.
(i) (R?,+, x) n'est pas intégre.

(1,0) x (0,1) = (0,0)

(1,0) # (0,0)  (0,1) # (0,0)
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B. Propriétés
Définition |
Un anneau A est intégre s'il est commutatif et :
V(z,y) € A?
nyZOA — (LC:OA ou y:OA)

Exemples |
(i) (RN, +, x) n'est pas integre.
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III. Anneaux et corps

B. Propriétés
Définition |
Un anneau A est intégre s'il est commutatif et :
V(z,y) € A?

rXxy=0s4 = (=04 ou y=0y)

Exemples |
(i) (RN, +, x) n'est pas integre.
(iv) (M, (K),+, x) n'est pas integre.
Il n'est pas commutatif, et il existe des matrices
non-nulles dont le produit est nul.
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III. Anneaux et corps

B. Propriétés
Définition |
Un anneau A est intégre s'il est commutatif et :
V(z,y) € A?

rXxy=0s4 = (=04 ou y=0y)

> Exercice 7. |
Démontrer que dans un anneau integre A on peut
simplifier par un élément non-nul :

Soit a € A\ {04}. Alors :

V(z,y) € A? ar=ay = T =1y
et ra=ya — T =Y
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B. Propriétés

Propositions |

(a,b) € A? tel que ab = ba (i.e., a et b commutent.)
Alors pour tout n € N :

(i) (Formule du bindme de Newton)

(a+0)"=> <n>akb”_k
=0\ K
(i) a" = b" = (a—b)(a" P+ a" b+ + ")

!
(a_b)z n—1— kbk
k=0
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B. Propriétés
Notation |
Soit (A, +, X) un anneau.
On note A* I'ensemble des éléments inversibles de A
pour la loi x.
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III. Anneaux et corps
B

. Propriétés

Notation |
Soit (A, +, X) un anneau.

On note A* I'ensemble des éléments inversibles de A
pour la loi x.

Proposition - Définition |
Le couple (A*, x) est un groupe.
Ce groupe est appelé groupe des inversibles de A.
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III. Anneaux et corps
B

Proposition - Définition |
Le couple (A*, x) est un groupe.
Ce groupe est appelé groupe des inversibles de A.

Démonstration.

(i) A* est stable par la loi x.
La loi x de A* est induite par celle de A.
C’est donc une lci.
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B. Propriétés
Proposition - Définition |
Le couple (A*, x) est un groupe.
Ce groupe est appelé groupe des inversibles de A.

Démonstration.
(i) La loi x est une Ici de A*.

(ii) La loi x est associative.
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B. Propriétés
Proposition - Définition |
Le couple (A*, x) est un groupe.
Ce groupe est appelé groupe des inversibles de A.

Démonstration.
(i) La loi x est une Ici de A*.

(ii) La loi x est associative.

(i) A contient I'élément neutre 14 pour X.
14 est inversible donc appartient a A*.
Ainsi A* admet un élément neutre pour sa loi x.
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B. Propriétés
Proposition - Définition |
Le couple (A*, x) est un groupe.
Ce groupe est appelé groupe des inversibles de A.

Démonstration.
(i) La loi x est une Ici de A*.

(ii) La loi x est associative.

(i) A* admet un élément neutre pour sa loi x.

(iv) Si x € A* alors x est inversible.
21 est inversible donc appartient & A*.
Ainsi tout élément de A* possede un inverse
dans A*.
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B. Propriétés
Proposition - Définition |
Le couple (A*, x) est un groupe.
Ce groupe est appelé groupe des inversibles de A.

Démonstration.
(i) La loi x est une Ici de A*.

(ii) La loi x est associative.

(i) A* admet un élément neutre pour sa loi x.
(iv) Tout élément de A* posséde un inverse.

Tout ceci montre que (A*, x) est un groupe. U
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B. Propriétés
Proposition - Définition |
Le couple (A*, x) est un groupe.
Ce groupe est appelé groupe des inversibles de A.

Exemples |

(i) Le groupe des inversible de I'anneau (R, 4, %)
est (R*, x).
De méme pour C et Q.
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B. Propriétés
Proposition - Définition |
Le couple (A*, x) est un groupe.
Ce groupe est appelé groupe des inversibles de A.

Exemples |
(ii) Le groupe des inversibles de (Z, +, x) est
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B. Propriétés
Proposition - Définition |
Le couple (A*, x) est un groupe.
Ce groupe est appelé groupe des inversibles de A.

Exemples |
(ii) Le groupe des inversibles de (Z, +, x) est

({£1}, x).
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B. Propriétés
Proposition - Définition |
Le couple (A*, x) est un groupe.
Ce groupe est appelé groupe des inversibles de A.

Exemples |
(ii) Le groupe des inversibles de (Z, +, x) est

({£1}, x).

Il est incorrect de noter Z* pour Z \ {0}.
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B. Propriétés
Proposition - Définition |
Le couple (A*, x) est un groupe.
Ce groupe est appelé groupe des inversibles de A.

Exemples |
(iii) Le groupe des inversible de M,,(K) est
GL,(K), appelé n®me groupe linéaire de K.
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C. Corps
Définition |
Un corps (K, +, x) est un anneau commutatif non

réduit a 0 dans lequel tout élément non-nul est
inversible.
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C. Corps
Définition |
Un corps (K, +, x) est un anneau commutatif non

réduit a 0 dans lequel tout élément non-nul est
inversible.

Remarque |
Silg =04 alors A= {04} : il s'agit de I'anneau nul.
Ce cas est écarté.
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III. Anneaux et corps
C

. Corps
Définition |
Un corps (K, +, x) est un anneau commutatif non

réduit a 0 dans lequel tout élément non-nul est
inversible.

Remarques |

(i) Un anneau commutatif & non-nul est un corps
ssi :

K* = K\ {0}
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III. Anneaux et corps
C

. Corps
Définition |
Un corps (K, +, x) est un anneau commutatif non

réduit a 0 dans lequel tout élément non-nul est
inversible.

Remarques
(ii) Soit x € K. Si x est non-nul alors on note :

1 1
— =g et g:yx—
x x x
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III. Anneaux et corps
C

. Corps
Définition |
Un corps (K, +, x) est un anneau commutatif non

réduit a 0 dans lequel tout élément non-nul est
inversible.

Exemples
(i) Q, R et C sont des corps.
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III. Anneaux et corps
C

. Corps
Définition |
Un corps (K, +, x) est un anneau commutatif non

réduit a 0 dans lequel tout élément non-nul est
inversible.

Exemples
(i) Q, R et C sont des corps.

(ii) Z n'est pas un corps.
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III. Anneaux et corps
C

. Corps
Définition |
Un corps (K, +, x) est un anneau commutatif non

réduit a 0 dans lequel tout élément non-nul est
inversible.

Exemples
(i) Q, R et C sont des corps.
(ii) Z n'est pas un corps.
Par exemple 2 n'a pas d'inverse.
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III. Anneaux et corps
C

. Corps
Définition |
Un corps (K, +, x) est un anneau commutatif non

réduit a 0 dans lequel tout élément non-nul est
inversible.

Exemples
(i) Q, R et C sont des corps.
(ii) Z n'est pas un corps.
Par exemple 2 n'a pas d'inverse.

(i) R[X] n'est pas un corps.
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III. Anneaux et corps
C

. Corps
Définition |
Un corps (K, +, x) est un anneau commutatif non

réduit a 0 dans lequel tout élément non-nul est
inversible.

Exemples
(i) Q, R et C sont des corps.
(ii) Z n'est pas un corps.
Par exemple 2 n'a pas d'inverse.
(i) R[X] n'est pas un corps.
Par exemple X n’a pas d'inverse.
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III. Anneaux et corps
C

. Corps
Définition |
Un corps (K, +, x) est un anneau commutatif non

réduit a 0 dans lequel tout élément non-nul est
inversible.

Proposition
Un corps est integre.
V(z,y) € K?
ry=0 = =0 ou y=0
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III. Anneaux et corps
C

. Corps
Définition |
Un corps (K, +, x) est un anneau commutatif non

réduit a 0 dans lequel tout élément non-nul est
inversible.

Proposition
Un corps est integre.
V(z,y) € K?
ry=0 = =0 ou y=0

Démonstration.
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III. Anneaux et corps
C

. Corps
Définition |
Un corps (K, +, x) est un anneau commutatif non

réduit a 0 dans lequel tout élément non-nul est
inversible.

Proposition
Un corps est integre.
V(z,y) € K?
ry=0 = =0 ou y=0

Démonstration. L]
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D. Sous-anneaux
Définition |
B est un sous-anneau de A si :
(i) (B,+) est un sous-groupe de (A, +).
(ii) 14 appartient a B.
(i) B est stable par Xx.
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D. Sous-anneaux
Définition |
B est un sous-anneau de A si :
(i) (B,+) est un sous-groupe de (A, +).
(ii) 14 appartient a B.
(i) B est stable par Xx.

Propositions

(i) Si B est un sous-anneau de A alors B est un
anneau.
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III. Anneaux et corps

Définition |
B est un sous-anneau de A si :
(i) (B,+) est un sous-groupe de (A, +).
(ii) 14 appartient a B.
(i) B est stable par Xx.

Propositions
(ii) Si B est une partie de A

» contenant 14,
» stable par +, X, et passage a |'opposé,

alors B est un sous-anneau de A.
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D. Sous-anneaux
Définition |
B est un sous-anneau de A si :
(i) (B,+) est un sous-groupe de (A, +).
(ii) 14 appartient a B.
(i) B est stable par Xx.

Exemples
(i) Z est un sous-anneau de R.
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D. Sous-anneaux
Définition |
B est un sous-anneau de A si :
(i) (B,+) est un sous-groupe de (A, +).
(ii) 14 appartient a B.
(i) B est stable par Xx.

Exemples |
(i) Z est un sous-anneau de R.
(ii) D, (K), T,(K), T7.)(K) sont des sous-anneaux de
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III. Anneaux et corps

Définition |
B est un sous-anneau de A si :
(i) (B,+) est un sous-groupe de (A, +).
(ii) 14 appartient a B.
(i) B est stable par Xx.

Exemples

(i) {04} est un sous-groupe de (A, +).
Il est stable par x, mais ce n'est pas un
sous-anneau de A, car il ne contient par 14.
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D. Sous-anneaux
Définition |
B est un sous-anneau de A si :
(i) (B,+) est un sous-groupe de (A, +).
(ii) 14 appartient a B.
(i) B est stable par Xx.

> Exercice 8. |
Démontrer que le seul sous-anneau de Z est Z lui-
méme.
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‘—III. Anneaux et corps
E

. Morphismes d'anneaux

Soit A et A’ deux anneaux.

On note de la méme facon les additions et les
multiplications de A et de A’



Définition

Un morphisme d'anneaux est une application
f i A— A vérifiant :

(i) Y(a,b) € A*  fla+b) = f(a) + f(b)
(ii) ¥(a,b) € A*  f(ab) = f(a)f(b)
(i) £(14) = Lu
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Définition

Morphisme d’'anneaux : f : A — A’ vérifiant :
(i) ¥(a,b) € A fla+b) = f(a)+ f(b)

(i) ¥(a,b) € 42 f(ab) = f(a)f(b)

(i) f(1a) = 1a

Remarques

(i) On définit également les isomorphismes,
endomorphismes et automorphismes.
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Définition

Morphisme d’'anneaux : f : A — A’ vérifiant :
(i) ¥(a,b) € A fla+b) = f(a)+ f(b)

(i) ¥(a,b) € 42 f(ab) = f(a)f(b)

(i) f(1a) = 1a

Remarques

(i) On définit également les isomorphismes,
endomorphismes et automorphismes.

(ii) Un morphisme d'anneaux f: A — A’ est un
morphisme de groupes de (A, +) dans (A, +).
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Définition

Morphisme d’'anneaux : f : A — A’ vérifiant :
(i) ¥(a,b) € A fla+b) = f(a)+ f(b)

(i) ¥(a,b) € 42 f(ab) = f(a)f(b)

(i) f(1a) = 1a

Remarques

(i) ker f = f~1({04/}) et im f = f(A) sont
toujours définis.
im f est un sous-anneau de A’, ker f n'est pas
un sous-anneau de A en général.
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Définition

Morphisme d’'anneaux : f : A — A’ vérifiant :
(i) ¥(a,b) € A fla+b) = f(a)+ f(b)

(i) ¥(a,b) € 42 f(ab) = f(a)f(b)

(i) f(1a) = 1a

Remarques

(i) ker f = f~1({04/}) et im f = f(A) sont

toujours définis.

(iv) On a toujours I'équivalence :

f injectif <= ker f = {04}




Prochain chapitre

Chapitre A8
Limites et continuité
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